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1 Introduction

Le réordonnement décroissant, pour une fonction définie sur Rd, d ∈ N⋆, à valeurs réelles,
positives, mesurable (au sens de Lebesgue), est un outil magique d’analyse fonctionnelle. On trouve
beaucoup de choses à ce sujet dans la littérature existante [1], [2], [3], [4], toutefois, les démonstrations
ne sont pas toujours données dans leur intégralité. La compréhension des techniques de réarrangement
devient aussi plus facile dès que l’on fait des dessins ou figures, que l’on trouve rarement. Dans la lignée
de [5], [6], il nous a semblé intéressant de développer les points ci-dessous.

2 Préambule : sur la mesure de Lebesgue

Dans ce qui suit, d désigne un entier naturel non nul. La mesure de Lesbesgue (voir [7] pour tout ce
qui à trait à la construction de cette mesure) d’un ensemble Lebesgue-mesurable A sera notée mes (A).
On rappelle que la mesure de Lebesgue est la mesure de référence classique dans un cadre euclidien,
puisqu’elle permet de retrouver, dans le cas de la dimension 1, la longueur, dans le cas de la dimension
2, la surface, et dans dans le cas de la dimension 3, le volume. Notons que la compréhension de ce qui
se passe en dimension d quelconque est facilitée en revenant à ces cas particuliers, qui permettent de
lever l’abstraction souvent liée à tout ce qui a trait à la théorie de la mesure. Nous renvoyons le lecteur
à [3], [7], [8], pour les notions d’ensembles et de fonctions mesurables.
Les résultats présentés dans cet article utilisent, notamment, le résultat suivant :

Propriété 2.1. Considérons une fonction f définie sur un sous-ensemble Ω de Rd à valeurs réelles,
positives. Alors, pour tout réel p > 0 :∫

Ω
fp(x) dx =

∫ +∞

0
mes

{
x

∣∣∣∣ f(x) > t

}
p tp−1 dt
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de Fubini, pour les fonctions à valeurs positives :∫
Ω
fp(x) dx =

∫
Ω

{∫ +∞

0
1fp(x)>t dt

}
dx

=

∫ +∞

0

{∫
Rd

1(f(x))p>t dx

}
dt

=

∫ +∞

0
mes

{
x

∣∣∣∣ fp(x) > t

}
dt

=

∫ +∞

0
mes

{
x

∣∣∣∣ f(x) > t

}
p tp−1 dt

(On passe de l’avant-dernière ligne à la dernière par un changement de variable.)

Définition 2.1. La décomposition « en tranches de cake (layer-cake) »
Considérons une fonction f définie sur Rd à valeurs réelles, positives, mesurable. Pour tout x de Rd,
sa décomposition « layer-cake » est donnée par :

f(x) =

∫ f(x)

0
dt =

∫ +∞

0
1f(x)>t dt (⋆)

Ce nom amusant, à connotation « pâtissière », vient, tout simplement, de la représentation de la valeur
f(x) comme la somme des contributions des « tranches » (lignes de niveau) se situant en-dessous de
f(x), qui contribuent donc à l’intégrale, au contraire de celles situées au-dessus.

Remarque 2.1. Cette définition vient d’une généralisation de la propriété précédente à une mesure
quelconque µ sur Rd : ∫

Ω
fp(x)µ(dx) =

∫ +∞

0
µ

{
x

∣∣∣∣ f(x) > t

}
p tp−1 dt

Dans le cas où p = 1 et où µ est la mesure de Dirac en x, on obtient ainsi, naturellement, la relation (⋆).

Le théorème suivant, bien connu en théorie de la mesure [3], [7], [9], permet d’approcher des fonctions
mesurables par des fonctions plus simples, pour lesquelles on démontre le résultat cherché. Il suffit
ensuite d’un passage à la limite pour en déduire la validité du résultat pour des fonctions mesurables
quelconques.

Théorème 2.2. Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble mesurable A de Rd à valeurs réelles,
positives, mesurable. Alors, f est la limite d’une suite croissante de fonctions étagées positives.

f = lim
n→+∞

∑
i∈In

fi,n 1Ai,n

où, pour tout entier naturel n, In est un ensemble dénombrable, et où, pour tout i de In, fi,n est un
réel positif, Ai,n un ensemble mesurable, et 1Ai,n la fonction caractéristique de l’ensemble Ai,n :

∀x ∈ Rd : 1Ai,n(x) =

{
1 si x ∈ Ai,n

0 sinon
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3 Le réordonnement décroissant

Définition 3.1. Considérons un ensemble V de volume fini VolV dans Rd. Son réarrangement symé-
trique, noté V⋆, est la boule ouverte, centrée à l’origine, de même mesure que V :

V⋆ =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣VolBd
· |x|d < VolV

}
où VBd

est le volume de la boule unité de Rd :

VolBd
=

π
d
2

Γ
(
d
2 + 1

)
Définition 3.2. Considérons une fonction f : Rd → R, à valeurs positives, mesurable, de limite nulle
en l’infini, dans le sens où

mes
({

x ∈ Rd

∣∣∣∣ f(x) > t

})
< +∞ ∀ t > 0

On définit alors la fonction µf : [0,+∞[ → [0,+∞[, telle que, pour tout t > 0 :

µf (t) = mes
({

x ∈ Rd

∣∣∣∣ f(x) > t

})
Le réarrangement symétrique décroissant de f est la fonction f⋆, définie sur Rd, à valeurs positives,
mesurable, et telle que, pour tout x de Rd :

f⋆(x) =

∫ +∞

0
1{y:f(y)>t}⋆(x) dt

qu’il faut comparer à :

f(x) =

∫ +∞

0
1{f(x)>t} dt

Par construction, f⋆ est à symétrie radiale :

f⋆(x) = f⋆(y) si |x| = |y|

décroissante le long des rayons issus de l’origine :

f⋆(x) > f⋆(y) si |x| 6 |y|

et équimesurable comparativement à f , ce qui signifie, tout simplement, que les ensembles, correspon-
dant aux mêmes lignes de niveaux des fonctions, sont de mesures égales :

µf (t) = µf⋆(t)

Nous laissons, à cet effet, le lecteur démontrer, à titre d’exercice, que

{x : f⋆(x) > t} = {x : f(x) > t}⋆

qui servira dans les démonstrations qui suivent.
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Figure 1 – Le graphe d’une fonction f à valeurs positives, mesurable, et celui de son réarrangement
symétrique décroissant f⋆

(Ce tracé graphique a été obtenu numériquement, en triant les valeurs prises par la fonction, à l’aide de Mathematica.)

Exemple 3.1. Considérons la fonction φ définie, pour tout réel x, par :

φ(x) =



4 si x ∈ [1, 2]
1 si x ∈ ]3, 4[
2 si x ∈ [4, 5]
1

2
si x ∈ ]6, 7[

0 sinon

Sa réarrangée symétrique décroissante φ⋆ est la fonction définie, pour tout réel x, par :
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Figure 2 – Le graphe de la fonction en escaliers φ

φ⋆(x) =



4 si x ∈
[
−1

2
,
1

2

]

2 si x ∈
]
−3

2
,
3

2

[

1 si x ∈
[
−5

2
,
5

2

]
1

2
si x ∈

]
−7

2
,
7

2

[
0 sinon

-1 1
x

-1

1

y

Figure 3 – Le graphe de la fonction réarrangée φ⋆
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Définition 3.3. Espaces Lp(voir [7] pour plus de détails)
Soit p un réel strictement positif, et Ω un ouvert de Rd. L’espace de Lebesgue d’ordre p, Lp(Ω), est
l’ensemble

Lp(Ω) =

{
f : Ω → R, f mesurable et

∫
Ω
|f(x)|p dx < +∞

}
que l’on munit de la norme ∥·∥p, définie, pour tout f de Lp(Ω), par :

∥f∥p =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

Propriété 3.1. Soit p un entier supérieur ou égal à 2. Lorsque la fonction f appartient à Lp
(
Rd

)
, le

réarrangement décroissant f⋆ appartient aussi à Lp
(
Rd

)
, et, pour tout t > 0, on dispose de l’égalité :

∥f⋆∥Lp(Rd) = ∥f∥Lp(Rd)

Démonstration. Cette égalité se démontre à l’aide de la décomposition « layer-cake » de |f |p, et du
théorème de Fubini ; pour alléger les notations, on suppose que f est à valeurs positives. On obtient :

∥f∥p
Lp(Rd)

=

∫
Rd

(f(x))p dx

=

∫
Rd

{∫ +∞

0
1(f(x))p>t dt

}
dx

=

∫ +∞

0

{∫
Rd

1(f(x))p>t dx

}
dt

=

∫ +∞

0
mes

{
x

∣∣∣∣ (f(x))p > t

}
dt

=

∫ +∞

0
mes

{
x

∣∣∣∣ f(x) > t

}
p tp−1 dt

=

∫ +∞

0
µf (t) p t

p−1 dt

= ∥f⋆∥p
Lp(Rd)

Lemme 3.2. Inégalité de Hardy-Littlewood

Considérons deux fonctions f et g : Rd → R, à valeurs positives, mesurables, chacune de limite nulle
en l’infini. Alors, ∫

Rd

f(x) g(x) dx 6
∫
Rd

f⋆(x) g⋆(x) dx

Démonstration. Grâce au théorème (2.2), il suffit de démontrer le résultat lorsque f et g sont les
fonctions caractéristiques de deux ensembles mesurables Af et Ag, tous deux de volumes finis :

f = 1Af
, g = 1Ag

avec mes (Af ) > mes (Ag).
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A f

Ag

A f

Ag

Figure 4 – Les ensembles Af et Ag, avec ou sans intersection.

Ag
*

A f
*

Figure 5 – Les boules centrées à l’origine Af
⋆ et Ag

⋆.

Les réarrangements Af
⋆ et Ag

⋆ sont des boules centrées à l’origine ; leur intersection Af
⋆ ∩Ag

⋆ est la
plus petite des deux boules, soit, ici :

Af
⋆ ∩Ag

⋆ = Ag
⋆

Il en résulte :

mes (Af
⋆ ∩Ag

⋆) = mes (Ag
⋆) > mes (Af ∩Ag)

La décomposition « en tranches de cake », et le théorème de Fubini, permettent d’obtenir
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∫
Rd

f⋆(x) g⋆(x) dx =

∫
Rd

{∫ +∞

0
1f⋆(x)>s ds

} {∫ +∞

0
1g⋆(x)>t dt

}
dx

=

∫
Rd

∫ +∞

0

∫ +∞

0
1f⋆(x)>s 1g⋆(x)>t ds dt dx

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

∫ +∞

0
1f⋆(x)>s et g⋆(x)>t ds dt dx

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

{∫
Rd

1f⋆(x)>s et g⋆(x)>t dx

}
ds dt

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0
mes ({f⋆(x) > s et g⋆(x) > t}) ds dt

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0
mes

(
A⋆

g

)
ds dt

>
∫ +∞

0

∫ +∞

0
mes (Af ∩Ag) ds dt

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

{∫
Rd

1f(x)>s et g(x)>t dx

}
ds dt

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

{∫
Rd

1f(x)>s 1g(x)>t dx

}
ds dt

=

∫
Rd

∫ +∞

0

∫ +∞

0
1f(x)>s 1g(x)>t dx ds dt

=

∫
Rd

f(x) g(x) dx
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Lemme 3.3. Réarrangement et valeur absolue

Considérons une fonction f : Rd → R, mesurable, de limite nulle en l’infini, appartenant à Lp
(
Rd

)
,

où p est un entier supérieur ou égal à 1. Alors :∫
Rd

|f(x)| dx 6
∫
Rd

|f |⋆(x) dx

Démonstration. On demontre le résultat en revenant à la définition du réarrangement décroissant, et
en utilisant le théorème de Fubini :∫

Rd

|f |⋆(x) dx =

∫
Rd

{∫ +∞

0
1{y:|f(y)|>t}⋆(x) dt

}
dx

=

∫ +∞

0

{∫
Rd

1{y:|f(y)|>t}⋆(x) dx

}
dt

=

∫ +∞

0
mes {y : |f(y)| > t}⋆ dt

>
∫ +∞

0
mes {y : |f(y)| > t} dt

=

∫ +∞

0

∫
Rd

1{y:|f(y)|>t}(x) dx dt

=

∫
Rd

{∫ +∞

0
1{y:|f(y)|>t}(x) dt

}
dx

=

∫
Rd

|f(x)| dx

Lemme 3.4. Le réarrangement symétrique diminue la distance Lp

Soit p un entier supérieur ou égal à 2. Considérons deux fonctions f et g : Rd → R, à valeurs positives,
mesurables, chacune de limite nulle en l’infini. Alors,

∥f⋆ − g⋆∥p 6 ∥f − g∥p

Démonstration. Dans un premier temps, on remarque que :∫
f⋆(x)1g⋆6s(x) dx =

∫
f⋆(x) (1− 1g⋆>s(x)) dx

=

∫
f⋆(x) dx−

∫
f⋆(x)1⋆g>s(x) dx

6
∫

f⋆(x) dx−
∫

f(x)1g>s(x) dx

=

∫
f(x) dx−

∫
f(x)1g>s(x) dx

=

∫
f(x) (1− 1g>s(x)) dx

=

∫
f(x)1g6s(x) dx

(1)

(l’inégalité de la troisième ligne vient du lemme 3.2.)
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Il est plus facile de montrer, plus généralement, comme dans [3], que pour toute fonction à valeurs
positives, convexe, J : R → R, telle que J(0) = 0 :∫

Rd

J (f⋆(x)− g⋆(x)) dx 6
∫
Rd

J (f(x)− g(x)) dx

On utilise la décomposition :

J = J+ + J−

où J+(t) = 0 pour t 6 0, et J−(t) = 0 pour t > 0.

Les fonctions J+ et J− étant toutes deux convexes, il suffit de prouver le résultat pour J+.

La fonction J+ étant convexe, sa dérivée à droite J ′
+ est une fonction croissante de t, ce qui conduit à :

J+ (h1(x)− h2(x)) =

∫ h1(x)

h2(x)
J ′
+ (h1(x)− s) ds

=

∫ h2(x)

0
J ′
+ (h1(x)− s) 1(h16s)(x) ds

Pour toute fonction croissante H sur R+, prenant la valeur 0 en zéro, l’intégration, par rapport à la
mesure de Stieltjes associée (voir [9]), qui est positive et croissante, conduit, pour tout x de Rd, à :

H (f⋆(x)− s) =

∫ +∞

0
1]s+t,+∞[ (f

⋆(x)) dH(t) =

∫ +∞

0
1(f⋆>s+t)(x) dH(t)

Le théorème de Fubini permet d’en déduire :∫
Rd

H (f⋆(x)− s) 1(g⋆6s)(x) dx =

∫ +∞

0

(∫
Rd

1(f⋆>s+t)(x)1(g⋆6s)(x)dx
)
dH(t) (2)

On en déduit alors, grâce à l’inégalité (1), par positivité de la mesure dH(t) :∫
Rd

H(f⋆(x)− s)1(g⋆6s)(x)dx =

∫
Rd

∫ +∞

0
1(f⋆>s+t)(x)1(g⋆6s)(x)dxdH(t)

6
∫ +∞

0

(
1(f>s+t)(x)1(g6s)(x)dx

)
dH(t)

Si, maintenant, on applique la formule (2) au couple de fonctions (f, g), on obtient :∫
Rd

H(f⋆(x)− s)1(g⋆6s)(x)dx 6
∫
Rd

H(f(x)− s)1(g6s)(x) dx

ce qui conduit, pour H = J ′
+, à :∫

Rd

J+ (f(x)− g(x)) dx =

∫
Rd

{∫ +∞

f(x)
J ′
+ (f(x)− s) 1g6s ds

}
dx

=

∫ +∞

f(x)

{∫
Rd

J ′
+ (f(x)− s) 1g6s dx

}
ds

>
∫ +∞

f(x)

{∫
Rd

J ′
+ (f⋆(x)− s) 1g⋆6s dx

}
ds

et donc : ∫
Rd

J+ (f(x)− g(x)) dx >
∫
Rd

J+(f
⋆(x)− g⋆(x))dx
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