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Sur le réarrangement décroissant

Claire David
10 juillet 2015

Université Pierre et Marie Curie-Paris 6
Laboratoire Jacques Louis Lions - UMR 7598
Boite courrier 187, 4 place Jussieu, F-75252 Paris cedex 05, France

1 Introduction

Le réordonnement décroissant, pour une fonction définie sur R% d € N*, a valeurs réelles,
positives, mesurable (au sens de Lebesgue), est un outil magique d’analyse fonctionnelle. On trouve
beaucoup de choses a ce sujet dans la littérature existante [1], [2], [3], [4], toutefois, les démonstrations
ne sont pas toujours données dans leur intégralité. La compréhension des techniques de réarrangement
devient aussi plus facile dés que I’on fait des dessins ou figures, que 1’on trouve rarement. Dans la lignée
de [5], [6], il nous a semblé intéressant de développer les points ci-dessous.

2 Préambule : sur la mesure de Lebesgue

Dans ce qui suit, d désigne un entier naturel non nul. La mesure de Lesbesgue (voir |7] pour tout ce
qui & trait a la construction de cette mesure) d’un ensemble Lebesgue-mesurable A sera notée mes (A).
On rappelle que la mesure de Lebesgue est la mesure de référence classique dans un cadre euclidien,
puisqu’elle permet de retrouver, dans le cas de la dimension 1, la longueur, dans le cas de la dimension
2, la surface, et dans dans le cas de la dimension 3, le volume. Notons que la compréhension de ce qui
se passe en dimension d quelconque est facilitée en revenant & ces cas particuliers, qui permettent de
lever I’abstraction souvent liée & tout ce qui a trait & la théorie de la mesure. Nous renvoyons le lecteur
a [3], [7], [8], pour les notions d’ensembles et de fonctions mesurables.

Les résultats présentés dans cet article utilisent, notamment, le résultat suivant :

Propriété 2.1. Considérons une fonction f définie sur un sous-ensemble Q de R® & valeurs réelles,
positives. Alors, pour tout réel p > 0 :

| rayae = /0+°° mes {x

f(z) > t} ptP~Ldt



Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme de Fubini, pour les fonctions & valeurs positives :

+oo
/fp(x)da; - /{/ 1fp(x)>tdt} dz
Q Q 0
+oo
0 R4

+o00
= mes < x| fP(z) > t} dt
f(z) > t} ptP~ldt

0
“+00
= / mes {HJ
0

(On passe de 'avant-derniére ligne a la derniére par un changement de variable.)

Définition 2.1. La décomposition « en tranches de cake (layer-cake) »
Considérons une fonction f définie sur R? a valeurs réelles, positives, mesurable. Pour tout = de R¢,
sa décomposition « layer-cake » est donnée par :

f(=) +oo
f(fﬁ):/o dt:/o Liysedt (%)

Ce nom amusant, & connotation « patissiére », vient, tout simplement, de la représentation de la valeur
f(z) comme la somme des contributions des « tranches » (lignes de niveau) se situant en-dessous de
f(x), qui contribuent donc & l'intégrale, au contraire de celles situées au-dessus.

Remarque 2.1. Cette définition vient d’une généralisation de la propriété précédente & une mesure

quelconque p sur R :
“+00
[ r@udn = [ s
Q 0

Dans le cas ou p = 1 et ou p est la mesure de Dirac en x, on obtient ainsi, naturellement, la relation ().

f(z) > t} ptP~ldt

Le théoréme suivant, bien connu en théorie de la mesure [3], [7], [9], permet d’approcher des fonctions
mesurables par des fonctions plus simples, pour lesquelles on démontre le résultat cherché. I suffit
ensuite d’un passage G la limite pour en déduire la validité du résultat pour des fonctions mesurables
quelconques.

Théoréme 2.2. Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble mesurable A de R? & valeurs réelles,
positives, mesurable. Alors, f est la limite d’une suite croissante de fonctions étagées positives.

f = HE)IEOO Z fi,n ]]‘Ai,n
i€ly
ot, pour tout entier naturel n, I, est un ensemble dénombrable, et ou, pour tout © de I, f;n est un

réel positif, A;, un ensemble mesurable, et 14, la fonction caractéristique de l’ensemble A;p :

1 ) x € Aip
0 stnon

Vo e R?: ]]‘Ai,n(x) :{



3 Le réordonnement décroissant

Définition 3.1. Considérons un ensemble V de volume fini Voly dans R%. Son réarrangement symé-
trique, noté V*, est la boule ouverte, centrée a 'origine, de méme mesure que V :

V*—{xeRd

Volg, - || < Volv}

oil Vg, est le volume de la boule unité de R :

[SI[oH

Volg, =

[SJISW P

L($+1)

Définition 3.2. Considérons une fonction f : R? — R, a valeurs positives, mesurable, de limite nulle

mes ({m € R

On définit alors la fonction s : [0, +00[ — [0, 400], telle que, pour tout ¢t > 0 :

f(z) > t})

Le réarrangement symétrique décroissant de f est la fonction f*, définie sur R¢, a valeurs positives,
mesurable, et telle que, pour tout = de R? :

en l'infini, dans le sens ou

f(a:)>t}> <400 Vt>0

fp(t) = mes ({:c € R?

+oo
F@= [ Lygen @
qu’il faut comparer a :
+oo
fla) = /0 L{s(zy>ey dt
Par construction, f* est a symétrie radiale :

) =f"(y) st |z| =yl

décroissante le long des rayons issus de l’origine :

[ @) = f*y) si |z <yl

et équimesurable comparativement & f, ce qui signifie, tout simplement, que les ensembles, correspon-
dant aux mémes lignes de niveaux des fonctions, sont de mesures égales :

pg () = pugs(t)

Nous laissons, & cet effet, le lecteur démontrer, & titre d’exercice, que

{z: f(x)>t}={z: f(z)>t}"

qui servira dans les démonstrations qui suivent.



AL

FIGURE 1 — Le graphe d’une fonction f a valeurs positives, mesurable, et celui de son réarrangement
symétrique décroissant f*

(Ce tracé graphique a été obtenu numériquement, en triant les valeurs prises par la fonction, a 1’aide de Mathematica.)

Exemple 3.1. Considérons la fonction ¢ définie, pour tout réel x, par :

4 si oz e |[l,2]
1 stz €]3,4]

(p(x) — ? S1 T € [4, 5]
5 si oz €]6,7]
0 sinon

Sa réarrangée symétrique décroissante ¢* est la fonction définie, pour tout réel z, par :



[
T

-1 1
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FIGURE 2 — Le graphe de la fonction en escaliers ¢
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FIGURE 3 — Le graphe de la fonction réarrangée *



Définition 3.3. Espaces LP(voir [7| pour plus de détails)
Soit p un réel strictement positif, et Q un ouvert de R? L’espace de Lebesgue d’ordre p, LP(Q), est
I’ensemble

LP(Q) = {f : Q — R, f mesurable et / |f(2)]P dx < —i—oo}
Q

que 'on munit de la norme ||-||,,, définie, pour tout f de LP(f), par :

151, = ([ 17ar dac)‘i

Propriété 3.1. Soit p un entier supérieur ou égal & 2. Lorsque la fonction [ appartient a LP (Rd), le
réarrangement décroissant f* appartient aussi a LP (]Rd), et, pour tout t > 0, on dispose de [’égalité :

Hf*HLp(Rd) = ||f”Lp(Rd)

Démonstration. Cette égalité se démontre a 'aide de la décomposition « layer-cake » de |f|P, et du
théoréme de Fubini; pour alléger les notations, on suppose que f est a valeurs positives. On obtient :

19y = [ @)y s

%d
= / {/ ﬂ(f(x))p>t dt} dx
Rd 0
+00
= / {/ ﬂ(f(x))p>t dSU} dt
0 Rd

=7 e {z (F(2)P > t} dt

0
“+oo
= / mes {x f(z) > t} ptP~ldt
0

o0
= pp(t) pt?t dt

- 15712, g

Lemme 3.2. Inégalité de Hardy-Littlewood

Considérons deux fonctions f et g : R* — R, a valeurs positives, mesurables, chacune de limite nulle
en Uinfini. Alors,

| i@a@de< [ g ds

R4

Démonstration. Grace au théoréme (2.2), il suffit de démontrer le résultat lorsque f et g sont les
fonctions caractéristiques de deux ensembles mesurables Ay et Ay, tous deux de volumes finis :

f = lAf y 9= ﬂAg
avec mes (Ay) > mes (Ay).
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FIGURE 4 — Les ensembles Ay et A, avec ou sans intersection.

FIGURE 5 — Les boules centrées a I'origine A;* et A,*.

Les réarrangements A¢* et A,* sont des boules centrées a l'origine ; leur intersection A¢* N Ay* est la

plus petite des deux boules, soit, ici :
A NAS = A"

Il en résulte :

mes (AN Ag*) =mes (A;%) > mes (Af N Ay)

La décomposition « en tranches de cake », et le théoréme de Fubini, permettent d’obtenir



/Rd [ (x) g*(z) dx

+o00 Yoo
/ {/ ]1f*($)>s dS} {/ ]19*(117)>t dt} dCL'
R4 0 0
+oo +o00
/ / / lf*(z )>s g *(z)>t ds dt dx
—Bodo 0+OO 0+oo
/ / / -ﬂf* (z)>s et g*(z)>t dsdt dx
0 0
/ / {/ Lp+(@)>s etg(z)>td$} dsdt
"'OO +oo
/ / mes ({f*(x) > s et g"(x) > t}) dsdt
~+o0o +o00
/ / mes A* ds dt
/ / mes (Af N Ay) dsdt
+oo O_|_
/ / {/ z)>s et g(x)>t dx} dsdt
0 0
+00 +o0
/ / { Li@)>s Iga )>td$} dsdt
0 0
+o00
LI

Rd

L(a)>s Ly(a)>t drdsdt

[ 14



Lemme 3.3. Réarrangement et valeur absolue

Considérons une fonction f : RY — R, mesurable, de limite nulle en Uinfini, appartenant o LP (]Rd),
ol p est un entier supérieur ou égal a 1. Alors :

[ i@lde < [ 1@ s

Démonstration. On demontre le résultat en revenant a la définition du réarrangement décroissant, et
en utilisant le théoréme de Fubini :

+o00
/Rd |f|*(513) dr = /Rd {/0 11{y:|f(y)\>t}* (:p) dt} dx
+00
- /0 +{/Rd ]l{y:|f(y)\>t}*($) d:c} dt

- [;wm%wzu@n>ﬂ*w
+o0o
> /’ mes {y : | f(y)] > t} dt

% o
- /0 jéff Ly f ()t (T) dz dt
- /Rd {/0 Ly p(y)1>ty () dt} dr

- JRECIEE

Lemme 3.4. Le réarrangement symétrique diminue la distance LP

Soit p un entier supérieur ou égal & 2. Considérons deuz fonctions f et g : R* — R, a valeurs positives,
mesurables, chacune de limite nulle en Uinfini. Alors,

11" =g"ll, <If =gl

Démonstration. Dans un premier temps, on remarque que :

[r@tpa@da = [F@0-1pm0)d
- [re <m—/f 1. (2) da
_ .
< [r@d- [ 1@
[ 1@ds- [ f@) 10u0a W

- 100 @)

_ / f(2) Lges(v) do

(I'inégalité de la troisiéme ligne vient du lemme 3.2.)



Il est plus facile de montrer, plus généralement, comme dans [3|, que pour toute fonction & valeurs
positives, convexe, J : R — R, telle que J(0) =0 :

/J(f*(ﬂﬁ)—g*(w)) dw</ J(f(x) = g(x)) dx
Rd

Rd
On utilise la décomposition :

J=Jr+J-
ot Jy(t) =0 pour t <0, et J_(t) =0 pour t > 0.

Les fonctions J4 et J_ étant toutes deux convexes, il suffit de prouver le résultat pour J.

La fonction J étant convexe, sa dérivée a droite J/ est une fonction croissante de ¢, ce qui conduit & :

hi(z)
Teie) =ma@) = [ L) =) ds
)

a(x
— / T4 (h(z) — 8) Ly (z) ds
0

Pour toute fonction croissante H sur R™, prenant la valeur 0 en zéro, I'intégration, par rapport a la
mesure de Stieltjes associée (voir [9]), qui est positive et croissante, conduit, pour tout x de R?, 4 :

+oo +00
H(f*(z) - s) 2/0 st 00 (f7(2)) dH(?) :/0 Liprsst)(2) dH(2)

Le théoréme de Fubini permet d’en déduire :

H( @) =) graa@ e = [ ([ gm0l @lds) die) 2

R4 0

On en déduit alors, grace a I'inégalité (1), par positivité de la mesure dH (t) :
“+oo
R H(f*(x) - S)H(g*gs) (.’L‘)dl‘ = /Rd /0 ]l(f*>s+t)(x>]l(g*gs) (x)da:dH(t)
+oo
< [ Qe @1ey @) an

Si, maintenant, on applique la formule (2) au couple de fonctions (f,g), on obtient :

[ H @) = @i < [ H(7() = 9)Lge (@) de

/]Rd {/f:: Ty (f(2) = 8) Lges ds} dz
B /f::o {/Rd Ty (f(2) = 5) Tgss dm} ds

+o00
> [ L@ panf o

ce qui conduit, pour H = J!, a:

/ To (f(x) - g(a)) da
R4

et donc :

10



Remerciements

L’auteur tient & remercier le referee anonyme pour ses trés judicieuses suggestions.

Références

[1] A. Alvino, P.-L. Lions, et G. Trombetti, On optimization problems with prescribed rearrange-
ments, Nonlinear Analysis, 13, 1989, pages 185-220.

[2] C. Bandle, Isoperimetric inequalities and applications, Monographs and Studies in Mathematics,
7, Pitman, London, 1980.

[3] E. Lieb and M. Loss, Analysis, Graduate Studies in Mathematics, 14, American Mathematical
Society, Providence, RI, 1997.

[4] G. Polya et G. Szego, Isoperimetric inequalities in Mathematical Physics, Annals of Mathematics
Studies, 27, Princeton University Press, 1951.

[5] Jean-Yves Chemin, Cl. David, Sur la construction de grandes solutions pour des équations de
Schrédinger de type « masse critique », Décembre 2013. Exposé lors du séminaire Laurent Schwartz
- EDP et applications du 17 Décembre 2013, texte a paraitre.

[6] Jean-Yves Chemin, Cl. David, From an initial data to a global solution of the nonlinear Schrédinger
equation : a building process, & paraitre.

[7] W. Rudin, Real and complex analysis, third edition, McGraw Hill, New York, 1987.

[8] N. Lerner, A Course on Integration Theory : Including More Than 150 Exercises With Detailed
Answers, Birkhauser, 2014.

[9] E. M. Stein, R. Shakarshi, Real Analysis, Measure Theory, Integration and Lebesgue Spaces,
Princeton Lectures in Analysis, 3, Princeton University Press, 2005.

11



