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1 Introduction

Le laplacien occupe, au sein de 'analyse mathématique des équations aux dérivées partielles, une place
centrale. Récemment, les travaux de J. Kigami [1], [2], repris par R. Strichartz [6], [7], ont permis la
construction d’un opérateur de méme nature, défini localement, sur des graphes présentant un caractére
fractal : le triangle de Sierpinski, le tapis de Sierpinski, le diamant fractal, les ensembles de Julia, la
fougére de Barnsley.

J. Kigami part de la définition du Laplacien sur le segment unité de la droite réelle; pour une
fonction u deux fois dérivable sur [0, 1], le laplacien Aw est obtenu comme dérivée seconde de u
sur [0,1]. Pour tout couple (u,v) appartenant a l’espace des fonctions dérivables sur [0, 1], et telles
que : v(0) = v(1) = 0, il fait remarquer que la relation :

Jreneers— g 32 (<(0) =+ (5) (- (5) -+ (5))

permet de définir, sous une forme faible, le laplacien de u, en évitant le recours aux dérivées premiéres,
et ouvre donc la voie aux calculs de laplaciens sur des domaines & caractére fractal.

Curieusement, le cas du graphe de la fonction de Weierstrass, introduite en 1872 par K. Weiers-
trass [3|, qui présente des propriétés d’auto-similarité, ne semble pas avoir été envisagé. On rappelle

3
que étant donnés A €10, 1], et b tel que Ab > 1+ %, la fonction de Weierstrass

+00
r € R— Z)\” cos (mb" x)

n=0
est continue partout, mais nulle part dérivable. La preuve originale de K. Weierstrass [3], peut aussi
étre retrouvée dans [5]. Elle a été complétée, par celle, désormais classique, dans le cas ou Ab > 1, par
G. Hardy [4].
C’est Benoit Mandelbrot [8] qui, en 1977, a mis en évidence le caractére fractal du graphe de la fonction
de Weierstrass. K. Falconer [9] a montré, en 1985, que la dimension de Hausdorff du graphe est majorée

In A
par 2 + b La preuve formelle a été établie par B. Hunt [10] en 1998.
n
Nous présentons, dans ce qui suit, les résultats que nous avons obtenus en suivant ’approche de

J. Kigami, pour définir, sur le graphe de la fonction de Weierstrass, un laplacien. Dans un premier
temps, nous nous sommes intéressés aux formes de Dirichlet sur ce graphe, qui permettent, ensuite, de
définir le laplacien.



2 Formes de Dirichlet sur le graphe de la fonction de Weierstrass

Notation. Dans ce qui suit, A et b sont deux réelstelsque: 0 < A <1 , b=N, 6 N et ANy > 1.
On considérera la fonction de Weierstrass W, définie, pour tout réel x, par : W(x Z A" cos (27 Ny x).
n=0

2.1 Aspect théorique

On se place, dans ce qui suit, dans le plan euclidien de dimension 2, rapporté & un repére ortho-
normé direct. Les coordonnées cartésiennes usuelles sont (z,y).

Définition 2.1. Systéme de fonctions itérées
Etant donné un espace métrique complet (E,d), on appelle systéme de fonctions itérées sur E un
ensemble de N € N* fonctions contractantes définies sur F, a valeurs dans F.

Théoréme 2.1. Théoréme du collage [11/

Soit N un entier naturel non nul, et E un espace métrique, muni d’une distance d, complet. On consi-
dere, sur l’ensemble des parties de E, la distance de Hausdorff. Etant donnée une famille de contrac-
tions {Tp, ..., Tn—1} définies sur E, a valeurs dans E on définit, sur l’ensemble P(E) des parties

de E, Uapplication T par : VA € P(E) : T(A) = U T;(A). L’application T est alors contractante
sur l’ensemble des parties de E, muni de la dzstance de Hausdorff. Le theoreme du point fize assure
Dexistence et l'unicité d’un sous-ensemble F C E non vide, vérifiant : F = U T; (F).

L’ensemble F est dit autosimilaire par rapport a la famille {Ty, ..., Tn— 1} Il est appelé attracteur
du systéme de fonctions itérées {Ty,...,Tn—-1}.

Propriété 2.2. Caractére périodique de la fonction de Weierstrass
Pour tout réel x : W(x + 1) = W(x). L’étude de la fonction de Weierstrass peut étre restreinte a
Uintervalle [0, 1].

Suivant la méthode développée par Kigami, et & ’aide du théoréme du collage, on approche la restric-
tion I'yy a [0, 1[ xR, du graphe de la fonction de Weierstrass, par une suite de graphes, construits suivant
un processus itératif. A cet effet, on introduit la famille de contractions de R? dans R? : {7y, ..., Tny—1}s

otl, pour tout i de {i = 0, ..., N, — 1}, et tout (z,y) de R? : Tj(z, y) = <$;]’ ,AY + cos <27r (x; z>>>
b b

Propriété 2.3. Le graphe 'y peut étre considéré comme le systéme de fonctions itérées sur [0, 1[xR :

{To,....Tn, -1} (Voir ([10]))

Ny—1
Il en résulte, d’apres le théoréme du collage : Ty = |J T;(T'w).
=0

Définition 2.2. On désigne par Vj 'ensemble, ordonné suivant les indices croissants, des points fixes
de la famille : {Tp, ..., Tn,—1}. L’ensemble des points Vj constitue un graphe orienté, que I’on désigne
par I'yy,. Vo est appelé ensemble des sommets du graphe I'yy,.

Np—1
Pour tout entier naturel non nul m, on pose : V;,, = U T; (Vin—1)-

i=0
L’ensemble des points V,,, constitue un graphe orienté, que l'on désigne par I'yy, . V,, est appelé en-
semble des sommets du graphe I')y, . On désignera, dans ce qui suit, par ./\/'n‘i le nombre de sommets



du graphe I'yy, , et on écrira : V,, = {Sgl,ST,...,S}\"[m_l}. Enfin, pour tout ¢ de {0, ..., N, — 1}, on

: 1 o
désigne par : P; = (x;,y;) = (szl’ T ¢os (Nb7”1>) le point fixe de la contraction Tj.

Propriété 2.4. Pour touti de {i =0,...,N, — 2} : T; (Pn,—1) = Ti+1 (Po).

Propriété 2.5. Pour tout entier naturel m, on désigne par /\/;ﬁ le nombre de sommets du graphe 'y, .

Alors, la suite (N’nﬁ)meN est arithmético-géométrique, de premier terme NS = Nj.

Propriété 2.6. Pour tout entier naturel m, les ./\/',i sommets consécutifs du graphe I'yy,, sont, aussi,
les sommets de N polygones Pp,j, 0 < j < Ny —1 a Ny cotés, qui constituent une tribu borélienne
de R2.

» =

S

FIGURE 1 — Les graphes I')y, (en vert), I'yy, (en rouge), I')y, (en orange), I'yy (en cyan), dans le cas
1
01‘1)\:5,et Ny = 3.

Définition 2.3. Sommets consécutifs sur le graphe I'yy

Deux points X et Y de I'yy sont appelés sommets consécutifs du graphe I'yy s’il existe un entier
naturel m, et un entier j de {0, ..., N, — 2}, tels que :

X=(Tyo...0T;,)(P;) et Y=(T;,0...0T; ) (Pjt1) {it,...yim} € {0,..., Ny — 1}"™
ou: X =(T;,0oT,0...0T; ) (Pny—1) et Y=(Tj410T5,...0T;,) (F).

Définition 2.4. Relation d’adjacence sur le graphe I'yy,

Etant donné un entier naturel m, deux points X et Y de I'yy,, sont dits adjacents si et seulement
si X et Y sont deux sommets consécutifs de I'yy,, . On écrira alors : X ~ Y.
m

Cette relation d’adjacence conduit a ’existence d’un mot : M = (Mjy,..., M,,), de longueur |M| = m,
sur les lettres-nombres M, prenant leurs valeurs dans l’ensemble des entiers {0,..., N, — 1}, telles
que X et Y appartiennent tous deux a 'itéré : Ty Vo = (Ta, ©...0Tm,,) Vo.



Pour tout entier naturel m, les sommets successifs de 'itéré précédent constituent une suite de Ny poly-
gones comportant chacun Ny, cotés. Les polygones successifs de cette suite seront notés P;", 0 < ¢ < NJ" — 1.
Etant donnés deux points X et Y du graphe I'yy, on dira que X et Y sont adjacents si et seulement

si il existe un entier naturel m tel que : X ~ Y.

Proposition 2.7. Adresses sur le graphe de la fonction de Weierstrass

Etant donné un entier naturel non nul m, et un mot M = (My,..., My,) de longueur m € N*, sur
le graphe Ty, , pour tout entier j de {1,..., N, — 2}, tout X = Tpq(P;) de Vi, \ Vo, i.e. distinct de l'un
des Ny points fizes P;, 0 < i< Ny — 1, posséde exactement deuxr sommets adjacents, donnés par :

Tm(Pjs1) et Ta(Pj-1)

avec : Tag = Tagy © ... 0 Ty, . Par convention, les sommets adjacents de Ta(Po) sont Ta(Pr)
et Tam(Pn,—1), et ceur de Tay(Pn,—1), Tm(Pry,—2) et Ta(FPo).

Propriété 2.8. L’ensemble des sommets (Vin),,cn est dense dans T'yy.

Définition 2.5. Forme de Dirichlet sur un ensemble fini (voir larticle séminal de [14], ou
I'ouvrage [15], ainsi que [16])

Etant donné un ensemble fini V', muni du produit scalaire usuel qui, a tout couple de fonctions (u,v)
définies sur V', associe : (u,v) = Z u(p) v(p), une forme de Dirichlet sur E est une forme bilinéaire

peV
symétrique &, telle que :

1. Pour toute fonction u définie sur V', a valeurs réelles : E(u,u) > 0.
2. E(u,u) = 0 si et seulement si u est constante sur V.

3. Pour toute fonction u définie sur V', si on définit : u, = min (max(u,0),1), alors :
E(uy, uy) < E(u,u) (propriété de Markov).

Définition 2.6. Energie associée & un couple de fonctions, sur un graphe I'yy,

Soit m un entier naturel m, et u et v deux fonctions, & valeurs réelles, définies sur ’ensembleé

Vin = {86”, R 7Sﬁm—1} des N;, sommets de I'yy, . L’énergie, sur le graphe I'yy, , associée au couple
Nm—2
de fonctions (u, v), est : &ry, (wv) = > (@(SI) = u(ST) (@ (SI") —v(SH)) = . (@(X) - u(Y)) @(X) - v(Y)).
1=0 X~Y

m

Propriété 2.9. Etant donné un entier naturel m, et une fonction u, & valeurs réelles, définie sur l’en-

semble des sommets de T'yy, , Uapplication qui, a tout couple de fonctions (u,v), a valeurs réelles, défi-

nies sur l'ensemble Vi, des Ny, sommets deT'yy,,, associe : Er,, (u,v) = Z (u(X) —u(Y)) (v(X) —v(Y))
X~Y

est une forme de Dirichlet sur I'yy,, . De plus : &r,,, (u,u) =0 < u est constante.

Proposition 2.10. Extension harmonique d’une fonction, sur le graphe de la fonction de
Weierstrass

Pour tout entier naturel non nul m, étant donnée une fonction u, a valeurs réelles, définie sur Vip,—1,
son extension harmonique, notée u, est obtenue comme le prolongement de w a V,, qui minimise
)4 . N . . 2
Uénergie : Er,, (U, 1) = g (u(X) —a(Y))”.
X~Y
m



Le lien entre Spwm et Epwm_l est obtenu grdace a lintroduction de deux constantes réelles strictement
positives ry, et ryi1 telles que : T, Z (a(X) = w(Y))? = rm_1 Z (u(X) — u(Y))?.

X;Y X r:lY
On notera désormais : Em(u) =1m Y. .oy (@(X) — @(Y))?. On fizera, dans ce qui suit, la valeur de

la constante initiale : o = 1. La détermination de [’extension harmonique d’une fonction étant un

probleme local, sur le graphe Iy, _,, relié au graphe I'yy,, par un procédé identique a celut qui relie I'w,
a I'w,, on en déduit, pour tout entier naturel m : rp, =r{"ro =r""".

Si v est une fonction a valeurs réelles, définie sur Vi,,_1, d’extension harmonique ¥, on écrira :

Em(u,0) =™ Y (@(X) —a(Y)) (9(X) - 5(Y))

X~Y
m

Pour plus de précisions sur la construction et l’existence d’extensions harmoniques, on renvoit a [13].

Définition 2.7. Forme de Dirichlet associée 4 un couple de fonctions définies et continues,
sur le graphe I'yy

On définit la forme de Dirichlet £ qui, a tout couple (u,v) de fonctions, a valeurs réelles, continues,
définies sur le graphe I'yy, associe :

Ewo) = Tim En(we) = Tm 3" (u(X) — u(Y)) (o(X) oY)
X~Y

Propriété 2.11. La forme de Dirichlet £ qui, a tout couple (u,v) de fonctions, a valeurs réelles,
définies et continues sur le graphe 'y, associe :

Ew) = lim Elnn)= Tm 3 e ((X) —u(¥)) (o(X) — u(¥)
X;:Y
Ny—1
vérifie la relation d’auto-similarité : € (u,v) = r=* Z E(uoTyvoTy;).
=0

Définition 2.8. Energie normalisée, associée a une fonction u, définie et continue sur le
graphe T'yy
La suite (&, (u étant définie sur V, = V;, on définit I'énergie normalisée, associée & une fonc-
meN ) 5
1€N

tion u, définie et continue sur le graphe I'yy, par : E(u) = liI_Ii_l Em(u).
m——+00

Notation. On désignera par dom € le sous-espace des fonctions continues sur I'yy, telles que : E(u) < 400,
et par domg £ le sous-espace des fonctions continues sur I'yy, s’annulant sur Vjp, telles que : £(u) < +oo.

2.2 Construction pratique des formes de Dirichlet - Valeur des constantes de
normalisation

Dans ce qui suit, u est une fonction définie sur V. On s’intéresse, dans un premier temps, a son exten-

sion harmonique @ a Vi, qui minimise &r, (u,u). Pour alléger les écritures, on pose, pour tout couple
. .. 2 ; - ;

d’entiers (4,5) € {0,....Np, = 1}" ruj = a(T; (P)) , wi=u;=u(b).



Np—1 Np—

Comme £&r, (u,u) Z Z u; +1 , le procédé de minimisation de la fonction quadra-
=0 75=0 ‘
tique &, (u,u) décrit plus haut invite a chercher les u}, i € {0,..., Ny — 1}, i € {0,.... Ny, — 2}, j #1,
Np—1 Np—

. . L. . ; 2

parmi les points critiques de la fonction : (u;) € {0, Ny—1} Z Z J +1 .
e {0, Nb -2}, i=0 j=0
jAi

On se raméne donc a la détermination du noyau de matrices réelles de taille (N, — 1) x (N + 1), de
la forme :

-1 2 -1 0 ... ... ... 0 o0

0 -1 2 -1 ... ... ... 0 0

0O 0 -1 2 ... ... ... 0 0
Ly =

0 0 0 o ... ... -1 2 -1

On obtient : &r, (u,u) = — &p, (u,w). Ainsi : 7 = Np. On itére le procédé pour les ordres suivants.

N,
3 Le laplacien, sur le graphe de la fonction de Weierstrass

3.1 Construction théorique

Propriété 3.1. Construction d’une mesure auto-similaire, pour le graphe de la fonction

de Weierstrass

J.E. Hutchinson (voir [19]) a introduit, dans le cas d’un systéme de fonctions itérées {Tp, ..., Tn,~1}, N € N*,
la notion de mesure auto-similaire par rapport ¢ un ensemble de référence, de mesure 1, sous la forme :

Ny—1
p=> pipoTy!
=0

ot (Ni)oging—l est une famille de poids strictement positifs dont la somme vaut 1.

R.S. Strichartz (voir [20]) a montré que l'on peut ne considérer que des mesures auto-réplicantes fu,
Np—1

telles que ji = Z ;[ © Ti_l, ot (ﬁi)oging—l est une famille de poids strictement positifs.

C’est cette derniere approche qui convient a notre étude, puisque, dans le cas du graphe I'yy, l'ensemble
initial est constitué par les sommets du graphe I'yy,, qui constituent un polygone Py, dont la mesure,
qui est l’aire du polygone, n’est pas nécessairement égale a 1.

La relation (x) conduit, pour toute famille de polygones Pp,j, m € N, 0 < j < NJ* —1 a N, cotés :

Ny—1

~ ~ o~ —1

il U 2] -San(t( U P
Ogjngm—l =0 0<j<Ng”—1

Ny—1
et, en particulier : fu (To (Po) U Ty (Po) UTs (Po)) Z fi [

-t

Lebesque sur R?, le choiz i = jip convient. On peut, & partir de la mesure fi, construire la mesure auto-

Il suffit donc de prendre, pour tout i de {0, ..., . Si e désigne la mesure de



Nyp—1

T,
sumalaire i, telle que : p = Z i po T Y, ow, pour tout i de {0,..., Ny —1} :p; = 5 ,ul( i (Po)) .
-
— ]
1 > (T (Po)
=0

Définition 3.1. Laplacien d’ordre m € N*

Pour tout entier naturel non nul m, et toute fonction u, a valeurs réelles, définie sur I’ensemble V;,, des
sommets du graphe I'yy, , on introduit le laplacien d’ordre m, A, (u), par :

Apu(X) = > (u(X) —u(Y))? VX € Viu\ W
Y~X

m

Définition 3.2. Fonction harmonique d’ordre m € N*

Soit m un entier naturel non nul m. Une fonction u, & valeurs réelles, définie sur I’ensemble V,,, des
sommets du graphe I'yy, , est dite harmonique d’ordre m si son laplacien d’ordre m est nul :

Apu(X)=0 VX € Vi \ Vi

Définition 3.3. Fonction harmonique par morceaux d’ordre m € N*

Etant donné un entier naturel non nul m, et une fonction u, a valeurs réelles, définie sur I’ensemble
des sommets du graphe I'yy, est dite harmonique par morceaux d’ordre m si, pour tout mot M de
longueur m, u o T'hq est harmonique d’ordre m.

Théoréme 3.2. Une définition alternative du laplacien (voir [14])

Soit u € domé&. Alors : E(u,v) = —/ vAudp  pour tout v € domgE.

F'w

Propriété 3.3. Soit m un entier naturel non nul, X ¢ Vo un sommet du graphe Ty, et ¢ une
fonction d’interpolation sur ’ensemble Vyy, des sommets du graphe 'y, telle que :

¢?(Y):5XY VY €V, . ol 5XY:{1 St X=Y

0 sinon
Alors, comme X ¢ Vo : Y% € domyE.
La définition (3.2) appliquée a ¢ conduit a :
() = (03 = —r ™ Aul) = = [ 0% Budp ~2u(x) [ o
w w

puisque, Au étant continu sur I'y, et le support de la fonction d’interpolation ¢ étant proche de X :

Yx Audp ~ —Au(X) VX dp

Ty Ty

En passant a la limite lorsque ’entier m tend vers l'infini, on en déduit :

m—-+00

-1
Au(X)= lim r™™ ( (1 du) Apu(X)
Tw



Définition 3.4. Continuité du laplacien sur le graphe I'yy

La suite des graphes (I'w,, ),,cn étant dense dans I'yy, toute fonction continue sur I'yy est définie par
ses restrictions sur les graphes I'yy,, m € N. En particulier, étant donnée une fonction u, a valeurs
réelles, définie sur I’ensemble des sommets du graphe I'yy, son laplacien Au est continu sur I'yy.

Définition 3.5. Fonction harmonique

Une fonction u, a valeurs réelles, définie sur I’ensemble des sommets du graphe I'yy, est dite harmonique
si son laplacien est nul.

3.2 Construction explicite

La construction explicite de ’extension harmonique d’une fonction v dont on connait les valeurs

sur Vj requiert de connaitre : Y% dp. Comme expliqué dans [18], il suffit de raisonner par analogie

I'w
avec la dimension 1. Etant donné un entier naturel non nul m, et un sommet X du graphe I'yy, , les

deux configurations qui se présentent sont :

i. le sommet X appartient a un et un seul polygone a Nj cotés, Py, j, 0 < j < N;" — 1. Dans ce
cas, si on considére les fonctions d’interpolation ¥’ associées aux N, — 1 sommets distincts de X
de ce polygone :

> / V% dp = 1 (Ppj)

Z sommet de P, ; Tw

L
N,

1. le sommet X est le point d’intersection de deux polygones a Ny, cotés, P, j et Pry i1, 0 < j < NJ' — 2.

soit, par symétrie : / Y dp = Pinj)-
Ty

Il faut alors prendre en compte les contributions de ces deux polygones, ce qui conduit & :

Y du =

Iy

N, {u (Pmg) + 1 (Prmjs1)}
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