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Résumé

Le but de cet article est de construire une application continue de 'espace de Lebesgue L?(R?)
dans I’ensemble, noté G, des données initiales engendrant des solutions globales de 1’équation non-
linéaire de Schrédinger bidimensionnelle « masse critique ». A cet effet, nous utilisons le fait que
des solutions d’échelles suffisamment différentes n’interagissent quasiment pas, et nous déterminons
la condition devant alors étre vérifiée par ces échelles.

1 Introduction

Soit P3 un polynéme homogéne de degré trois sur C?, quelconque. On s’intéresse, ici, & I’ensemble G
des données initiales de I’équation de Schrédinger semi-linéaire suivante, posée dans R?,

{i@tu—l—Au = Ps(u,u)
Ug=0 = U0

(1)

qui générent des solutions globales. Le changement d’échelle uy(t,2) = Au(A*t, Ax) permet d’observer
que, si u est solution, uy l’est aussi. En dimension deux d’espace, la norme L?, qui représente ici la
masse, est invariante d’échelle pour la donnée initiale. La famille d’équations précédente est donc dite
« masse critique ».

Les estimations de Strichartz pour 'opérateur de Schrodinger en dimension deux affirment que,
pour tout intervalle I = (I, 17) de R, et pour tout couple d’indices (p;, g;)1<j<2 tels que 2 + 2 =1

q ]
J J
et différent du couple (2, OO), on a

ol on o gy S (Tl = 0+ Al gy (2)

Ces estimations permettent de démontrer par un argument de contraction classique, le théoréme sui-
vant.

Théoréme 1.1. Soit ug une fonction de L?(R?). Il existe un unique temps T* maximal, associé a une

unique solution u de (1) dans Pespace C ([0, T*[; L*(R?)) N L} ([0, T*[; L5(R?)). De plus :

loc
T*
T* t, )3 edt =
< oo = ; [u(t,)|[7edt = oc.

Enfin, il existe un réel p strictement positif tel que, si ||ug||f2 < p, alors T* = oo, et la solution u
appartient & la boule de centre 0 et de rayon 2p de L3(R; L5(R?)).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous renvoyons le lecteur a [2].



On se propose d’établir, dans ce qui suit, une propriété de I'ensemble G des données initiales dans L?
qui générent une solution globale appartenant a I'espace L3(R; L°(R?)). Remarquons quun argument
de perturbation classique permet d’affirmer que G est un ouvert de I'espace L3(R; L(R?)). L’objectif
de ce texte est la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 1.2. Il existe une application continue F' de L?(R?), a valeurs dans G, telle que
1
vu € L*(RY), ollulle: < IF )2 < Cllullza.

Deux cas particuliers de polynémes P; ont été particuliérement étudiés en raison de leur pertinence
physique et de la richesse de leur structure : le cas dit défocalisant, ot P3(z,%Z) = —|z|%2, et le cas
focalisant, ot P3(z,%) = |2|?z. B. Dodson a démontré le théoréme suivant (voir [3] et [4]).

Théoréme 1.3. Dans le cas défocalisant, ’équation (1) génére, pour toute donnée initiale ug, une
solution globale. Dans le cas focalisant, c’est aussi le cas pour toute donnée initiale dont la masse est
plus petite que celle de I'état fondamental (), solution de masse minimale de I’équation

~Q+AQ = —-|Q%|Q.
De plus, dans les deux cas, la solution globale u appartient a I'espace L3(R; L°(R?)).

En outre, dans le cas focalisant, on sait qu’il existe des données initiales explosives, c’est-a-dire
n’appartenant pas a G. De nombreux travaux étudient I’allure de ’ensemble G au voisinage de 1’état
fondamental @, qui génére une solution globale, périodique en temps, donnée par u(t, z) = eQ (voir
en particulier [5] et [7]).

L’idée de la construction de la fonctionnelle F'(u) est la suivante : on commence par rendre petite la
fonction u par homothétie de rapport « et, ensuite, on somme N dilatées de cette fonction ainsi rendue
petite. Ensuite, si les dilatations sont assez grandes, et I'entier N bien choisi, la norme L? de F(u) est
équivalente a celle de u. Enfin, pour des dilatations suffisamment grandes, la solution associée & F'(u)
ressemble & la somme des solutions associées & chaque dilatée de au en vertu du principe suivant
lequel des solutions d’équations aux dérivées partielles semi-linéaires n’interagissent que trés peu si les
échelles sont trés différentes. Cette idée est trés classique. Quantifier les paramétres de fagon continue
par rapport & la fonction u de départ ne ’est pas.

Pour conclure cette introduction, nous voudrions faire remarquer que cette méthode est de peu
d’intérét pour toute équation de Schrodinger du type

i0yu + Au = Py(u,n)

ol Py, désigne un polynéme homogeéme de degré k strictement supérieur & 3 (ou bien & 14+4/d en dimen-

sion d d’espace). Dans ce cas, F. Planchon a démontré, dans [8] que, si la norme dans l'espace de Be-

¢ 2
sov B¢ est petite, alors I’équation ci-dessus est globalement bien posée, dans le cas ol s, det 1-—
2,00 ’ p— 1
est strictement positif. Dans le cas des espaces de Besov de troisiéme indice infini, on peut démontrer

que, pour A assez grand, on a

N 2
T p—1 -1 ~ S

> a 71| lollsge_-

J=0
Le procédé décrit ci-dessus peut, simplement, conduire & construire une application F' continue de H*¢
dans H*e telle que ||F(u)||gsc soit équivalente & |lu| gsc, et telle que F(u) appartienne a une petite
boule de B3¢, . Du point de vue des équations aux dérivées partielles, I'intérét est faible, puisque 1'on
peut appliquer directement & F'(u) un théoréme d’existence globale.

Cette remarque vaut aussi pour ’équation de Navier-Stokes incompressible en dimension trois, qui

Sc
B2,oo

1
est globablement bien posée, en particulier, pour des données petites dans Bi oo
Remarquons qu’un résultat non publié de P. Gérard (voir [9] pour un énoncé du théoréme) affirme
que si la norme d’une donnée initiale L?(R?) est petite dans I’espace de Besov homogéne B874(R2),
alors elle génére une solution globale dans I'espace L3(R; L°(R?)). Nous vérifierons qu'il est possible
d’assurer que la fonction F' n’envoie pas L*(R?) dans une petite boule de Bj ,(R?).



2 Structure de la preuve

Comme nous 'avons déja mentionné, 'idée est de ramener, par homothétie, la donnée initiale dans
la petite boule d’existence globale, puis de recopier, un nombre suffisant de fois, en la dilatant, cette
donnée initiale ainsi rendue petite. Introduisons, pour p dans [1, co[, la notation suivante :

d:ef Y et WSZFéZ).
[olle

VYo € L2(RY), Wép)v

Nous allons, dans un premier temps, définir une fonction sur L?(R?) x R* x R4, a valeurs dans L*(R?),
qui précise le procédé décrit ci-dessus.

Definition 2.1. Considérons une fonction réguliére y, définie sur R™ et telle que

o =0 Xfgorn T

3
' 4 Z’+OO[

On définit I'application F de L*(R?) x R* x Ry dans L*(R?) de la fagon suivante :

[A]
Flo,A0) =Y AT w (A7) 4+ x (A= [A) A1y (AR,
=0

Les propriétés principales de F sont données dans les deux propositions suivantes.

Proposition 2.1. L’application F est continue de L*(R?) x R% x Ry dans L*(R?). De plus, il existe
une constante strictement positive C, et une fonction continue Ag de |1, +00[xS (L*(R?)) dans Ry
telle que, pour toute fonction v non nulle, on ait

1
A2 Bo(h+1,m50) = =+ Dlol3ae) < 170 A Ve < CO+ D ol )

Cette proposition traduit essentiellement le fait que des fonctions d’échelles suffisamment différentes
sont presque orthogonales dans L?. Le point essentiel de cette proposition est que le choix de la taille
des échelles peut étre fait continliment par rapport a la fonction v.

Proposition 2.2. Soit B, la boule de rayon p centrée en I'origine. Il existe une fonction continue Ay
de |1, 00[x B, dans )0, +o0[ telle que, pour tout v de B,,

AZA(A+1,v) = F(v,A\,\) €G.

La démonstration de cette proposition repose sur I'idée selon laquelle deux solutions d’'une équation
aux dérivées partielles semi-linéaire, d’échelles suffisamment différentes, n’interagissent presque pas. A
nouveau, il est important de remarquer que le choix de la taille de la dilation peut étre fait contintiment
par rapport & la fonction v.

Ces deux propositions impliquent le théoréme 1.2. En effet, si p est un réel strictement positif tel
que la boule de L?(R?) de rayon p centrée & l'origine soit incluse dans G, il suffit de poser

Flo) (1—X<H1}!L2))U—I—X<MIO‘L2>}"(;)7TSU,A(U),||v||L2) avee

def
Aw) = Ao(llvl7z + 1, msv) + Ai(|lo]l72 + 1, psv).

et d’appliquer les deux propositions ci-dessus.

Le principe de la démonstration de la proposition 2.1 est élémentaire : on développe la quan-
tité || F(v, A, A)||32, et on montre que les termes croisés sont suffisamment petits grace au lemme
suivant.



Lemme 2.3. Désignons par S (Lp(Rd)) la sphére unité de I'espace de Lebesgue LP(R?). Pour tout p
de |1, +oo], il existe une fonction continue A, de ]0,1[xS(LP(R%)) x S(L¥ (R%)) telle que, pour tout
couple (f,g) d’éléments de LP(R?) x L¥ (R%), alors

/ _d _
Az Ao £ g) = | /R @A g(A ) dr| < el vz 9]l -

Si on s’affranchit de la continuité, cette preuve est des plus simples et des plus classiques : il suffit
d’approcher & ¢ prés les fonctions Fép ) f et Wép ) g respectivement dans LP et v par leurs troncatures
dans des couronnes assez grandes. On choisit alors A en fonction des rayons des couronnes, pour que
Iintégrale relative aux fonctions ainsi tronquées soit nulle. Le choix de la troncature peut-il étre fait de
maniére continue par rapport & la fonction ? La réponse est, en général, non, comme l'illustre le dessin

suivant :

FIGURE 1 — Le graphe d’une fonction f & valeurs positives, mesurable.

Par contre, si la fonction est radiale décroissante, cela devient possible. Le recours a la théorie du
réarrangement décroissant prend alors tout son sens, et permet de se ramener a ce type de fonctions.

y
A

f*(x)>t

P

t

| -

FIGURE 2 — Le graphe du réarrangement décroissant f*

La section 3 est, tout d’abord, consacrée & de rapides rappels sur la définition et quelques proprié-
tés fondamentales du réarrangement décroissant. On démontre, ensuite, le lemme 2.3, qui permet de
tronquer contintiment les réarrangées. Une fois ce lemme démontré, on prouve la proposition 2.1.

La section 4 est consacrée a la démonstration de la proposition 2.2. La encore, le lemme 2.3 joue
un grand réle dans la preuve de la continuité.

La section 5 est consacrée a la démonstration du fait que la fonction F' n’est pas petite dans ’espace
de Besov BY ,(R?).

Nous concluons ce texte par un appendice rappelant les démonstrations des résultats de base que
nous utilisons sur le réarrangement décroissant.



3 Le réordonnement décroissant et la presque orthogonalité

Dans toute la premiére partie de cette section, nous travaillons dans I’espace R?. Commencons par
définir quelques notations qui nous utiliserons dans la suite. Etant donnée une fonction mesurable f,

on note

def def

(f>t) = {zeRY/ flx) >t} e {x eRY/ f(z) <t}

Nous pouvons maintenant définir la réarrangée décroissante, pour des fonctions dites nulles & I'infini,
c’est-a-dire pour telles que, pour tout réel strictement positif ¢, 'ensemble (|f| > t) soit de mesure
finie.

Definition 3.1. Soit A une partie mesurable de R? de mesure de Lebesgue finie. On désigne par A*
la boule centrée en I'origine et de méme mesure de Lebebesgue que A. Pour une fonction f, mesurable
et nulle a l'infini, on définit sa réarrangée décroissante f* par

+o00
f*<$) = A ]l(|f\>t)* (1‘) dt .

Pour une présentation générale de la théorie et de ses développements, le lecteur peut consulter [11]
ou [6]. On peut, d’ores et déja, remarquer que f* = |f|*, et que la fonction f* est radiale décroissante,
dans le sens ou f*(x) = f*(y) si |z| = |y| et f*(x) = f*(y) si |z| < |y|. Nous utiliserons les propriétés
du réarrangement décroissant décrites dans la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soient f et g deux fonctions positives nulles 4 l'infini. Alors, pour tout réel stricte-
ment positif s,

(FG) = £, )
/ f@oiz < [ Fag@is e o)

/ P gy (@)dr < /R @) gey @) (6)
Si, de plus, f et g sont dans LP, alors f* et g* le sont aussi, et :

I fllze = If Nl et If* = g"llze < |If —9llze-

Pour la commodité du lecteur, cette proposition est démontrée en appendice.

Démonstration du lemme 2.3 D’aprés I'égalité (4) et I'inégalité (5), on est ramené & majorer

Ip det f*(x)A_Pi’g*(A_lx)d:U.
R4

Comme expliqué dans l'introduction, il faut tronquer des fonctions f* et g* dans des couronnes, ce qui
est rendu possible grace au lemme suivant.

Lemme 3.2. Pour tout p dans lintervalle [1, 00|, il existe une fonction continue Ry de |0, 1[xS(LP)
dans RT telle que

* déf
GRoe.p)f ¥l =€ avec dr(z) T 1— Lg-14u<r)(@)-

Démonstration. Démontrons d’abord qu’étant donné une fonction positive h, radiale, décroissante, de
norme LP égale a 1, et € un réel de l'intervalle |0, 1], il existe un unique R(e, h) tel que

L o @y = <.



D’aprés le théoréme de convergence dominée, la fonction
def p
R pn(R) = | or(x)hP(z)dz
R

est continue et décroissante sur [1, oo[. De plus : py (1) = ||h||}, = 1 et pp(4+00) = 0. Soit R), le maximum
des R tels que pp(R) = 1. La fonction pj, est strictement décroissante sur 'intervalle [R),, co[. Ainsi, il
existe un unique Ry, tel que py(R) = €. En appliquant cette propriété a la fonction h = f*, ceci permet
de définir la fonction Ry.

Pour démontrer la continuité de cette méme fonction Ry, considérons une suite (e, f,,) d’éléments
de |0, 1[xS(LP) convergeant vers (e, f) dans |0, 1[xS(LP), et démontrons que toute valeur d’adhérence
dans [1, 00] est Ry(e, f). Soit donc R une valeur d’adhérence de Ry(ep, fn). On omet de noter I'ex-
traction. L’inégalité triangulaire assure que

10Ro(en.p2) Salle = I = Falle < NDRo(en, ) F7 e < NDRo(en, ) fulle + 11" = fillLo-

Par définition de Ry,

en = 1f" = fallee <N Pro(en, o) [ llr <en + I1F7 = fillLe-

Le réarrangement décroissant étant lipschtizien de rapport 1 sur les espaces LP, on en déduit que

en = If = fuller <N Proen ) I lle < en +I1f = fullze- (7)

Le théoréme de Lebesgue implique, alors :

hm HgbRO(“:nafn) f*HLp = ||¢Roo f*HLP .

n—-+o0o

En passant & la limite dans (7), on obtient ||¢r., f*|| »gae) = €, ce qui, toujours par définition de Ry,
conduit & Ry = Ry(g, f). Ainsi, la fonction Ry est bien continue, et le lemme est démontré. O

Conclusion de la démonstration du lemme 2.3 On peut alors estimer ). Grace aux identités

*

oy <lel<Ro(e.0)9

f*=bRroepf +1 <lel<roe.n) I € 97 = Procg) 9"+ 1

1
Ro(e,f) =

nous avons
_ i
Ih < /Rd(%o(e,ﬁf*)(w)/\ g <K) du

—d x
+/Rd(]l%fmslzKRo(s,f)f*)(x)A 7 (Pr0c0)9") (K) de

d
<% X

+/Rd(]lﬁ’o<1m<x|<30(a,f) @A (s cal<roen”) (K) da

< NPro(eo.n) S Nzellgllor + 1 o l|0Ro(e,0) 97 | Lo

Aoy A e
+/Rd(lzao<1m<x|<30<e,f)f Y@ A (1t cai<roe)”) (K) o

s

Rq(e,g
Comme || fllr = [[f*lr = l9ll o = llg* [ = 1, ceci conduit a :

_4d
7

* * €T
In s 2€+/Rd(]l1(87f)<|75<R0(579)f )(@) A7 (lmw‘@o(w)g ) (K) du

Ro
< 2+ [ 14 (2) 1 (@) f*(2)A" 7 () da
= Rd WQ%KRO(EJ) ﬁﬁﬂﬁléARo(é,g) 9 A :

Remarquons que si
A>2R0 (E’f) RO (5)9) (8)



alors

1 d A B
m<|$’<RO(5vg)}m{xeRvm 2] < ARO(EQ)}_Q‘

Ainsi, sous réserve que la condition (8) soit vérifiée, on a Ix(f,g) < 2¢. La fonction définie, pour (f,g)

dans S(LP) x S(L?"), par

{xE]Rd,

déf
Aple, £.9) € 2R0 (5, £ ) Fo(5.9)
convient et le lemme 2.3 est ainsi démontré. O

Démonstration de la Proposition 2.1 Nous travaillons & nouveau dans l'espace R%. En développant la
somme [|F(v, A, A)||2,, on obtient, aprés un changement de variable :

B
1F (0, A 022 = S [JA (A7) |[7, + 32 = DA~ Dy (A= (D |12,
7=0
By ,
2 % / 2)A R (A F2)d + 2y (A Z/ )N (AT ) do

J<k<[A]

Le lemme 2.3 implique que, si A > As(e, ms(v), ws(v)), alors, pour tout k > j,

)/ v(x)Aj_[)‘]_lv(Aj_P‘]_lx) da:) <ellvl3,.
R2
On trouve ainsi que
(N + 1= Pe)[lvll7e < IF (0, A M7 < (A + 2+ [\Pe) [0l Z2-

On conclut la démonstration de I'inégalité (3) en choisissant ¢ = (10[\] + 10)~*
Pour démontrer I’ensemble de la proposition, démontrons la continuité de F. Elle résulte essentiel-
lement du lemme suivant, valable en toute dimension d’espace.

Lemme 3.3. Soit p dans [1,+oo[; alors, I'application

{ LP(RY) x R — LP(RY)
D _d
(v,9) — 6 rov (6t

est continue
Démonstration. 11 est intéressant de remarquer que cette application est une isométrie. Pour tout
couple ((vo, Ag), (v,A)) de (LP(R?) x Ri)2

_d _d _d
|D(v,68) — D(vo, 00)|lr < H(S P (v— 1)())((571 ) + H5 P vo(éfl ) — 0y " wo(dg

HLP 1')HLP

_d
< o =vollze + [[vo — 865 " v0(665 )| 1

Considérons alors un réel strictement positif €. Il existe une fonction vy de D(R?) telle que :

o

HUO - UO,E||Lp(R2) <

On obtient alors, pour tout réel strictement positif d,

Jo =077 w06~ )y < oo = vl + o0 =077 o (571)

+ H(5 p 1)075(5 ) -0 7 1)0((5 )
=8 P uge(671)

(P

< HLP

< 25+ [looe =0 w0e(071 ) e



En raison de I'invariance par changement d’échelle de I'espace de Lebesgue LP(R?), ceci conduit &
1677 w0, (67 ) =077 wo(6" )| 1 = Ilvo,e — voll 1
d
Comme %m}HUO,E -9 r 1)07{_;(6_1 ~)HLP =0, on en déduit que I'application D est continue. O
—

Conclusion de la démonstration de la proposition 2.1 Le lemme ci-dessus assure que la fonction F est
continue sur L?(R?) x R% x (R*\ N*). On va démontrer que, pour tout entier positif k,

k

1 1 ) )
VA€ ]—1+k,k+1[, Fo, AN = Au(A1) 9)
§=0

ce qui, grace au lemme 3.3 ci-dessus assurera la continuité sur tout L?(R?) x R% x R*. Si A appartient
a lintervalle | — 1/4 + k, k[, alors [\] = k — 1 et x(A — [A]) = 1 et donc l'identité (9) est vérifiée. Si
maintenant A appartient a U'intervalle [k, k + 1/4[, alors [\] =k, x(A — [A\]) = 0, et 'identité (9) est a
nouveau vérifiée. La proposition 2.1 est ainsi démontrée. ]

4 Quasi-orthogonalité et génération de solutions globales

Le but de cette section est de démontrer la proposition 2.2. Classiquement, on recherche la solution
associée & F(v, A, \) sous la forme uapp, + R, ol la solution approchée uapy,(t, ) est donnée par

R
Uapp(t, T) & Z Via(t,xz) avec
j=0
Via(t, ) def AT NLS(v) (A_Qj t,A_jx) pour j dans {1,---[A]} et

def _ B B
Vigrialt,z) = A"WHEDNLS (x(A = [A)v) (A2 A=),

et otl le terme R est & comprendre comme un terme d’erreur.

L’idée est que, si le paramétre d’échelle A est choisi suffisamment grand, alors le terme d’erreur R
est petit, en raison de la quasi non-interaction des solutions d’échelles trés différentes. Il faut donc
montrer que le choix (en taille) du paramétre A peut étre fait continiiment lorsque le champ v varie.
A cet effet, écrivons 1’équation vérifiée par le terme d’erreur R. Nous avons

avec

{z‘atRJrAR = FE)+ ®(R)
R|t:0 =0

def
|Exl = Z (VialVia)ge Vea et
0<7,k,E<[A\]+1(5.k,0)#(5,5,9)

[@(R)(t,2)] < CIR(t,2) + Cluapp(t, ) *|R(t, 2)].

ol P est une notation générique désignant une fonction de R qui, dans un souci d’alléger les écritures,
ne sera pas explicitée.

Intéressons-nous au terme || Ea || 11 (r;z2(r2)- Par définition des champs Vj A, nous avons

[(V5aVin) g Vea ) )|, -, < A RGO LS @) (A2 b)) oy

L2(R?)
X NLS (W) (A7 8, )| o ey IV LS (0) (A1, )| Lo r2)-



Une intégration en temps conduit &

/H Vial Vi) go Vm)( LQ(RQ /HNﬁS s Ls(re)
x AT 3k”/\[£3(v)( 2kt7')||L6(]R2)A7§£HN‘CS(U)(Aiwt>')|’L6(R2)dt-

Dans le cas ou 'on a k = /¢, le lemme 2.3, appliqué avec d = 1, p = 3, [ = HNL’S(U)(t,-)HLe(Rz)
et g = [[NLS()(t,-)||%6 (r2): conduit a

J’ai ajouté un carré manquant pour g = |NLS(v)(t, )HL() R?)

3
A > Ay (e, 7 INLS @) () o)), 762 IN LS (0) (8, ) o ey

(10)
— H (Vj,A|Vk,A)R2 VEvAHLl(R;LQ(RQ)) < €||N£S(U)H353(R;LG(R2))‘

Lorsque les trois indices j, k et £ sont deux a deux distincts, écrivons

/RH <(VJ',A|Vk,A)R2 Vg7A) (t, )‘

AFINLS ) (A2 1 V|20 o AN LS () A2 )20 dt )
X A I (v)( t, )76 @) A"l (v)( to ) Zomeydt ) -

< INLS ()| 13 (w; L6 (R2))

L2(R2)

Un changement de variables conduit a

/RH ((Vj,A\Vk,A)RQ Vg,A) (t, )‘

3 3
([ IVES )0 IV ) gaya)

L2(R?) S INLS ()|l s r;s (m2))

3
Le lemme 2.3, dans le casou d =1, p=2cet f = g = |NLS(v)(t, ')H[2,6(R2)7 permet d’en déduire que

3 3
A > Mo (e, 78 INLS ) (t ) [ o gy 78 INLS (0) (E ) | o ) 1)
— H (V},A|Vk,A)R2 W’AHLl(R;LQ(R2)) < EHNES(U)H%:’(R;LG(RQ))'

Posons

s e m IV LS @) s ay), 757 INLS W) o)

3 3
+ Mo (e, 7 INLS (0) () 2o ey 75 IN LS @) (F )| 2o gey)-

Ap(s, ’U)

Les assertions (10) et (11) impliquent que
A > Ap(e,v) = | Eallp@re@ey S (A + 1032 g2y
De méme, on montre que

A > Ap(e,v) = |[tappll L3R Lo ®2)) < C([A] + 1)||U||?£2(R2) (C+e(N+1)%).



On en déduit alors

1 3
(e < CE ¢ A2 Ap(e,v)) = luappl o@zome)) < CON + Dllolagey  (12)

Admettons, momentanément, que, pour tout temps 1" plus petit que le temps maximal d’existence 1™,
3 3
IRl L2 0,710 (R2) < C(HEAHLl(R;L2(R2)) + HRHLB([O,T];LG(R2))) eXp(HUaPPHL3(R;L6(R2)))' (13)
Etant donné un réel positif 1, introduisons le temps T;, défini par

def * r 3 3
7, % sup {0 <T<T/ IR sqeeydt < }

C’est peut-étre idiot comme remarque, mais je me demande si ce n’est pas jOT | R(t,-) HiG(Rz)dt <
"3 ?
n° 7

Si I'on montre que T,, = T, alors le temps maximal d’existence 7™ sera infini. L’inégalité (13)
montre que, pour tout T' plus petit que T3,

IRl s o,rz0®2) < CUIBAN L msz2(m2)) + 1%) exD(Clluappll7s .16 @2))) -
Choisissons alors 7 et € tels que

_ _ 3 _ n _ 300,113
=12 XD (=2 uapp 15 in0m2))) et €= AN+ D3((loll2 +1)° e ((=CRI+ 17 vlz)

Ne serait-ce pas plutoét :

T2 +n1)3 EER exp(—C*([\] + 1)?|lvll72) ?

Les assertions (12) et (13) conduisent a

3n
1B s o, 7o m2y < =

Ainsi T;, = T*, ce qui conduit & T* = +o0. Notre théoréme est démontré si I'inégalité (13) est.
Introduisons la suite croissante (1), )o<m<ar+1 telle que Ty = 0, Thr41 = 400, et

Tt

Tm+1
Vm < M, / Huapp(t)”?iéi(ﬁ@)dt =co and / Huapp(t)H?iﬁ(W)dt S @ (14)
Tm Tn

10



pour un réel positif ¢y qui sera, ultérieurement, choisi suffisamment petit. De fagon évidente,

TM -‘rOO
Meo < /0 ||uapp(t)”?i6(R2)dt < /0 ||Uapp(t)||%6(R2)dt < (M +1)co . (15)

Ainsi, le nombre M de T, tels que Ty, est fini, et plus petit que ¢, 1||uapp”%3 (R+L6(R2))" Posons

def
R(T) = ||R| oo (po.1:L2r2)) + IR 13 (0,77:15 (R2))

et démontrons par récurrence sur m que, pour tout temps 7" plus petit que min{7,,, T*} :
1 3
R(T) < Cg" (1 Ball o o,z w2)) + IR 077,26 (R2)) -

Considérons donc un temps 7" plus petit que min{7T,,+1,7*}. Les inégalités de Strichartz, sur l'inter-
valle [T}, T], conduisent a

IR Lo (11,11 12) + 1R] L3 (10 11 08R2)) < CIR(T)l L2 + 1 Eall L2 (170 79 12)
+||R’|%3([Tm,T];L6(R2)) + ||R”L3(Tm,T};L6(R2))Huapp”%3(TM,T,,L+1};L6(R2)))'
Par définition de cg,
1Bl oo (73, 71:22) + 1R 23730 1128 R2)) < C(IR(T) |22 + I EAll 2 (15,0 77:22)

2
+HRH%3([Tm,T];L6(R2)) +¢ ”RHLS(Tm,T};ij(RQ)))-

—_

Si Ceg < =, on obtient

57
IR oo (i 11:22) + IR L3((0, 1328 @2)) < 2C (IR(Ton) |22 + I Eall Lt (23 10:22) + 1R 23 (15, 128 2 )

Avec le choix Cy = 2C + 1, 'hypothése de récurrence conduit a
R(T) (2C + DOF T I Ball L o.z)z2@2)) + 1Bl 730100500 (22))

<
<GPPI Ball o2 @y + I BIIZs (o.17.20m2))-

Nous en déduisons donc que, pour tout temps 1" plus petit que 1™,
R(T) < Cy" (I Eallzommiz2@2)) + IR o 00 (m2y) -
D’aprés I'inégalité (15), on a
R(T) < C(|Eallro.zriz2@2)) + IBIZs 0.0:06 me2y)) eXP(C /000 Huapp(t)Hi3(R;L6(R2))dt)’
ce qui implique l'inégalité (13). La proposition 2.2 est démontrée. O

5 Le cas de I'espace B} ,(R?)

Le but de cette section est la démonstration de la proposition suivante.

Proposition 5.1. II existe une constante C, et une fonction continue Ay de |1, +oo[xS (L*(R?))
dans R4 telle que, pour toute fonction v non nulle, on ait

1 4 4 4
A2 8o+ L) = SO+ DIy o) < IF@ ANy oy SCO+ D lolhy - (16)

11



Démonstration. On utilise ici une version continue de la théorie de Littlewood-Paley. Soit ¢ une fonc-

tion radiale de D(RY\ {0}), telle que

P(€) = f(IE])  avec /O Ty

r

L’invariance par dilatation de la mesure u~'du permet d’en déduire, pour tout & de R?\ {0} :

© . d
/sO(u ™ =1
0 K
def

Posons Aya = F 1 (p(p~1€)a(€)). Dans ce cadre, la norme 38,4 est donnée par

4 det (7 1 dp
o TV

Un développement élémentaire, ot ’on néglige le terme faisant intervenir la fonction y, conduit alors &
Ju(A=3))|IA d'“
||.7:’UA)\H Z HA A v(A™ H SEuan  avec

Eunn d:éf/o S A A AN AnA oA s

(41,92,33,44)€J

ATl A A2

= déf 4 Lo .
avec J = {0,..., (N} \{(,4,5,5), 5 €1{0,....,[\}}.
Comme A, (A™7v(A77)) = A77(A,pv)(A77+), on trouve, grace au scaling de la norme L?, que

Ev, AN / > HAMAMHLQHANMUHLQHAuAJwHLzHAmeLz

(j1.52.73,4a) €T

La mesure p~!dy étant invariante par dilatation, on a

00 d
IOR NPV AR S -V ) O A owe [ -t
o)
(71,52,73) €{0,...,[A]}?
0<j1<j2<J3

d . .
L’inégalité de Holder pour la mesure o et I'invariance par dilatation de cette méme mesure implique
7

que

d d
[ Ul Byl syl < W, ([N a2 )

On en déduit que

A

d
.4 5 WPl S ([ I8l 8ol “)

J=0

On est donc ramené & étudier une intégrale du type

/f A1>
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avec f et g dans L2(]0, oof; = dp). Définissons

Fl) € 10 ()
L

=

).

N

Ecrivons maintenant que

- 1y f ~35(A” avec
/0 F109(0 0% /R FUo A~ 5(A )dy

On applique alors le Lemme 2.3 avec p = 2 et d = 1, et on conclut comme pour la proposition 2.1. [

6 Démonstration de quelques propriétés de réarrangement décrois-
sant

Le but de cette section est de démontrer la proposition 3.1. Pour de plus amples développements
de cette théorie et de ces nombreuses applications, nous renoyons le lecteur aux ouvrages [6] et [11].

Nous ne considérerons, dans ce qui suit, que des fonctions positives. Nous utiliserons trés souvent
le fait que, pour toute fonction A,

) = [ L)t (17)

Pour démontrer (4), observons que (f(s-) > t) = s~1(f > t). Soit R; le rayon tel que (f > t) ait méme
volume que la boule de centre 0 et de rayon R;. Ainsi :

Lif(s )5t () = Lp(o,s-1R,) (€) = L(p>py(s2).
On obtient 'égalité (4) par intégration en ¢.

La démonstration de l'inégalité (5) repose sur 1'observation suivante. Soient A et B deux parties
de R? de mesure finie. Les ensembles A* et B* étant deux boules centrées a Porigine, on a

meas(A* N B*) = min{meas A*, meas B*} = min{meas A, meas B} > meas (AN B). (18)

Ce raisonnnent peut étre illustré par le dessin suivant.

13



A
B

‘B

FIGURE 3 — Les ensembles A et B, avec ou sans intersection.

FIGURE 4 — Les boules centrées a l'origine A* et B*.

D’aprés le théoréme de Fubini et I'inégalité (18), on a par définition de f* et g*,

* * _
/Rdf (x)g*(x)dx = /]Rd </0 ]l(f>t)*(x)dt> (/0 ]l(g>5)*(as)ds>d:c
o [e.e]
- / / meas((f > £)* N (g > 5)*)dtds.
o Jo
En appliquant l'inégalité (18) dans I’égalité ci-dessus, on obtient :

e [ (2)g" (z)dx > /0 /0 meas((f > t) N (g > s))dtds.

En appliquant alors la relation (17), il vient

/]Rd [ (@)g*(z)dz > /0 /0 /Rd Loty (2)Lgss)(z)dtdsdr
d

/R </ i Ly >t)($)dt) ( /000 ]l(g>s)(93)ds) dz
d

0
f(x)g(z) dx
R

WV

WV

ce qui assure l'inégalité voulue.

La démonstration de 'inégalité (6) est trés semblable. D’aprés (17) et le théoréme de Fubini, il vient

L i@teo@is = [ ] 1 @1 @)dadt
= /0 meas((f >t) N (g < s))dt. (19)
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Comme 1o lig<s) = Lir>t) — Lir>nl(g>s), il en résulte, par intégration :
meas((f >t) N (g < s)) = meas(f >t) —meas((f >t)N (g > s)).
En appliquant (18) aux ensembles (f > t) et (g > s), on en déduit que

meas((f >t)N (g < s)) meas((f > t)*) —meas((f > t)* N (g > s)*)
meas(f > ¢)* — meas((f* > t) N (¢* > s))

meas((f > )" N (g* < 5)).

A2V

Utiliser ceci dans l'inégalité (19) permet d’écrire, grace au théoréme de Fubini, que

f(@)Lges)(x)de > / / Loty (#) L (gr <) () ddt
Rd 0 R4
> (@)L (gr<s)(z)dz
Rd

ce qui est I'inégalité (6).

Pour démontrer ’égalité des normes LP, observons que le théoréme de Fubini assure que pour toute
fonction positive h, et tout p de 'intervalle [1, o[, on a

e = o [ [ voso@etdda
= p/ meas(h > t)tP~Ldt .
0

Par définition de 'opération * sur les ensembles, (f > t) et (f* > ¢) sont de méme mesure. La formule
ci-dessus assure alors immédiatement 1’égalité des normes LP.

Le fait que 'opération * soit lipschitzienne de rapport 1 sur LP est le résultat du lemme plus général
suivant.

Lemme 6.1. Soit J une fonction convexe de R dans Rt telle que J(0) = 0. Etant données deux
fonctions f et g, positives, alors :

/ T (f*(2) — g*(x)) di < / J(f(@) - g(x)) de.
Rd

Rd

Démonstration. Ecrivons que

J=Ji+J avee Jy ©ipg et S g g0

J’ai mis R au lieu de R.

Les deux fonctions Jy et J_ sont convexes, positives. On démontre 'inégalité pour J,, la démons-
tration pour J_ étant strictement analogue. Soient hy et ho deux fonctions positives, nous avons

ha(x)
Ti(ha(e) = hafa) = [ ) 9 s

—+00
= [ ) =) L) (20)
hi(x
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Ne serait-ce pas plutét :

hi(x)
Ti(hn(e) ~ hafe) = [ L @) )

+oo
_ /()J; (h1(z) = 5) Ly () ds. 21)
ho(x

Si H est une fonction croissante sur R et telle que H(0) = 0, c’est, aussi, l'intégrale de sa dérivée
au sens des distributions, qui est elle-méme une mesure positive, notée ici dH. Ceci conduit & :

J’ai rajouté H(0) = 0.

Hy—s) = / Lo () AH ().

D’apres le théoréme de Fubini, on en déduit que, pour tout couple de fonctions (hi, hs) :

Hln (@) = 9 pen@de = [ ([ 10umsi0@)Lpucn (@)do) dH). (22)
R4 0 R
En appliquant cette formule avec (hi,h2) = (f*, ¢g*) ainsi que l'inégalité (6), on trouve, grace a la
positivité de la mesure dH (t) :

[ H(P @) = 51 @) = /R d /0 L peseen) (2) 1 gr <o) (&) dad (1)

< [ (@ ey @da)am .

En appliquant la formule (22) cette fois avec le couple de fonctions (f, g), on trouve que

y H(f*(z) — 8)L(gr<s)(w)dz < g H(f(z) = 8)1(g<s)(z)dz.

Cette inégalité appliquée avec H = J! assure le résultat d’aprés la formule (20). [
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