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Zusammenfassung

Wir sind an der Aussterberate einer Bevilkerung interessiert, die in einer zufélligen Umgebung lebt, die von
einer Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit beherrscht wird. Jeder Einzelne stirbt oder vermehrt sich mit einer
Geschwindigkeit, die von der Umgebung abhéngt. Bei der Fortpflanzung wird davon ausgegangen, dass die
Anzahl der Nachkommen einem bestimmten Wahrscheinlichkeitsgesetz folgt, das auch von der Umgebung
abhéngt. In dem sogenannten unterkritischen Fall, in dem die Bevolkerung sicher ausgestorben ist, wird die
Aussterberate explizit bestimmt. In gewisser Weise verlangsamt die Umweltstochastizitdt das Aussterben der
Bevolkerung.

Schliisselworter: Bevolkerungsdynamik, demografische Stochastizitdt, Umweltstochastizitét

1. Einleitung

Zahlreiche Modellstudien haben den Einfluss der demografischen und 6kologischen Stochastizitdt auf die
Dynamik einer Bevolkerung untersucht. Wie zum Beispiel erwdhnt (Gaveau et al., 1996; Lebreton et al., 2007),
funktioniert dies, wenn die Population als reelle Zahl behandelt wird und Diffusionsnidherungen verwendet
werden (Lande et al., 2003) fithren zu ungenauen Ergebnissen fiir die Aussterberate einer Bevolkerung, wenn
diese Ausloschung sicher ist. Um die Bevolkerung auf einer ganzen Zahl zu halten, untersuchten (Athreya und
Karlin, 1971) die Prozesse der Verzweigung in diskreter Zeit mit einer stationdren zufalligen Umgebung und
zeigten, unter welchen Bedingungen das Aussterben der Bevolkerung sicher ist. Wie in einer konstanten
Umgebung kénnen wir drei Félle unterscheiden: tiberkritisch, kritisch und unterkritisch. (Cogburn und Torrez,
1981; Bacaér und Ed-Darraz, 2014) untersuchten die Extinktionsbedingungen fiir analoge Modelle in
kontinuierlicher Zeit, dh fiir die Geburts- und Todesprozesse in einer zufdlligen Umgebung. . Fiir den
unterkritischen Fall mit diskreter Zeit und zufélliger Umgebung (D'Souza und Hambly, 1997; Guivarc'h und
Liu, 2001) wurde unter anderem die Extinktionsrate berechnet, was zur Unterscheidung von zwei weiteren
Untergebieten fiihrt - Systeme, die als hoch und schwach unterkritisch eingestuft sind. In kontinuierlicher Zeit
berechnete (Bacaér, 2017) die Extinktionsrate fiir einen linearen Prozess von Geburt und Tod in einer zufalligen
Markov-Umgebung; Die Methode bestand darin, die Zeit zu diskretisieren, die auf den Fall von (D'Souza und
Hambly, 1997) reduziert werden sollte. dann, um den Zeitschritt in Richtung 0 zu tendieren. Dieses Modell
erlaubte jedoch nicht die gleichzeitige Geburt mehrerer Individuen. Das folgende Ziel besteht darin, diese
Einschrinkung aufzuheben, dh die ,,kontinuierlichen zeitlichen Verzweigungsprozesse* (Méléard, 2016, §5.4)
in einer zufilligen Umgebung zu untersuchen, um die Geschwindigkeit von zu berechnen entsprechende
Ausloschung und beobachten, dass diese Geschwindigkeit geringer ist (in absoluten Werten) als die, die man
hitte erwarten konnen.

In Abschnitt 2 priasentieren wir unser Modell mit einer Umgebung, die in kontinuierlicher Zeit zwischen K-
Zustanden gemél einer Markov-Kette oszilliert . In Abschnitt 3 berechnen wir die Wachstumsrate §; (positiv
oder negativ) der Bevolkerung in der Umwelt ¢ ((1 < ¢ < K) und den durchschnittlichen Anteil u;der Zeit
verbringt die Umwelt im Zustand i . Wir zeigen in Abschnitt 4, dass die Bevolkerung sicherlich ausgestorben
ist, wenn die durchschnittliche Wachstumsrate negativ ist, d. H. Wenn) _; u; 6; < 0. Dann zeigen wir in
Abschnitt 5, dass im unterkritischen Fall wo) _. u; §; < 0, die Extinktionsgeschwindigkeit w der Bevolkerung,
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definiert durch die Tatsache, dass die Wahrscheinlichkeit des Nichtsterbens abnimmt als e** mit w < 0Oist durch
die Formel gegeben

w = min s(Q + aA),

WO:

e ( ist die Matrix, die die zufilligen Ubergiinge der Umgebung beschreibt;

o A ist die Diagonalmatrix mit den Wachstumsraten (4;)1<;<x auf der Diagonale;

¢ 5(Q + a A) bezeichnet die spektrale Grenze, dh den Eigenwert des groten Realteils der Matrix
Q+ aA.

Es ist eine Verallgemeinerung der in (Bacaér, 2017) erhaltenen Formel fiir die linearen Prozesse von Geburt und
Tod, die gleichzeitige Geburten nicht beriicksichtigen. Wir zeigen in Abschnitt 6, dass

Zui5i§w<0

und dass die erste Ungleichung streng ist, wenn die §;sind nicht alle gleich. Die Extinktionsrate ist niedriger (in
absoluten Werten) als die durchschnittliche Wachstumsrate. Wir konnen daher sagen, dass die
Umweltstochastizitit in gewisser Weise das Aussterben der Bevolkerung in unserem Modell verlangsamt.
Zusammenfassend stellen wir fest, dass eine dhnliche Ungleichung fiir die Verzweigungsprozesse in diskreter
Zeit mit einer zufalligen Umgebung gilt: Sie ist bereits implizit in (Guivarc'h und Liu, 2001) zu finden.

2. Das Modell

Wir nehmen an, dass die Umgebung gemédl3 einer Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit zufdllig zwischen K-
Zusténden oszilliert . Mit anderen Worten, es gibt Zahlen@); ; > 0so dass, wenn sich die Umgebung im Zustand
J befindet, eine Wahrscheinlichkeit besteht(); ; dtdass die Umgebung in den Zustand i fiir wechselti # j
wihrend jedes infinitesimalen Zeitintervalls dt. Wir definieren@ = (Q;,;) die quadratische Matrix mit den
diagonalen Termen Q;; = — »_,,; Qi j. Wir nehmen auch an, dass die MatrixQist irreduzibel, was bedeutet,

dass in dem Diagramm K Eckpunkte mit einer Kante von j nach i ausgerichtet sind (i # j) wenn Q; ; > Ozwei
Spitzen ¢; und 75 kann immer iiber einen Weg erreicht werden %, in Richtung ¢ und ein Weg von i, in Richtung
1. Es existiert dann ein einzelner Vektor u mit

Qu=0, w>0 Vi, » u=1

(Séricola, 2013, S. 152). Die Komponentew;stellt den durchschnittlichen Zeitanteil dar, den die Umgebung im
Zustand i verbringt .

Stellen Sie sich eine Population von Personen vor, die asexuell oder weiblich sind und in dieser Umgebung
unabhéngig voneinander sterben und sich fortpflanzen. Wenn sich die Umgebung im Zustand i befindet ,
nehmen wir an, dass wihrend jedes infinitesimalen Zeitintervallsdtreproduziert jedes Individuum mit einer
Wahrscheinlichkeit a; dt ((a; > 0) und mit einer Wahrscheinlichkeit sterben b; dt ((b; > 0). Wenn sich das
Individuum fortpflanzt, nehmen wir an, dass es n Individuen zur Welt bringt (n = 0,1,2...) mit
Wahrscheinlichkeit g, ;mit ZZOZO gn,i = 1 fiir alles 3.

Eine andere Moglichkeit, dies zu sehen, besteht darin, zu sagen, dass in der Umgebung i jeder Einzelne ein
Ereignis mit einer Wahrscheinlichkeit erlebtc; dt (wo ¢; = a; + b;) wiahrend jedes infinitesimalen Zeitintervalls
dt. Wenn das Ereignis eintritt, wird die Person mit einer Wahrscheinlichkeit durch 0 Person ersetztpg; = a,lfib,
und von 7z Personen (n > 1) mit Wahrscheinlichkeit p,, ; = a“T Qn—14- Also,Y > p,; = 1 fiir alles i. Es

handelt sich daher um eine Verallgemeinerung des Verbindungsprozesses in kontinuierlicher Zeit (M¢léard,
2016, §5.4) im Fall einer zufdlligen Umgebung. Es wird weiterhin angenommen, dass

m; = ann,i < 400 Vi

n>1



Wir definieren

und A, die Diagonalmatrix mit (6;)1<i<x auf der Diagonale.

3. Wachstumsraten §;

In diesem Modell ist die Wahrscheinlichkeit 7, ;(¢)eine Bevolkerung der GroBe n haben (n = 0,1,2,...)in
der Umwelt i (1 <7 < K) zum Zeitpunkt ¢ ist die Losung des Systems

dﬂ'ni n+1
L Tni(t) + i Z D1k ra(t) + Z Qi Tnj(t) - (1)
=1 7

In der Tat nehmen wir zum Beispiel an, dass es zum Zeitpunkt ¢ n Individuen in der Umgebung i gibt . Ein
Ereignis tritt wéhrend des infinitesimalen Zeitintervalls auf(¢, ¢ 4+ dt) und éndert die Anzahl der Personen mit
einer Wahrscheinlichkeit in der Gréenordnung von n ¢; dt. Aulerdem kdnnen wir zum Zeitpunkt ¢ + dt n
Individuen haben, wenn ausgehend von & Individuen ( / <k <n + [ ) zum Zeitpunkt ¢ eines von ihnen ein
Ereignis durchlduft ( Wahrscheinlichkeite; k£ dt) und wird durch n + /-k neue Individuen ersetzt
(Wahrscheinlichkeitpy, 1% ;)weil k — 1 4+ (n + 1 — k) = n. SchlieBlich kénnen wir am Ende mit n Personen in
der Umgebung i zum Zeitpunkt ¢ + df wenn es keine Menschen in der Umgebung j zum Zeitpunkt ¢ und wenn
die Umgebung des Zustand geschaltet hat j im Zustand i (Wahrscheinlichkeit Q; ; dt). Mit Parameterna;, b;
und gy, ;ist das System auch geschrieben

dﬂ'n,i

dt

=—n(a; +b) m; () + (n+ 1)b; Tpi1,4(2) + @ Z K qnni T (1)
k=1
+ Z Qi jTn,j(t)
J

Wir nehmen als Ausgangsbedingung ng Einzelpersonen (ng > 1) in der Umwelt 49, so 7y, ,(0) = 1 und
7n,i(0) = 0 wenn (n,%) # (no, 40). Wie es fiir Wahrscheinlichkeiten sein sollte, haben wir dannry, ;(¢) > 0 und

>0 maa(t) = 1firt > 0.

Wir definieren m = (7o 1, ..., MoK+ -+ Tp1s--+» TnK>---). Wir sehen das% = Mm(t), wo M ist eine
unendliche Matrix der Form

Q CP 0 0
0|Q-C+CP 2CP, 0

0 CPh Q —2C+2CP 3CP,

0 CP; 20P, Q—-3C+3CP

wo C'ist die diagonale Matrix (c;);<;<x und P, die diagonale Matrix (p,, ;)1<;<x. Im speziellen Fall von
linearen Geburts- und Todesprozessen nur die Matrizen Py und P; sind ungleich Null: die Matrix M ist dann
tridiagonal durch Blocke.

Lassen Sie uns die Generierungsfunktionen vorstellen

an’tm Y f’Lt m Zﬂ-nz

Das merken wir



i nm,(t)z" =z 0f; (t, )
n=1

ox
und
oo n+l o0
Z Z kpn+1fk,i 7Tk i = Z k’ﬂ'k i ) Z Pn+l—ki z"
n=0 k=1 k=1 n=k—1
(o.¢] B 8](-1
= kmi(t) 2" gi(2) = gi(e) 5 (4, @)
; Ox
Wir leiten daher aus (1) das System der partiellen Differentialgleichungen ab
Of; Of;
= ¢i(gi(T) — + ij fi(t, ). 2
5 o) - 05! + 3 Q) @)

Im besonderen Fall der linearen Prozesse von Geburt und Tod haben wir g;(x) = po; + p2; x2, was gibt
ci(gi(z) —z) = (z — 1)(aiz — b;).

Beachten Sie, dass die Erwartung der Bevolkerung
_0fi
= t,1
=S nmit = Loy

ist eine Losung eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen, die erhalten wird, indem das System (2)
in Bezug auf x abgeleitet wird , indem x = I genommen wird und dies notiert wirdg;(1) = 1 ::

& belt) + 3 Qo). 3)

Wenn wir in der Umgebung i bleiben , ist die Bevélkerungserwartung zum Zeitpunkt ¢ dahere®* wenn wir zum
Zeitpunkt ¢ = 0 von einer einzelnen Person ausgehen .

Das System (3) beinhaltet die Matrix @ + A. Wir werden jedoch in Abschnitt 5 sehen, dass die Rate des
Aussterbens der Bevolkerung nicht immer durch den Eigenwert gegeben ists(Q + A).

4. Kiindigungsbedingung

Schauen wir uns an, unter welchen Bedingungen das Modell zum sicheren Aussterben der Bevolkerung fiihrt.
Betrachten Sie dazu die Markov-Kette in diskreter Zeit, wobei jeder Zeitschritt die Dauer zwischen zwei
Spriingen in der Umgebung ist. Diese Kette hat fiir Paare Staatsraum(3, t) Insgesamt {1,2,..., K} x [0, 400/,
wo die erste Komponente ¢ représentiert die Umgebung und die zweite Komponente tdie Zeit vor dem Wechsel
in eine andere Umgebung. Also anstatt zu sagen, dass die Umwelt im Zustand istz, fiir eine Zeit £y dann im
Zustand 4, fiir eine Zeit t; Wir sagen, wir gehen von (g, t) bei (i1, t;)usw. Wir haben bereits in (Bacaér und
Ed-Darraz, 2014, §2.1) gesehen, dass, wenn wir definieren

Qi = —Qii Vi,
dann ist die stationdre Verteilung dieser Markov-Kette
o QZ ul Q _Qz
it i€
E j Qj u;

Wir konnen daher die Ergebnisse von (Athreya und Karlin, 1971) anwenden, die sich auf
Verzweigungsprozesse in einer Markov-Umgebung beziehen: Die Bevolkerung geht mit ziemlicher Sicherheit
genau dann aus, wenn



S [ wnstontettat <o,
4 0
was gibt, da [[“te @itdt = (1/Q;)?, die Bedingung
Z u; 0; < 0.

Weil §; = ¢;(m; — 1)Dies kann auch in der Form geschrieben werden ) _; 6; m; < 1mit 6; = c;ju;/ (Z] cjug).

Mit anderen Worten, die "durchschnittliche" Anzahl der erzeugten Nachkommen betragt weniger als 1, wobei
die Gewichte fiir jede Umgebung durch die angegeben werdend;.

5. Die Extinktionsgeschwindigkeit

Wir sind jetzt an dem unterkritischen Fall interessiert, in dem ) . u; ; < 0. In diesem Fall

mo,i(t) H—+>oo Uiy T,i(t) H—+c)>oo vn 2 1.

Wir versuchen, die Rate des Aussterbens der Bevolkerung zu bestimmen:

1
w= lim —logm,;(t), n>11<i<K.
t—+oo ¢
Diese Grenze existiert und hingt nicht von n (vorausgesetzt, n > I ), i oder den Anfangsbedingungen ab(ny, i)

(Collet et al., 2013, Abschnitt 4.5). Mit unserer Notation haben wirw < 0 und die Wahrscheinlichkeit des
Nichtsterbens 1 — >, mo;(t) = >_; >_,~1 Tn,i(t) nimmt auch exponentiell gegen 0 mit der Rate  ab.

Wie in (Bacaér, 2017, §2.1) ist die Berechnung von w verwendet eine Diskretisierung der Zeit, eine Formel
von (D'Souza und Hambly, 1997) fiir die Geschwindigkeit des Aussterbens der Verzweigungsprozesse in
diskreter Zeit mit einer markovschen Umgebung und einen Ubergang an die Grenze, die den Zeitschritt in
Richtung tendiert 0.

Lassen Sie uns also die Zeit mit einem kleinen reguliren Zeitschritt diskretisieren 7 > 0. Stellen Sie sich vor,
dass die Umgebung in jedem kleinen Zeitschritt konstant bleibt und dass die Ubergiinge der Markov-Kette in
diskreter Zeit iiber den Zustandsraum folgen{1,2, ..., K} mit der Ubergangsmatrix e, wo QT ist die
transponierte Matrix von Q). Die zeitkontinuierliche Markov-Kette, die die Umgebung in unserem Modell
beschreibt, ist die Grenze des oben beschriebenen Prozesses, wennt — 0.

Wihrend jedes kleinen Zeitintervalls 7Wo die Umwelt ist, sagen wir mal im Staat :Wir gehen davon aus, dass
die Population den Verbindungsprozess in kontinuierlicher Zeit und konstanter Umgebung mit den Parametern

verfolgt ¢; und (p,, ;) ab Abschnitt 2. Beachten wir 71'1[: ]Z. (t) die Wahrscheinlichkeit einer groBen Bevolkerung n
in der Umwelt ¢ zu der Zeit ¢ in diesem modifizierten Modell mit einer konstanten Umgebung in jedem
Langenzeitintervall 7. Fiir allest > 0, » > 0 und 1 < 4 < Khaben wir wg }l (t) = mpi(t) wenn 1 — 0.

Wenn die Grenzumkehr legitim ist,

_ Lo 2 (4) — L rog 77 (8) = Tim o
@ = B g gl malt) = g B, Flog T (t) = e,

es reduziert das Ausldschungsrate eines Verzweigungsprozesses in einer zeitdiskreten Markov - Umgebung , da
die Berechnung (mit N ganzzahlig)

1 r 1 T 1
o = lim N—logw[](NT) —log( lim [W,LL(NT)]VN) = —log (7).
) T

N—+o00 N—+o00

Die Bevolkerungserwartung steigt oder sinkt um einen Faktor e%7 fiir einen Zeitschritt Two die Umgebung
im Zustand 7 blockiert ist . Beachten Sie dasu" ist die stationire Verteilung der Kette, weil Qu = 0 impliziert



W QT =0unduTe™@ =u"(I+7Q7 + L(tQT)? + --+) = uT. Diese Kette ist laut (Athreya und Karlin,
1971) immer unterkritisch, weil

Z Uu; log(e‘s”) = Tz u;id; < 0.

So zeigen (D'Souza und Hambly, 1997) und (Bacaér, 2017, §2.1), dass die geometrische Rate 2(7) Das
Aussterben der Bevolkerung ist gegeben durch
Q(7) = min p(eTQTeO‘TA) ,

0<a<l1

wo p(-)bezeichnet den Spektralradius einer Matrix. Der Wert von 7 sei die Umkehrung einer ganzen Zahl. Wir
haben

1
w[T] _ —10gﬂ(’7’) _ ].Og[Q(T)l/T] — log min p([eTQTeOLTA]l/T)'
T 0<a<l1

Die Matrix [eTQT e®TA)V/T konvergiert zu €@ oA wenn 7 — O(sogenannte Lie-Trotter-Kato-Formel). Wir
schlieBen wie in (Bacaér, 2017, §2.1), dass die exponentielle Geschwindigkeit des Aussterbens in
kontinuierlicher Zeit ist

TN -
w = lim '™ = i, s(Q + aA), (4)

T—0

wo s(Q + aA) ist die spektrale Grenze der Matrix @ + aA. Somit dndert sich nur der Ausdruck der
Diagonalmatrix A im Vergleich zu (Bacaér, 2017).

Denken Sie daran, dass alle Elemente aulerhalb der Diagonale der Matrix @ + aA sind > 0. In diesem Fall
ist die Spektralgrenzes(Q + aA)ist ein reeller Eigenwert dieser Matrix. Es ist der Eigenwert mit dem grofiten
Realteil.

Die Formel (4) fiir w ist eine Verallgemeinerung derjenigen, die bei linearen Prozessen von Geburt und Tod
erhalten wurde (Bacaér, 2017). Fiir diese bringt jedes Individuum mit einer Wahrscheinlichkeit ein einzelnes
neues Individuum zur Welt (bei Bakterien teilt sich jedes in zwei)a; dt und stirbt mit Wahrscheinlichkeit b; dt
wihrend jedes infinitesimalen Zeitintervalls dt in der Umwelt 7. Dies entsprichtg; ; = 1 und ¢,,; = 0 wenn

n # 1. Wir haben dann ¢; = a; + b;, po; = %,pz,i = ﬁ,pn,i =0wennn=1won > 2und §; = a; — b;

Intuitiv die Formel fiir die Geschwindigkeit des Aussterbens w hingt damit zusammen, dass wenn wir nach
einer Losung suchen f;(t, z) des Systems (2), das sich wie verhilt e**(1 — z)%¢; in der Ndhe von z = 1 mit
x < 1Wir bekommen die Gleichung

u)¢i::(l5i¢i4‘2£:cghj¢ya
J

was darauf hindeutet w ist ein Eigenwert der Matrix @ + a A. Dies macht es jedoch nicht moglich zu
verstehen, welcher Wert von a geeignet ist. Wie wir gesehen haben, ist dies derjenige, der minimierts(Q + aA)
fir a € [0,1].

6. Ungleichheit

(Bacaér, 2017, §2.2) hatte dies bereits beobachtet

o die Funktion o — s(Q + aA) wert s(Q) = 0 wenn a = 0;;
¢ Diese Funktion ist konvex, wenn A ist eine diagonale Matrix;
¢ Diese Funktion ist sogar streng konvex, wenn die §; sind nicht alle gleich.

Dariiber hinaus ist seine Ableitung in o = 0 war genau ) _; u; ;, das ist < 0. Die Funktiona — s(Q + aA)
liegt daher tiber seiner Tangente in o« = 0. Also



aZui 9; < s(Q + al) Va.

Wir haben daher fiir die Minima dieser Funktionen iiber das Intervall 0 < oo < 1

Zui5i§w<0 (5)

mit strikter Ungleichung in der ersten Ungleichung, wenn die §; sind nicht alle gleich.

Betrachten Sie als numerisches Beispiel beispielsweise den Fall zweier Umgebungen mit Q12 = Q2,1 = 1,
so u; = uy = 1/2: Die Umwelt verbringt in jedem dieser Staaten durchschnittlich die Halfte der Zeit. Wenn die
Wachstumsraten in beiden Umgebungen sindd; = —1 und §, = —2, dann die Funktion o — s(Q + aA)
nimmt daher ab w = s(Q + A) ~ —1,38wihrend ) . u; 6; = —1,5.

Die Ungleichung (5) kann wie folgt interpretiert werden. Das Bevolkerungsmodell ohne demografische
Stochastizitit, aber mit einer Umweltstochastizitit, die unserem Modell am niachsten kommt, ist zweifellos
dasjenige, in dem die Bevolkerung lebtp(t) zu der Zeit ¢ gehorcht der Gleichung 2 = o) P(t), wo die
Zufallsfunktion 6(t) ist mit Werten in {1, 2, ..., K }und reprisentiert die Entwicklung der Umwelt. Also
p(t) = p(0) exp( fot d9(z) dz). Der ergodische Satz stellt sicher, dass mit ziemlicher Sicherheit
% fg 50(2) dz — ), u; 6; wenn t — +o00. Also%logp(t) — > . u; 6; wenn t — +o00. Also) . u; J; ist eine Art

Aussterberate des Modells ohne demografische Stochastizitét, auch wenn p(¢)bricht sich nicht ab. Die
Bevolkerung wird schneller aussterben als in unserem Modell.

Umgekehrt ist das Bevolkerungsmodell mit demografischer Stochastizitit, aber ohne Umweltstochastizitét,
das unserem Modell am nichsten kommt, zweifellos der Prozess der kontinuierlichen Zeitverbindung (M¢éléard,
2016, §5.4) mit einer durchschnittlichen Wachstumsrate (oder eher Aussterben). & =, u; d;. Die Bevolkerung

wird schneller aussterben als in unserem Modell.

Demografische und 6kologische Stochastizitit verlangsamt somit in gewissem Sinne das Aussterben der
Bevolkerung. (Tirard et al., 2016, S. 211) stellt auerdem fest, dass "Umweltstochastizitit riicklédufige
Populationen retten kann". Andererseits (Primack et al., 2012, S. 159) stellt fest, dass ,,die Einfithrung der
Umweltstochastizitét bei der Modellierung der Bevolkerungsdynamik im Allgemeinen aus Griinden des
Realismus zu Wachstumsraten und Wachstumsraten fiihrt geringere Populationen und hohere
Wahrscheinlichkeit des Aussterbens . Das Gegenteil tritt in unserem Modell auf.

7. Fazit

Tatséchlich haben wir eine dhnliche Ungleichung bei Verzweigungsprozessen in zeitdiskreter und zufélliger
Umgebung. Angenommen, die Umgebungen werden aus einer endlichen Anzahl von Zustdnden unabhéngig
und identisch verteilt ausgewéhlt:v; > 0Oist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Umgebung zu jedem
Zeitschritt im Zustand i befindet und wir haben) _. v; = 1. Wenn sich die Umgebung im Zustand befindetiwird

jedes Individuum mit einer Wahrscheinlichkeit durch » Individuen ersetztp,, ; > 0, so ano Dn; = 1. Wir
gehen davon aus m; = anl np,; < +oo. Im unterkritischen Fall wo) . v; logm; < Oist die geometrische
Rate Q der Abnahme der Wahrscheinlichkeit der Nichtausloschung derart, dass

1>0= Orgnglgll (Z v; mf‘) > exp (Z v; logmz-) = Hmf’ (6)

(Guivarc'h und Liu, 2001, Satz 1). Der letzte Term rechts ist die geometrische Wachstumsrate (hier der
Abnahme) des Modells ohne demografische Stochastizitét

p(t + 1) = my, p(t),

wo 6 ist der Zustand der Umwelt und p(t) die Bevolkerung zu der Zeit ¢t = 0,1, 2. .. Es ist auch die
geometrische Abnahmerate der Wahrscheinlichkeit der Nichtausldschung in den Verzweigungsprozessen in
konstanter Umgebung (daher ohne Umweltstochastizitit) des Durchschnitts m = []; m;’

,L' .



Wenn m; < 1 fiir alles ¢wird die Ungleichung (6) geschrieben
1>Q:Z'Uimi ZHmfZ
i i

Dies iibersetzt die Konkavitit der Logarithmusfunktion: log(} . v; m;) > Y. v; logm,.

Wenn allgemeiner

Z vilogm; < 0,

Die Ungleichung in (6) zeigt sich ein bisschen wie in Abschnitt 6. Wir definieren

h(a) :10g<2'vim?), 0<a<l.

Einige Berechnungen zeigen das also

i< Vi vymg mS(logm; — log m;)?

(X wims )

i _ St logm,
- )
> vims

h”(a) —
Also
h(0) =0, R'(0)= Zvi logm; <0, h'(a)>0

auf das Intervall [0, 1]. Die Funktionh(c) ist daher konvex und iiber seiner Tangente in « = 0 :: h(a) > a h'(0)
und

min{h(a); 0 < a < 1} > A'(0).

Also

Es ist Ungleichung (6).
Folglich ist die Ausldschung langsamer, wenn wir sowohl eine demografische als auch eine umweltbedingte

Stochastizitdt haben, unabhingig davon, ob sich das Modell in diskreter Zeit oder in kontinuierlicher Zeit
befindet.
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