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总结

我们对⽣活在连续时间由马尔可夫链控制的随机环境中的⼈⼝的灭绝率感兴趣。每个⼈的死亡或繁殖
速度取决于环境。在繁殖期间，假定后代的数量遵循⼀定的概率定律，该定律也取决于环境。在⼈⼝
肯定灭绝的所谓亚临界情况下，灭绝速度是明确确定的。从某种意义上说，环境的随机性减慢了⼈⼝
的灭绝速度。
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1.简介

    许多建模研究已经研究了⼈⼝统计和环境随机性对⼈⼝动态的影响。例如，如所述（Gaveau等，
1996； Lebreton等，2007），将⼈⼝视为实数并使⽤扩散近似（Lande等，2003）的⼯作可以当这种灭
绝是肯定的时，导致种群灭绝速度的结果不准确。为了使种群保持整数，（Athreya和Karlin，1971）研
究了在固定的随机环境下离散时间的分⽀过程，并显⽰了在什么条件下种群的灭绝是肯定的。在恒定
的环境中，我们可以区分三种情况：超临界，关键和次临界。（Cogburn和Torrez，1981；Bacaër和Ed-
Darraz，2014）研究了连续时间内类似模型的灭绝条件，也就是说在随机环境中的⽣灭过程。 。对于
具有离散时间和随机环境的亚临界情况，（D'Souza和Hambly，1997； Guivarc'h和Liu，2001）等计算
了灭绝速率，这导致了对另外两个亚种的区分。 -分类为⾼度和弱次临界的⽅案。（Bacaër，2017）连
续不断地计算出随机马尔可夫环境中线性的出⽣和死亡过程的灭绝率；该⽅法包括离散化减少时间
（D'Souza and Hambly，1997），然后使时间步长趋向于0。但是该模型不允许多个⼈同时出⽣。下⾯
的⽬标是消除此限制，即研究随机环境中的“连续时间分⽀过程”（Méléard，2016年，第5.4节），以计
算速度。相应的消光，并观察到该速度（绝对值）⼩于⼈们可能期望的速度。

    在第2节中，我们为我们的模型提供了⼀个环境，该环境根据Markov链在连续时间内在K个状态之间
振荡。在第3节中，我们计算增长率  （正数或负数）环境中的⼈⼝  （（ ）和平均⽐例 
环境在状态i中花费的时间  。我们在第4节中指出，如果平均增长率为负，即如果 。然后我
们在第5节中说明，在亚临界情况下， ，灭绝速度  ⼈⼝的数量，由以下事实定义：不灭绝
的概率随着  与 ，由公式给出
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 是描述环境随机过渡的矩阵；
 是增长率的对⾓矩阵  在对⾓线上

 表⽰谱界，即矩阵最⼤实部的特征值 。

它是在（Bacaër，2017）中获得的针对出⽣和死亡线性过程的公式的推⼴，该公式不考虑同时⽣育。我
们在第6节中表明

并且如果 不尽相同。灭绝率（绝对值）低于平均增长率。因此，我们可以说，在我们的模型中，环
境随机性以某种⽅式减慢了⼈⼝的灭绝速度。总之，我们注意到类似的不等式适⽤于具有随机环境的
离散时间中的分⽀过程：已经在（Guivarc'h and Liu，2001）中隐式地发现了它。

2.模型

    我们假设环境根据连续时间的马尔可夫链在K个状态之间随机振荡。换句话说，有数字 这

样，如果环境处于状态  j，则有可能 该切换环境的状态  我的  在每个⽆限的时间间隔内 。
我们定义  带有对⾓线项的⽅阵 。我们还假设矩阵 是不可约的，这意味着
在⾯向K 个顶点且边从j到i（ ）如果 ，两个⼭峰  和  总是可以通过⼀条路径到达  朝 

 和⼀条路  朝 。那么存在⼀个独特的载体  ü⽤

（Séricola，2013年，第152页）。组件 表⽰环境在状态i中花费的平均时间⽐例  。

    考虑⼀个在此环境中彼此独⽴死亡和繁殖的⽆性或⼥性个体。如果环境处于状态  i，我们假设在每个
⽆穷⼩时间间隔内 ，每个⼈都有可能复制  （（ ）并有可能死亡  （（ ）。如果该
个体繁殖，则假设他⽣下n个个体（ ） ，带有  为了⼀切 。

    另⼀种看待这种情况的⽅式是，在环境  i中，每个⼈都有可能经历⼀个事件  （其中 
）在每个⽆限的时间间隔内 。如果事件发⽣，则该个⼈被0个⼈替换为⼀个概率 和n个⼈
（ ） 。所以  为了⼀切 。因此，在随机环境下，它是对连续时间的
连接过程的概括（Méléard，2016年，第5.4节）。进⼀步假设

我们定义

和 ，对⾓矩阵  在对⾓线上。

3.增长率 

    在这个模型中，概率 ⼈⼝为  n（ ）在环境  i（ ）在时间  t是系统的解
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n=0 pn,i = 1 i

mi = ∑
n≥1

n pn,i < +∞ ∀i.
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实际上，我们假设例如在环境  i的时间t处有n个⼈  。在⽆限时间间隔内发⽣事件  并以⼤约
。此外，我们还可以与最终Ñ在时间个⼈吨+ DT如果，起始ķ个体（1≤ķ≤n + 1个在时间）  吨，它

们中的⼀个经历了⼀个事件（机率 ），并替换为n + 1-k个新个体（概率 因为 
。最后，我们可以结束了ñ个⼈在环境  我在时间T + DT，如果有没有环境的⼈Ĵ

在时间  ⽜逼，如果环境已经切换状态  Ĵ在状态  i（概率 ）。带参数 ，  和 ，系统也写成

我们以初始条件  个⼈（ ）在环境中 ，所以  和  如果 
。因为应该是概率，所以我们有  和  为 。

    我们定义 。我们看到 ，在哪⾥  是形式的⽆
限矩阵

在哪⾥  是对⾓矩阵  和  对⾓矩阵 。在线性⽣死过程的特定情况下，仅矩阵
和  不为零：矩阵  然后按块对⾓线。

    让我们介绍⼀下⽣成函数

我们注意到

和

因此，我们从（1）推导偏微分⽅程组

dπn,i
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+∑
j

Qi,j πn,j(t) .

n0 n0 ≥ 1 i0 πn0,i0(0) = 1 πn,i(0) = 0 (n, i) ≠ (n0, i0)
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在特定的出⽣和死亡线性过程中，我们有 ， 。

    注意⼈⼝的期望

是⼀个常微分⽅程组的解，通过对x推导系统（2），使x = 1并注意到  ：

如果我们住在环境  i中，那么在时间t的⼈⼝期望值  就是  如果我们在时间t = 0从⼀个⼈开始。

    系统（3）涉及矩阵 。但是，我们将在第5节中看到，⼈⼝灭绝率并⾮总是由特征值给出
。

4.终⽌条件

    让我们看看该模型导致⼈⼝某种程度灭绝的条件。为此，请考虑离散时间的马尔可夫链，其每个时
间步长是环境中两跳之间的持续时间。这条链具有情侣状态空间  总的来说 
，其中第⼀个组件  代表环境和第⼆部分 切换到另⼀个环境之前的时间。因此，与其说环境处于状
态，不如说  ⼀段时间  然后在状态  ⼀段时间 ，我们说我们从  在 等 我们已经在
（Bacaër和Ed-Darraz，2014年，§2.1）中看到，如果我们定义

那么这个马尔可夫链的平稳分布是

因此，我们可以应⽤（Athreya and Karlin，1971）的结果，该结果与马尔可夫环境中的分⽀过程有关：
⼏乎可以肯定的是，当且仅当

这给了，因为 ，条件

因为 ，也可以⽤以下形式写 ，带有 。换句话说，所产
⽣的后代的“平均”数量少于1，每种环境的权重由 。

5.灭绝速度

∂fi
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∂fi
∂x
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Qi = −Qi,i ∀i,
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Qi e

−Qit .

∑
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∫
∞

0
wi,t log(eδit) dt ≤ 0 ,

∫ ∞
0

t e−Qi tdt = (1/Qi)2

∑
i

ui δi ≤ 0.

δi = ci(mi − 1) ∑i θimi ≤ 1 θi = ciui/(∑j cjuj)
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    我们现在对亚临界情况感兴趣 。在这种情况下，

我们正在尝试确定⼈⼝灭绝的速度：

此限制确实存在，并且不依赖于n（假设n≥1），i或初始条件 （Collet等⼈，2013年，第4.5
节）。⽤我们的符号，我们有  和不灭绝的可能性  也以速率ω指数
向0减⼩。

    如（Bacaër，2017，§2.1）中所述，  使⽤时间离散化，（D'Souza and Hambly，1997）的公式表⽰
在马尔可夫环境下离散时间中分⽀过程的灭绝速度，并传递到使时间步长趋向于极限的极限0。

    因此，让我们以较⼩的常规时间步长来离散时间 。想象⼀下，环境在每个⼩时间步长内保持恒
定，并且过渡在状态空间中离散时间遵循马尔可夫链  与过渡矩阵 ，在哪⾥  是的转
置矩阵 。如果我们的模型中描述环境的连续时间马尔可夫链是上述过程的极限， 。

    在每个较⼩的时间间隔内 ⽐⽅说环境在哪⾥ ，我们假设⼈⼝在连续时间和恒定环境中遵循以下连
接过程：  和  从第2节开始  ⼈⼝众多的可能性  在环境中  当时  在此修改后的模型中，
每个长度时间间隔中的环境都恒定 。为了⼀切 ，  和 ，我们有 
如果 。

    如果边界反转是合法的，

在马尔可夫环境中，离散时间中的连接过程的消失速度的计算重新回到了计算的起点，因为（具有N整
数）

    ⼈⼝期望增加或减少⼀个因素  ⼀段时间 环境在状态i中处于阻塞状态  。注意  是链的固定分
布，因为  暗⽰  和 。根据（Athreya和
Karlin，1971）的说法，该链始终是次临界的，因为

因此（D'Souza and Hambly，1997）和（Bacaër，2017，§2.1）表明⼏何速率  ⼈⼝灭绝是由

在哪⾥ 表⽰矩阵的光谱半径。令τ的值为整数的倒数。我们有
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1
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log Ω(τ) .

eδiτ τ uT

Qu = 0 uTQT = 0 uTeτQT

= uT(I + τQT + 1
2
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∑
i

ui log(eδiτ) = τ∑
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矩阵  收敛到  如果 （所谓的Lie-Trotter-Kato公式）。我们推论出（Bacaër，
2017，§2.1），连续时间的灭绝指数速度为

在哪⾥  是矩阵的光谱范围 。因此，与（Bacaër，2017）相⽐，仅对⾓矩阵Δ的表达
式发⽣了变化。

    回想⼀下矩阵对⾓线之外的所有元素  是 。在这种情况下，光谱范围 是此矩阵
的真实特征值。它是具有最⼤实部的特征值。

ω     的公式（4）是在⽣与死的线性过程中获得的公式的推⼴（Bacaër，2017）。为此，每个⼈都会⽣
出⼀个新的个体（对于细菌，每个个体分为两个）  并有可能死亡  在每个⽆限的时间间隔内 
在环境中 。这对应于  和  如果 。然后我们有 ， ， 

，  如果  在哪⾥ 和 。

    直观地讲，灭绝速度的公式  与以下事实有关：如果我们正在寻找解决⽅案  系统（2）的⾏
为  在附近  与 ，我们得到⽅程

暗⽰  是矩阵的特征值 。但是，这不能理解哪个α值合适。如我们所见，这是最⼩化
 为 。

6.不平等

    （Bacaër，2017，§2.2）已经观察到

功能  值得  如果 ;
如果该函数是凸的  是对⾓矩阵；
如果  不尽相同。

此外，其派⽣于  正是 ，这是 。功能  因此在 。所以

因此，在⼀定间隔内，这些函数的最⼩值 

如果第⼀个不等式具有严格的不等式  不尽相同。

    作为⼀个数值⽰例，例如考虑两个环境的情况 ，所以 ：在每个州中，
环境平均花费⼀半的时间。如果两种环境下的增长率都是  和 ，然后是函数 

 在减少，因此 ，⽽ 。

[eτQ
T

eατΔ]1/τ eQ
T+αΔ τ → 0

ω = lim
τ→0

ω[τ] = min
0≤α≤1

s(Q + αΔ) , (4)
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ai dt bi dt dt

i q1,i = 1 qn,i = 0 n ≠ 1 ci = ai + bi p0,i = bi
ai+bi
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ω fi(t,x)

eωt(1 − x)αϕi x = 1 x < 1

ωϕi = α δi ϕi +∑
j

Qi,j ϕj,

ω Q + αΔ

s(Q + αΔ) α ∈ [0, 1]

α ↦ s(Q + αΔ) s(Q) = 0 α = 0

Δ

δi

α = 0 ∑i ui δi < 0 α ↦ s(Q + αΔ) α = 0

α∑
i

ui δi ≤ s(Q + αΔ) ∀α.

0 ≤ α ≤ 1

∑
i

ui δi ≤ ω < 0 (5)

δi

Q1,2 = Q2,1 = 1 u1 = u2 = 1/2

δ1 = −1 δ2 = −2

α ↦ s(Q + αΔ) ω = s(Q + Δ) ≃ −1,38 ∑i ui δi = −1,5



    不等式（5）可以解释如下。没有⼈⼝随机性但环境随机性最接近我们模型的⼈⼝模型⽆疑是⼈⼝模
型  当时  服从⽅程式 ，其中随机函数  与中的价值 并代表环境的演
变。所以 。遍历定理⼏乎可以确保  如果 。所
以  如果 。所以  是没有⼈⼝统计随机性的模型消失率，即使 不
会取消⾃⾝。⼈⼝将⽐我们的模型更快地消亡。

    相反，具有⼈⼝随机性但没有环境随机性的⼈⼝模型最接近我们的模型，⽆疑是持续时间联系的过
程（Méléard，2016年，第5.4节），其平均增长率（甚⾄是灭绝） 。⼈⼝将⽐我们的模型
更快地消亡。

    因此，⼈⼝和环境的随机性在某种意义上减缓了⼈⼝的灭绝。（Tirard等⼈，2016年，第211页）还指
出“环境随机性可以节省⼈⼝的下降”。另⼀⽅⾯，（Primack等⼈，2012年，第159页）指出：“总的来
说，在⼈⼝动态模型中引⼊环境随机性会导致现实增长，⼈⼝减少，灭绝的可能性更⾼”。在我们的模
型中则相反。

7.结论

    实际上，在离散时间和随机环境中的分⽀过程中，我们也有类似的不等式。例如，假设环境是从有
限数量的状态中独⽴选择且分布均匀的： 是环境在每个时间步⼊状态i的概率，  我们有
。如果环境处于状态 ，每个个体被n个个体替换，概率为 ，所以 。我们假设

。在亚临界情况下 ，灭绝概率降低的⼏何速率Ω使得

（Guivarc'h和Liu，2001，定理1）。右边的最后⼀项是没有⼈⼝统计随机性的模型的⼏何增长率（此处
为降低）

在哪⾥  是环境的状态  当时的⼈⼝  它也是在恒定环境（因此没有环境随机性）下，
平均⽀化过程中分⽀过程中⾮灭绝概率降低的⼏何速率。 。

    如果  为了⼀切 ，不等式（6）被写成

这可以转换对数函数的凹度： 。

    如果更普遍

（6）中的不等式本⾝类似于第6节。我们定义

所以⼀些计算表明

p(t) t
dp
dt = δθ(t) p(t) θ(t) {1, 2, … ,K}

p(t) = p(0) exp(∫
t

0
δθ(z) dz) 1

t ∫
t

0
δθ(z) dz → ∑i ui δi t → +∞

1
t log p(t) → ∑i ui δi t → +∞ ∑i ui δi p(t)

δ = ∑i ui δi

vi > 0 ∑i vi = 1

i pn,i ≥ 0 ∑n≥0 pn,i = 1

mi = ∑n≥1 n pn,i < +∞ ∑i vi logmi < 0

1 > Ω = min
0≤α≤1

(∑
i

vim
α
i ) ≥ exp(∑

i

vi logmi) = ∏
i

mvi
i (6)

p(t + 1) = mθt p(t),

θt p(t) t = 0, 1, 2 …

m = ∏im
vi
i

mi < 1 i

1 > Ω = ∑
i

vimi ≥ ∏
i

m
vi
i  .

log(∑i vimi) ≥ ∑i vi logmi

∑
i

vi logmi < 0,

h(α) = log(∑
i

vim
α
i ), 0 ≤ α ≤ 1.



所以

在间隔 。功能  因此是凸的并且在其切线之上  ：  和

所以

这是不平等（6）。

    因此，当我们同时具有⼈⼝统计和环境随机性时，⽆论模型是离散时间还是连续时间，灭绝速度都
较慢。
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