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ملخص

نحن مھتمون بمعدل انقراض السكان الذین یعیشون في بیئة عشوائیة تحكمھا سلسلة ماركوف في وقت مستمر. یموت كل فرد أو یتكاثر بمعدل
یعتمد على البیئة. أثناء التكاثر ، یفترض أن عدد النسل یتبع قانون احتمالي معین یعتمد أیضًا على البیئة. في ما یسمى بالحالة دون الحرجة حیث

یتم إخماد السكان بالتأكید ، یتم تحدید معدل الانقراض بشكل صریح. بمعنى ما ، فإن العشوائیة البیئیة تبطئ انقراض السكان.

الكلمات المفتاحیة: الدینامیات السكانیة ، العشوائیة الدیمغرافیة ، العشوائیة البیئیة

1 المقدمة

    لقد درست العدید من دراسات النمذجة تأثیر العشوائیة الدیموغرافیة والبیئیة على دینامیكیات السكان. كما لوحظ على سبیل المثال
(Gaveau et al.، 1996؛ Lebreton et al.، 2007) ، یعمل حیث یعامل السكان كرقم حقیقي والذین یستخدمون تقدیرات الانتشار

(Lande et al.، 2003) یمكن یؤدي إلى نتائج غیر دقیقة لمعدل انقراض السكان عندما یكون ھذا الانقراض مؤكدًا. للحفاظ على عدد صحیح
من السكان ، (Athreya and Karlin، 1971) درس عملیات التفرع في وقت منفصل مع بیئة عشوائیة ثابتة وأظھر تحت أي ظروف

Cogburn and) .انقراض السكان مؤكد. كما ھو الحال في بیئة ثابتة ، یمكننا التمییز بین ثلاث حالات: فوق الحرجة ، حرجة وشبھ حرجة
Torrez، 1981؛ Bacaër and Ed-Darraz، 2014) مھتمان بظروف الانقراض للنماذج المماثلة في الوقت المستمر ، وھذا یعني عملیات
الولادة والموت في بیئة عشوائیة. . بالنسبة للحالة دون الحرجة ذات الوقت المنفصل والبیئة العشوائیة ، (D'Souza and Hambly، 1997؛

Guivarc'h and Liu، 2001) من بین أمور أخرى ، حسب معدل الانقراض ، مما یؤدي إلى مزید من التمییز بین جزأین فرعیین -
المخططات المؤھلة على أنھا ناقصة للغایة وضعیفة. في الوقت المستمر ، حسب (باكیر ، 2017) معدل الانقراض لعملیة خطیة للولادة

والموت في بیئة ماركوف العشوائیة ؛ كانت الطریقة في تحدید الوقت الذي سیختزل فیھ إلى قضیة (D'Souza and Hambly، 1997) ، ثم
لجعل الخطوة الزمنیة تمیل نحو 0. لكن ھذا النموذج لم یسمح بالولادة المتزامنة للعدید من الأفراد. الھدف أدناه ھو رفع ھذا التقیید ، أي دراسة

"العملیات المتفرعة المتفرعة للوقت" (Méléard، 2016، §4.4) في بیئة عشوائیة ، لحساب سرعة الانقراض المقابل ولاحظ أن ھذه
السرعة أقل (في القیمة المطلقة) من تلك التي قد یتوقعھا المرء.

    في القسم 2 ، نقدم نموذجنا مع بیئة تتأرجح بین حالات K وفقاً لسلسلة ماركوف في وقت مستمر. في القسم 3 ، نحسب معدل النمو 
الوقت الذي تقضیھ البیئة في الحالة  i . نوضح في القسم 4 أن السكان سینقرضون (إیجابي أو سلبي) للسكان في البیئة  ومتوسط   النسبة 

، . ثم نظھر في القسم 5 أنھ في الحالة دون الحرجة حیث بالتأكید إذا كان متوسط   معدل النمو سلبیاً ، أي إذا
، تعطى من الصیغة سرعة الانقراض  من السكان ، التي تحددھا حقیقة أن احتمال عدم الانقراض ینخفض   كما  مع 

و

 ھي المصفوفة التي تصف التحولات العشوائیة للبیئة ؛
 ھي المصفوفة القطریة بمعدلات النمو  على القطر.

.  یشیر إلى الارتباط الطیفي ، أي القیمة الذاتیة لأكبر جزء حقیقي من المصفوفة 

إنھ تعمیم للصیغة التي تم الحصول علیھا في (باكیر ، 2017) للعملیات الخطیة للولادة والموت ، والتي لا تأخذ في الاعتبار الولادات
المتزامنة. نعرض في القسم 6 ذلك
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لیست كلھا متساویة. معدل الانقراض أقل (بالقیمة المطلقة) من متوسط   معدل النمو. لذلك یمكننا القول أنھ وأن التفاوت الأول صارم إذا كان 
بطریقة معینة ، فإن العشوائیة البیئیة تبطئ انقراض السكان في نموذجنا. في الختام ، نلاحظ أن عدم مساواة مماثل ینطبق على عملیات التفرع

.(Guivarc'h and Liu، 2001) في وقت منفصل مع بیئة عشوائیة: وھو موجود بالفعل ضمنیاً في

2. النموذج

    نفترض أن البیئة تتأرجح بشكل عشوائي بین حالات K وفقاً لسلسلة ماركوف في وقت مستمر. وبعبارة أخرى ، ھناك أرقام
. التي تحولھا البیئة إلى الحالة  i لـ خلال كل فترة زمنیة متناھیة الصغر  بحیث إذا كانت البیئة في الحالة  j ، ھناك احتمال

. من المفترض أیضًا أن المصفوفة Q غیر قابلة نحدد المصفوفة المربعة ذات الحدود القطریة 
، قمتین  و  یمكن الوصول إلیھ ) إذا  ) i إلى j بحافة من K للاختزال ، مما یعني أنھ في الرسم البیاني الموجھ إلى رؤوس

. ھناك ثم وجود ناقل واحد  ش مع دائمًا عن طریق المسار  تجاه  وطریق  تجاه 

. i  یمثل متوسط   نسبة الوقت الذي تقضیھ البیئة في الحالة (سیریكولا ، 2013 ، ص 152). المكون

    ضع في اعتبارك مجموعة من الأفراد ، لا جنسي أو أنثى ، الذین یموتون ویتكاثرون في ھذه البیئة بشكل مستقل عن بعضھم البعض. إذا
، كانت البیئة في الحالة  i ، فإننا نفترض ذلك ، خلال كل فترة زمنیة متناھیة الصغر

. كل فرد یتكاثر باحتمال  مع 
. یموت كل فرد باحتمال  مع 

. مع  ) مع الاحتمال  إذا تكاثر الفرد ، افترض أنھ أنجب عددًا من الأفراد (

    ھناك طریقة أخرى لمعرفة ذلك وھي أن نقول أنھ في البیئة  i ، یواجھ كل فرد حدثاً مع احتمال مع  خلال كل فترة
) مع وبواسطة n من الأفراد ( . في حالة وقوع الحدث ، یتم استبدال الفرد بـ 0 فرد باحتمالیة زمنیة متناھیة الصغر 

. لذا فھو تعمیم لعملیة (Méléard، 2016، §4.4) في حالة البیئة . لقد فعلنا ذلك الاحتمال 
العشوائیة. ومن المفترض كذلك

نحدد

المصفوفة القطریة مع  على القطر. و 

3. معدلات النمو 

) في الوقت  t ھو حل ) i  في البیئة ( ) n  أن یكون عدد سكانھا     في ھذا النموذج ، الاحتمال 
النظام

في الواقع ، نفترض على سبیل المثال أن ھناك n أفراد في الوقت  t في البیئة  i . حدث حدث خلال الفاصل الزمني متناھیة الصغر
t + أفراد في الوقت n علاوة على ذلك ، یمكن أن ینتھي بنا الأمر مع .  ویغیر عدد الأفراد الذین لدیھم احتمال بترتیب 

) ویتم استبدالھ بـ n + 1-k أفراد جدد dt إذا ، بدءًا من k أفراد ( k ≤ n + 1 ≥1 ) في الوقت  t ، یخضع أحدھم لحدث ( احتمالا
. أخیرًا ، یمكن أن ینتھي بنا الأمر مع n أفراد في البیئة  i في الوقت t + dt إذا ، لان  (الاحتمال
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،  و  ). مع المعلمات كان لدینا n أفراد في البیئة j في الوقت  t وإذا كانت البیئة قد تحولت من الحالة  j في الدولة  ط (الاحتمال 
، یتم كتابة النظام أیضا

. كما یجب أن ، بحیث  و  إذا  ) في البیئة  نأخذ كشرط أولي  اشخاص (
یكون من أجل الاحتمالات ، عندھا و

.  ھي مصفوفة لا نھائیة من النموذج . نحن نرى ذلك     نحدد 

. في حالة معینة من عملیات الولادة والوفاة الخطي ،  ھي المصفوفة القطریة  و  المصفوفة القطریة 
المصفوفات فقط و  ھي غیر صفریة: المصفوفة  ثم یكون ثلاثي الأبعاد بواسطة الكتل.

    دعنا نقدم وظائف التولید

نلاحظ أن

و

لذلك نستنتج من (1) نظام المعادلات التفاضلیة الجزئیة

. في الحالة الخاصة للعملیات الخطیة للولادة والموت ، لدینا  و 

    لاحظ أن توقعات السكان
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ھو حل لنظام المعادلات التفاضلیة العادیة ، والذي یتم الحصول علیھ عن طریق اشتقاق النظام (2) فیما یتعلق بـ x ، بأخذ x = 1 وتلاحظ أن
: 

. t = 0 یكون إذا بدأنا من فرد واحد في الوقت t  فإن توقع السكان في الوقت ، i  إذا بقینا في بیئة

. ومع ذلك ، سنرى في القسم 5 أن معدل الانقراض السكاني لا یعطى دائمًا من خلال القیمة الذاتیة     یتضمن النظام (3) المصفوفة 
.

4. انقراض السكان

    دعونا نلقي نظرة على الحالة التي یؤدي بھا النموذج إلى انقراض معین للسكان. لھذا ، ضع في اعتبارك سلسلة ماركوف في وقت منفصل ،
یمثل البیئة. یمثل . المكون الأول كل خطوة زمنیة ھي المدة بین قفزتین في البیئة. ھذه السلسلة لفضاء الدول 

المكون الثاني t الوقت قبل التحول إلى بیئة أخرى. لذا بدلاً من القول إن البیئة في الدولة لفترة من الوقت  ثم في الدولة  لفترة من الوقت 
، إلخ. لقد رأینا بالفعل في (Bacaër and Ed-Darraz، 2014، §2.1) أنھ إذا عرفنا ، لدینا الانتقال 

ثم التوزیع الثابت لسلسلة ماركوف ھو

لذلك یمكننا تطبیق نتائج (Athreya and Karlin، 1971) التي تتعلق بعملیات التفرع في بیئة ماركوف: من شبھ المؤكد أن السكان
سینقرضون إذا وفقط إذا

، الحالة الذي یعطي ، لأن 

. وبعبارة أخرى ، فإن متوسط    مع  ، یمكن كتابة ھذا أیضًا في النموذج  لان 
. "عدد" النسل الناتج ھو أقل من 1 ، مع إعطاء أوزان لكل بیئة بواسطة

5. سرعة الانقراض

. في ھذه الحالة،     نحن مھتمون الآن في الحالة دون الحرجة حیث 

نحاول تحدید معدل انقراض السكان:

(كولیت وآخرون ، 2013 ، القسم 4.5). مع تدویننا ، ھذا الحد موجود ولا یعتمد على n (شریطة أن رقم 1 ) أو i أو الشروط الأولیة
.ω لدینا واحتمال عدم الانقراض  ینخفض   أیضًا بشكل كبیر نحو 0 مع المعدل

    كما ھو الحال في (Bacaër، 2017، §2.1) ، یستخدم حساب ω تقدیرًا للوقت ، صیغة (D'Souza and Hambly، 1997) لسرعة
انقراض عملیات التفرع في وقت منفصل مع بیئة Markovian ، وممر إلى الحد الذي یمیل الخطوة الزمنیة نحو 0.
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. تخیل أن البیئة لا تزال ثابتة داخل كل خطوة زمنیة صغیرة وأن التحولات تتبع     لذا دعنا نمیِّز الوقت بخطوة زمنیة منتظمة صغیرة 
Q ھي مصفوفة منقولة من المصفوفة  . سلسلة ماركوف في وقت منفصل على مساحة الدولة مع مصفوفة الانتقال 

. . سلسلة ماركوف المستمرة التي تصف البیئة في نموذجنا ھي حد العملیة الموصوفة أعلاه إذا

نفترض أن السكان یتبعون العملیة في وقت مستمر وبیئة ثابتة مع     خلال كل فاصل زمني صغیر من الطول τ ، حیث تقول البیئة في الدولة 
في الوقت t في ھذا النموذج المعدل مع المعلمات  و  من القسم 2. ملاحظة  احتمال وجود عدد كبیر من السكان  في البیئة 

. ،  إذا    ،  ، بیئة ثابتة في كل فترة زمنیة من الطول τ. نملك 

    إذا كان عكس الحدود شرعیاً ،

( N مع عدد صحیح) یتم إرجاع المرء إلى حساب سرعة انقراض عملیة التفرع في وقت منفصل في بیئة ماركوف لأنھ

خلال خطوة زمنیة τ حیث یتم حظر البیئة في الحالة  i . لاحظ أن ھو التوزیع الثابت للسلسلة ،     توقع السكان یزید أو ینقص بعامل 
. ھذه السلسلة ھي دون الحرجة دائمًا لأن  معطى  و 

، وفقاً لـ (Athreya and Karlin ، 1971) ، لأن

إذًا (D'Souza and Hambly، 1997) و (Bacaër، 2017، §2.1) یوضحان أن المعدل الھندسي لانقراض السكان یعُطى بواسطة

یدل على نصف القطر الطیفي لمصفوفة. دع قیمة τ تكون معكوس عدد صحیح. نملك

Bacaër، 2017،) نستنتج كما في .(Lie-Trotter-Kato ما یسمى بصیغة) المصفوفة  یتلاقى ل  إذا 
2.1§) أن السرعة الھائلة للانقراض في الوقت المستمر ھي

.(Bacaër، 2017) یتغیر مقارنة مع Δ وھكذا ، فقط التعبیر عن المصفوفة القطریة .  ھو الحد الطیفي للمصفوفة 

ھي قیمة ذاتیة حقیقیة . في ھذه الحالة ، یرتبط الطیف     تذكر أن جمیع العناصر خارج قطر المصفوفة  ھم 
لھذه المصفوفة. إنھا القیمة الذاتیة مع الجزء الأكبر الحقیقي.

    الصیغة (4) لـ ω ھي تعمیم لتلك التي تم الحصول علیھا في حالة العملیات الخطیة للولادة والموت (Bacaër، 2017). لھذه ، یولد كل فرد
فردًا جدیدًا واحدًا (للبكتیریا ، ینقسم كل منھا إلى قسمین) مع احتمال ویموت باحتمال  خلال كل فترة زمنیة متناھیة الصغر  في
،  إذا   ،  ، . لدینا بعد ذلك  . ھذا یتوافق مع و  إذا  البیئة 

. و   أو 

    بشكل حدسي ، ترتبط صیغة سرعة الانقراض fact بحقیقة أننا إذا بحثنا عن حل  من النظام (2) الذي یتصرف على النحو 
، نحصل على المعادلة  في حي  مع 

τ > 0

{1, 2, … ,K}eτQ
T

QT

τ → 0

i

ci(pn,i)π
[τ]
n,i(t)ni

∀t > 0∀n ≥ 0∀i(1 ≤ i ≤ K)π
[τ]
n,i(t) → πn,i(t)τ → 0

ω = lim
t→+∞

lim
τ→0

1

t
logπ

[τ]
n,i(t) = lim

τ→0
lim

t→+∞

1

t
logπ

[τ]
n,i(t) := lim

τ→0
ω[τ],

ω[τ] = lim
N→+∞

1

Nτ
logπ[τ]

n,i(Nτ) =
1

τ
log( lim

N→+∞
[π[τ]

n,i(Nτ)]1/N) :=
1

τ
log Ω(τ) .

eδiτuT

Qu = 0uTQT = 0uTeτQ
T

= uT(I + τQT + 1
2 (τQT)2 + ⋯) = uT

∑
i

ui log(eδiτ) = τ∑
i

uiδi < 0 .

Ω(τ) = min
0≤α≤1

ρ(eτQ
T

eατΔ) .

ρ(⋅)

ω[τ] =
1

τ
log Ω(τ) = log[Ω(τ)1/τ ] = log min

0≤α≤1
ρ([eτQ

T

eατΔ]1/τ).

[eτQ
T

eατΔ]1/τeQ
T+αΔτ → 0

ω = lim
τ→0

ω[τ] = min
0≤α≤1

s(Q + αΔ) . (4)

s(Q + αΔ)Q + αΔ

Q + αΔ≥ 0s(Q + αΔ)

ai dtbi dtdt

iq1,i = 1qn,i = 0n ≠ 1ci = ai + bip0,i = bi
ai+bi

p2,i = ai
ai+bi

pn,i = 0

n = 1n > 2δi = ai − bi

fi(t,x)
eωt(1 − x)αϕix = 1x < 1

ωϕi = α δi ϕi +∑
j

Qi,j ϕj,



. ومع ذلك ، فإن ھذا لا یجعل من الممكن فھم قیمة α المناسبة. كما رأینا ، ھذا ھو مما یشیر إلى أن ω ھي قیمة ذاتیة للمصفوفة 
. الذي یقلل مع 

6. عدم المساواة

    (Bacaër، 2017، §2.2) قد لاحظوا ذلك بالفعل

α = 0 ھي دالة مساویة لـ  إذا كانت 
ھذه الوظیفة محدبة إذا كانت Δ مصفوفة قطریة

ھذه الوظیفة حتى محدبة بصرامة إذا  لیست كلھا متساویة.

وبالتالي ھي دالة فوق ظلھا عند α = 0. لقد  . بالإضافة إلى ذلك ، مشتقھا في  كان بالضبط 
فعلنا ذلك

لذلك لدینا الحد الأدنى من ھذه الوظائف خلال الفاصل الزمني 

مع عدم المساواة الصارمة في عدم المساواة الأولى إذا  لیست كلھا متساویة.

: تنفق البیئة في ، بحیث      كمثال رقمي ، ضع في اعتبارك على سبیل المثال حالة بیئتین مع 
ثم الوظیفة  المتوسط   نصف الوقت في كل من ھذه الحالات. إذا كانت معدلات النمو في كلا البیئتین و 

. ، في حین   یتناقص ، لذلك 

    یمكن تفسیر عدم المساواة (5) على النحو التالي. النموذج السكاني بدون العشوائیة الدیموغرافیة ولكن مع التقارب العشوائي البیئي الأقرب
حیث الوظیفة العشوائیة  مع القیم في  في وقت ر یطیع المعادلة  إلى نموذجنا ھو بلا شك النموذج حیث السكان

ویمثل تطور البیئة. نملك

تضمن نظریة ergodic ، من المؤكد تقریبا ،

اذا لدینا

لا تلغي أبدا. سیموت السكان بشكل أسرع من  وبالتالي ھو معدل انقراض النموذج دون العشوائیة الدیموغرافیة ، حتى لو 
نموذجنا.

    على العكس من ذلك ، فإن النموذج السكاني مع العشوائیة الدیموغرافیة ولكن بدون العشوائیة البیئیة الأقرب إلى نموذجنا ھو بلا شك عملیة
. سیموت السكان بشكل الاتصال الزمني المستمر (Méléard، 2016، §4.4) بمتوسط   معدل نمو (أو بالأحرى انقراض) 

أسرع من نموذجنا.

    وبالتالي ، فإن العشوائیة الدیموغرافیة والبیئیة تبطئ إلى حد ما انقراض السكان. (تیرارد وآخرون ، 2016 ، ص 211) یشیر أیضًا إلى أن
"العشوائیة البیئیة یمكن أن تنقذ السكان المتناقصین". من ناحیة أخرى ، یشیر (بریماك وآخرون ، 2012 ، ص 159) إلى أنھ "بشكل عام ،
فإن إدخال العشوائیة البیئیة في نمذجة الدینامیكیات السكانیة یؤدي ، من أجل الواقعیة ، إلى معدلات النمو و أعداد أقل من السكان واحتمالات

أعلى للانقراض ". یحدث العكس في نموذجنا.

Q + αΔ
 s(Q + αΔ)α ∈ [0, 1]

α ↦ s(Q + αΔ)s(Q) = 0

δi

α = 0∑i ui δi < 0α ↦ s(Q + αΔ)

α∑
i

ui δi ≤ s(Q + αΔ) ∀α.

0 ≤ α ≤ 1

∑
i

ui δi ≤ ω < 0 (5)

δi

Q1,2 = Q2,1 = 1u1 = u2 = 1/2
δ1 = −1δ2 = −2

α ↦ s(Q + αΔ)ω = s(Q + Δ) ≃ −1,38∑i ui δi = −1,5

p(t)dp
dt = δθ(t) p(t)θ(t)

{1, 2, … ,K}

p(t) = p(0) exp(∫
t

0
δθ(z) dz).

1

t
∫

t

0
δθ(z) dz → ∑

i

ui δi, t → +∞.

1

t
log p(t) → ∑

i

ui δi, t → +∞.

∑i ui δip(t)

δ = ∑i ui δi



7. الخاتمة

    في الواقع ، لدینا عدم مساواة مماثل في حالة عملیات التفرع في وقت منفصل وبیئة عشوائیة. لنفترض على سبیل المثال أن البیئات یتم
ھو احتمال أن تكون البیئة في حالة  i في كل خطوة زمنیة اختیارھا من عدد محدود من الحالات بشكل مستقل وموزع بشكل متماثل:
. نحن نفترض ، بحیث  ، یتم استبدال كل فرد بـ n أفراد باحتمال . إذا كانت البیئة في الدولة ولدینا
، فإن المعدل الھندسي Ω للانخفاض في احتمال . في الحالة دون الحرجة حیث ذلك 

عدم الانقراض ھو مثل ذلك

(Guivarc'h and Liu، 2001، theorem 1). المصطلح الأخیر على الیمین ھو معدل النمو الھندسي (ھنا من الانخفاض) للنموذج بدون
العشوائیة الدیموغرافیة

 ھي حالة البیئة و  السكان في ذلك الوقت  وھو أیضًا المعدل الھندسي لانخفاض احتمالیة عدم الانقراض في عملیات
. التفرع في بیئة ثابتة (وبالتالي بدون العشوائیة البیئیة) في المتوسط 

، مكتوب اللامساواة (6)     في الحالة 

. ھذا یترجم تقعر دالة اللوغاریتم: 

    إذا كان أكثر عمومیة

یظھر عدم المساواة في (6) قلیلاً كما ھو الحال في القسم 6. نحدد

لذلك تظھر بعض الحسابات ذلك

لقد فعلنا ذلك

.  ھي بالتالي دالة محدبة فوق ظلھا عند α = 0:  و على الفاصل الزمني 

اذا لدینا

إنھ عدم مساواة (6).

    وبالتالي ، فإن الانقراض یكون أبطأ عندما یكون لدینا استوكاستك دیموغرافي وبیئي ، سواء كان النموذج في وقت منفصل أو في وقت
مستمر.

vi > 0
∑i vi = 1ipn,i ≥ 0∑n≥0 pn,i = 1

mi = ∑n≥1 n pn,i < +∞∑i vi log mi < 0

1 > Ω = min
0≤α≤1

(∑
i

vi mα
i ) ≥ exp(∑

i

vi log mi) = ∏
i

mvi

i (6)

p(t + 1) = mθt
p(t).

θtp(t)t = 0, 1, 2 …
m = ∏i m

vi

i

mi < 1 ∀i

1 > Ω = ∑
i

vi mi ≥ ∏
i

m
vi

i  .

log(∑i vi mi) ≥ ∑i vi log mi

∑
i

vi log mi < 0,

h(α) = log(∑
i

vi mα
i ), 0 ≤ α ≤ 1.

h′(α) =
∑i vi mα

i log mi

∑i vi mα
i

, h′′(α) =
∑i<j vi vj mα

i mα
j (log mi − log mj)2

(∑i vi mα
i )2

.

h(0) = 0, h′(0) = ∑
i

vi log mi < 0, h′′(α) ≥ 0

[0, 1]h(α)h(α) ≥ α h′(0)

min{h(α); 0 ≤ α ≤ 1} ≥ h′(0).

min{eh(α); 0 ≤ α ≤ 1} ≥ eh′(0).
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