Sobre la velocidad de extincion de una poblacion en un entorno aleatorio
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resumen

Estamos interesados en la tasa de extincion de una poblacién que vive en un entorno aleatorio gobernado por una cadena de Markov en tiempo continuo. Cada
individuo muere o se reproduce a un ritmo que depende del medio ambiente. Durante la reproduccion, se supone que el nimero de descendientes sigue una cierta ley
de probabilidad que también depende del medio ambiente. En el llamado caso subcritico donde la poblacion ciertamente se extingue, la tasa de extincion se
determina explicitamente. En cierto sentido, la estocasticidad ambiental ralentiza la extincion de la poblacion.
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1. Introduccion

Numerosos estudios de modelacion han estudiado la influencia de la estocasticidad demografica y ambiental en la dindmica de una poblacién. Como se sefialo por
ejemplo (Gaveau et al., 1996; Lebreton et al., 2007), funciona donde la poblacion se trata como un numero real y que utilizan aproximaciones de difusion (Lande et
al., 2003) pueden conducir a resultados inexactos para la tasa de extincién de una poblacion cuando esta extincion es segura. Para que la poblacion siga siendo un
numero entero (Athreya y Karlin, 1971) estudi6 los procesos de conexion en tiempo discreto con un entorno aleatorio estacionario y mostr6 en qué condiciones es
segura la extincion de la poblacion. Como en un entorno constante, podemos distinguir tres casos: supercritico, critico y subcritico. (Cogburn y Torrez, 1981; Bacaér
y Ed-Darraz, 2014) estan interesados en las condiciones de extincion para modelos analogos en tiempo continuo, es decir, para los procesos de nacimiento y muerte
en un entorno aleatorio. . Para el caso subcritico con tiempo discreto y entorno aleatorio, (D'Souza y Hambly, 1997; Guivarc'h y Liu, 2001), entre otros, calcularon la
tasa de extincion, lo que conduce a una distincion adicional de dos sub - esquemas clasificados como altamente y débilmente subcriticos. En tiempo continuo,
(Bacagér, 2017) calculo la tasa de extincion para un proceso lineal de nacimiento y muerte en un entorno aleatorio de Markov; el método consistio en discretizar el
tiempo que se reduciria al caso de (D'Souza y Hambly, 1997), luego hacer que el paso del tiempo tienda hacia 0. Pero este modelo no permitié el nacimiento
simultaneo de varios individuos. El objetivo a continuacion es levantar esta restriccion, es decir, estudiar los "procesos de ramificacion de tiempo continuo"
(Méléard, 2016, §5.4) en un entorno aleatorio, para calcular la velocidad de extincion correspondiente y observe que esta velocidad es menor (en valor absoluto) que
la que podria haber esperado.

En la seccion 2, presentamos nuestro modelo con un entorno que oscila entre los estados K de acuerdo con una cadena de Markov en tiempo continuo. En la
seccion 3, calculamos la tasa de crecimiento d; (positivo o negativo) de la poblacion en el medio ambiente 7 y la proporcion promedio w; del tiempo que el medio
ambiente pasa en estado i . Mostramos en la seccion 4 que la poblacion ciertamente se extinguira si la tasa de crecimiento promedio es negativa, es decir, si

> ui 6; < 0. Luego mostramos en la seccion 5 que, en el caso subcritico donde ) ; u; 6; < 0, la velocidad de extincion w de la poblacion, definida por el hecho de
que la probabilidad de no extincién disminuye a medida que e** con w < 0, viene dado por la férmula

w = min, s(Q + al),

e @ es la matriz que describe las transiciones aleatorias del entorno;
A es la matriz diagonal con las tasas de crecimiento (;);<;<x en diagonal;
* 5(Q + aA) denota el limite espectral, es decir, el valor propio de la mayor parte real de la matriz Q + o A.

Es una generalizacion de la formula obtenida en (Bacaér, 2017) para los procesos lineales de nacimiento y muerte, que no tienen en cuenta los nacimientos
simultaneos. Mostramos en la seccion 6 que

Zui6i§w<0

y que la primera desigualdad es estricta si el §; no son todos iguales La tasa de extincion es menor (en valor absoluto) que la tasa de crecimiento promedio. Por lo
tanto, podemos decir que de cierta manera, la estocasticidad ambiental ralentiza la extincion de la poblacion en nuestro modelo. En conclusion, observamos que una
desigualdad similar se aplica a los procesos de ramificacion en tiempo discreto con un entorno aleatorio: ya estd implicitamente en (Guivarc'h y Liu, 2001).

2. El modelo

Suponemos que el entorno oscila aleatoriamente entre K estados de acuerdo con una cadena de Markov en tiempo continuo. En otras palabras, hay niimeros
Q;,; > Otal que si el entorno esté en estado j, existe una probabilidad Q; ; dt que el entorno cambia al estado i parai # j durante cada intervalo de tiempo
infinitesimal dt. Definimos @ = (Q; ;) la matriz cuadrada con los términos diagonales @ ; = — Ei#j Q; ;- Se supone ademds que la matriz Q es irreducible, lo que
significa que en el grafico orientado a K vértices con un borde dej a i (i # j) Si Q; ; > 0dos picos 4; y iy siempre se puede llegar por un camino 4; hacia i y un
camino de 7o hacia 7;. Entonces existe un inico vector u con

Qu=0, w>0 Vi, Y w=1
i

(Séricola, 2013, p. 152). El componente u; representa la proporcion promedio de tiempo que el medio ambiente pasa en el estado i .

Considere una poblacion de individuos, asexuales o femeninos, que mueren y se reproducen en este ambiente independientemente uno del otro. Si el entorno esta
en el estado i, suponemos que durante cada intervalo de tiempo infinitesimal dt,

e cada individuo se reproduce con probabilidad a; dt con a; > 0.
¢ cada individuo muere con una probabilidad b; dt con b; > 0.

Si el individuo se reproduce, suponga que da a luz » individuos (n = 0,1,2...) con probabilidad g, ;, con 3> /g, ; = 1 Vi.
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Otra forma de ver esto es decir que en el entorno 7, cada individuo experimenta un evento con una probabilidad ¢; dt con ¢; = a; + b; durante cada intervalo de
tiempo infinitesimal d¢. Si ocurre el evento, el individuo es reemplazado por 0 individuo con una probabilidad py; = — {’;b y por #n individuos (n > 1) con
probabilidad p,; = aaT Qn—1,;. Asi tenemos 220:0 Pn,i = 1 Vi. Por lo tanto, es una generalizacion del proceso de (Méléard, 2016, §5.4) en el caso de un entorno

aleatorio. Se supone ademas que

m; = znpn,i < 400 Vi.

n>1

Definimos

y A, la matriz diagonal con (8;)1<i<x en la diagonal

3. Tasas de crecimiento §;

En este modelo, la probabilidad , ; (t) tener una poblacion de tamafio n (n = 0,1,2,...) enel entorno i (1 <14 < K) en el momento ¢ es la solucion del sistema

dm, n+1
d:’l = —neimi(t) +ci Y kpariki Thi(t) + > Qi (t) - (1)
=1 7

De hecho, suponemos, por ejemplo, que hay n individuos en el momento ¢ en el entorno i . Un evento ocurre durante el intervalo de tiempo infinitesimal (¢, ¢ + dt)
y cambia el numero de individuos con una probabilidad del orden de n c; dt. Ademas, podemos terminar con # individuos en el tiempo ¢ + dt si, a partir de &
individuos ( /<k <n + 1) en el tiempo ¢, uno de ellos sufre un evento ( probabilidad ¢; k dt) y se reemplaza por n + I-k nuevos individuos (probabilidad pn41-#.),
porque k — 1 + (n 4+ 1 — k) = n. Finalmente, podemos terminar con » individuos en el entorno i en el momento ¢ + d# si tuviéramos » individuos en el entorno j en
el momento ¢y si el entorno ha cambiado del estado j en el estado i (probabilidad Q;; dt) Con parametros a;, b; y gn i, el sistema también esté escrito

dmy, i
dt

= —n(ai + i) mui(t) + (n+ Dbi ms1i(t) + ai Y kguri Thi(t) + Y Qi Tay(t).-
k=1 7

Tomamos como condicion inicial ny personas (ng > 1) en el ambiente 49, de manera que 7y, ,(0) = 1y m,:(0) = 0 Si (n, i) # (no, 7). Como deberia ser para las
probabilidades, entonces tenemos m,, ;(t) > 0y

> im(t) =1, ¥t>0.
i n=0

Definimos 7™ = (70,15« y MO,Ks - - s T,y -« o s T Ky - - -). S€ VE quUE % = Mmn(t). M es una matriz infinita de la forma
Q| CP, 0 0
0l Q-C+CP 2CPF, 0
0 CP, Q —2C +2CP; 3CPO
0 CPs 2CP, Q-3C+3Ch

C' es la matriz diagonal (¢;)1<i<x ¥ P, la matriz diagonal (pn;)1<i<x. En el caso particular de los procesos lineales de nacimiento y muerte, solo las matrices Py y
P, son distintos de cero: la matriz M es entonces tridiagonal por bloques.

Vamos a presentar las funciones generadoras
o] o]
9i(z) =Y priz", filt,x) = mu(t)a".
n=0 n=0

Observamos que

n=1
y
oo n+l 00 00
DD kpaaikimi(®) @ =Y kmei(t) > Pasiiz”
n=0 k=1 k=1 n=k—1
00 5 afz
= Z kﬂ—k,i(t) :Z:k lgz(m) = gz(m) ) (t7 ilf)
=1 z
Por lo tanto, deducimos de (1) el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
of; of;
3; = ci(gi(z) - m)a—m’ + XJ: Qi fi(t, ). (2)

En el caso particular de los procesos lineales de nacimiento y muerte, tenemos g;(z) = po; + p2; z* y ci(gi(z) — 2) = (z — 1)(a; = — b;).

Tenga en cuenta que la expectativa de la poblacion

ei(t) =Y nma(t) = % (t.1)

es la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, que se obtiene derivando el sistema (2) con respecto a x , tomando x = / y observando que
gi(l) =1:
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Si nos quedamos en el entorno i, la expectativa de la poblacién en el momento ¢ es por lo tanto €% si comenzamos desde un solo individuo en el tiempo ¢ = 0.

El sistema (3) involucra la matriz @ + A. Sin embargo, veremos en la seccidon 5 que la tasa de extincion de la poblacion no siempre viene dada por el valor propio

s(Q + A).

4. Extincion de la poblacion.

Veamos en qué condicion el modelo conduce a la cierta extincion de la poblacion. Para esto, considere la cadena de Markov en un tiempo discreto, cada paso de
los cuales es la duracion entre dos saltos en el medio ambiente. Esta cadena tiene por espacio de estados {1,2,..., K} x [0, +oo[. El primer componente ¢
representa el medio ambiente El segundo componente ¢ representa el tiempo antes de cambiar a otro entorno. Entonces, en lugar de decir que el medio ambiente esta
en el estado 3 Por un periodo ¢, entonces en el estado ¢; Por un periodo ¢;, tenemos la transicion (g, ty) — (i1, ¢1)etc. Ya hemos visto en (Bacaér y Ed-Darraz,
2014, §2.1) que si definimos

Qi =—Qi; Vi,
entonces la distribucion estacionaria de esta cadena de Markov es
Q;u;
i —-Qit
Wiy = —————Qse @t
> i Qju;

Por lo tanto, podemos aplicar los resultados de (Athreya y Karlin, 1971) que se relacionan con los procesos de ramificacion en un entorno de Markov: es casi seguro
que la poblacion se extinguira si y solo si

o0
> / wi¢log(e™) dt < 0,
[ 0
que da, porque [, te @ !dt = (1/Q;)? la condicion
7

Porque &; = ¢;(m; — 1), esto también se puede escribir en la forma Y-, 6; m; < 1, con 6; = ciui /(3 i cjuj). En otras palabras, el nimero "promedio" de
descendientes generados es menor que 1, con pesos para cada ambiente dados por el 6;.

5. La velocidad de extincion

Ahora estamos interesados en el caso subcritico donde ) ; u; §; < 0. En este caso,

Woyi(t) t~>_+>oo Us, ﬂn,i(t) t:go 0 Vn>1.
Estamos tratando de determinar la tasa de extincion de la poblacion:
.1 .
w = tlernoo ?logwn,i(t) , n>11<i<K.

Este limite existe y no depende de n (siempre que n> 1), i o las condiciones iniciales (ng, 49) (Collet et al., 2013, seccidn 4.5). Con nuestra notacion, tenemosw < 0
y la probabilidad de no extincion 1 — >, mo;() = >, 3, T, ;(t) también disminuye exponencialmente hacia 0 con la tasa o.

Como en (Bacaér, 2017, §2.1), el calculo de  utiliza una discretizacion del tiempo, una formula de (D'Souza y Hambly, 1997) para la velocidad de extincion de
los procesos de ramificacion en tiempo discreto con un entorno markoviano , y un pasaje al limite que tiende el paso de tiempo hacia 0.

Asi que discreticemos el tiempo con un pequefio paso de tiempo regular 7 > 0. Imagine que el entorno permanece constante dentro de cada pequefio paso de
tiempo y que las transiciones siguen la cadena de Markov en tiempo discreto sobre el espacio de estado {1, 2, ..., K} con la matriz de transicion er?". Qesla
matriz transpuesta de la matriz Q . La cadena de Markov de tiempo continuo que describe el entorno en nuestro modelo es el limite del proceso descrito
anteriormente si 7 — 0.

Durante cada pequefio intervalo de tiempo de longitud 1, donde el entorno se dice en el estado 4, suponemos que la poblacion sigue el proceso en tiempo continuo
[7]

y entorno constante con los parametros c; y (pn;) de la seccion 2. Nota m, () la probabilidad de tener una gran poblacién n en el ambiente 7 en el tiempo # en este

modelo modificado con un entorno constante en cada intervalo de tiempo de longitud t. Se tiene V¢ > 0, Vn > 0,Vi (1 <7 < K), W[T:—]l(t) — mn,i(t) SiT — 0.
Si la inversion de limites es legitima,

oo 1 PR o1 [y o e ]
o = lim limy logm (1) = iy lim logn (1) = limy o

volvemos al calculo de la velocidad de extincion de un proceso de ramificacion de tiempo discreto en un entorno markoviano porque (con N entero)

1 1 1
M fiy — 7] _ = ; [7] YN\ ._
w™ = lim N logm, ;(NT) = Tlog<NliToo[7T" (NT)] ) : log Q(7) .

N—+oo T st T

La expectativa de poblacion aumenta o disminuye por un factor e%7durante un paso de tiempo t donde el entorno esta bloqueado en el estado i . Tenga en cuenta
queu' es la distribucién estacionaria de la cadena, porque Qu = 0 dado u"QT =0y uTe@ = uT(I +71QT + %(7—QT)2 +--)= u". Esta cadena siempre es
subcritica, segun (Athreya y Karlin, 1971), porque

Z Uu; log(e‘s’T) = TZuiJi <0.
i i
Entonces (D'Souza y Hambly, 1997) y (Bacaér, 2017, §2.1) muestran que la tasa geométrica de extincion de la poblacion viene dada por

. T arA
Qr) = Qi p(e™@ o™ .



p(+) denota el radio espectral de una matriz. Deje que el valor de 7 sea el inverso de un entero. Se tiene
1 i
7] - = _ 1/m _ . QT arAjl/T
w - log Q(7) = log[Q(7)""] = log Jnin, p([e™ e*™2]HT).

La matriz [e’QTe‘"A]l/ T converge a QA Sir 0 (llamada férmula de Lie-Trotter-Kato). Deducimos como en (Bacaér, 2017, §2.1) que la velocidad exponencial

de extincion en tiempo continuo es
_ 1 7 — i
w = lim w Qi 5(Q +ad). (4)
s(Q + aA) es el limite espectral de la matriz @ 4+ aA. Por lo tanto, solo la expresion de la matriz diagonal A cambia en comparacion con (Bacaér, 2017).

Recordemos que todos los elementos fuera de la diagonal de la matriz @ + A estan > 0. En este caso, el limite espectral s(Q + aA) es un valor propio real de
esta matriz. Es el valor propio con la mayor parte real.

La férmula (4) para w es una generalizacion de la obtenida en el caso de procesos lineales de nacimiento y muerte (Bacaér, 2017). Para estos, cada individuo da a
luz a un solo individuo nuevo (para las bacterias, cada uno se divide en dos) con una probabilidad a; dt y muere con probabilidad b; dt durante cada intervalo de

tiempo infinitesimal dt en el ambiente ¢. Esto corresponde agi; = 1y gn; = 0 Sin # 1. Tenemos entonces ¢; = a; + b, po; = w”#, P2 = aaT’ Pni =0Si
n=1lon>2yd =a;—b;.

Intuitivamente, la formula para la velocidad de extincion o esta vinculada al hecho de que si buscamos una solucion f;(t, z) del sistema (2) que se comporta como
e“!(1 — z)%¢; en el barrio de z = 1 con z < 1, obtenemos la ecuacién

wi =adigi+ Y Qijdj,
7

lo que sugiere que o es un valor propio de la matriz @ + a A. Sin embargo, esto no permite comprender qué valor de a es adecuado. Como hemos visto, este es el
que minimiza s(Q + aA) con a € [0, 1].

6. Desigualdad

(Bacaér, 2017, §2.2) ya habia observado que
e a+ s(Q + aA) esuna funcion iguala s(Q) =0sia=0
¢ esta funcion es convexa si A es una matriz diagonal

e esta funcidn es incluso estrictamente convexa si el §; no son todos iguales

Ademas, su derivada en a = 0 fue precisamente Y ; u; §; < 0. o — s(Q + aA) es, por lo tanto, una funcion por encima de su tangente en o = 0. Asi tenemos

aZu,- §; < s(Q + al) Ve

Por lo tanto, tenemos para los minimos de estas funciones durante el intervalo 0 < a < 1
Z U; 6, <w<0 (5)
i

con estricta desigualdad en la primera desigualdad si el §; no son todos iguales

Como ejemplo numérico, considere por ejemplo el caso de dos entornos con Q1 5 = Q21 = 1, de manera que u; = u, = 1/2: el medio ambiente pasa en
promedio la mitad del tiempo en cada uno de estos estados. Si las tasas de crecimiento en ambos entornos sond; = —1y ds = —2, entonces la funcion
a — s(Q + aA) esta disminuyendo, por lo tanto w = s(Q + A) ~ —1,38, mientras que ), u; §; = —1,5.

La desigualdad (5) se puede interpretar de la siguiente manera. El modelo de poblacion sin estocasticidad demografica pero con la estocasticidad ambiental mas
cercana a nuestro modelo es, sin duda, aquel en el que la poblacion p(t)en el momento ¢ obedece la ecuacion % = do(t) p(t), donde la funcion aleatoria 6(¢) es con
valores en {1,2,..., K}y representa la evolucion del medio ambiente. Se tiene

p(t) = p(0) eXP(/Ot (2 d2)-

El teorema ergodico asegura que, casi seguramente,

1 t
?/ 60(;) dz%Zuiéi, t — +o00.
0 i

Entonces tenemos
11 (t) — E 0, t—+
—10 U; 04, Q0.
Z gp i

>, ui 6; es, por lo tanto, la tasa de extincion del modelo sin estocasticidad demogréfica, incluso si p(t) nunca cancela La poblaciéon morira més rapido que en
nuestro modelo.

Por el contrario, el modelo de poblacion con estocasticidad demografica pero sin la estocasticidad ambiental mas cercana a nuestro modelo es sin duda el proceso
de conexion continua en el tiempo (Méléard, 2016, §5.4) con una tasa de crecimiento promedio (o mas bien extincién) 6 = ), u; §;. La poblacion morira mas rapido
que en nuestro modelo.

Asi, la estocasticidad demografica y ambiental frena en cierto sentido la extincion de la poblacion. (Tirard et al., 2016, p. 211) también sefiala que "la
estocasticidad ambiental puede salvar poblaciones en declive". Por otro lado, (Primack et al., 2012, p. 159) sefiala que "en general, la introduccion de la
estocasticidad ambiental en el modelado de la dindmica de la poblacion conduce, en aras del realismo, a tasas de crecimiento y menor niimero de poblaciones y
mayores probabilidades de extincion ”. Lo contrario ocurre en nuestro modelo.

7. Conclusion



De hecho, tenemos una desigualdad similar en el caso de procesos de ramificacion en tiempo discreto y entorno aleatorio. Supongamos, por ejemplo, que los
entornos se eligen entre un niimero finito de estados distribuidos de forma independiente e idéntica: v; > 0 es la probabilidad de que el entorno esté en el estado i en
cada paso de tiempo y tenemos ), v; = 1. Si el ambiente esta en el estado 7, cada individuo es reemplazado por 7 individuos con una probabilidad p,; > 0, de
manera que Y, Pn,i = 1. Suponemos que m; = Y _,~; NPy < +oo. En el caso subcritico donde Y, v; logm; < 0, la tasa geométrica Q de disminucion en la
probabilidad de no extincion es tal que

1>0= 0210321 (Z v; m?) > exp(Z v; logmi) - Hmf 6

(Guivarc'h y Liu, 2001, teorema 1). El ltimo término a la derecha es la tasa geométrica de crecimiento (aqui de disminucion) del modelo sin estocasticidad
demografica.

p(t+1) = mg, p(?).

6, es el estado del medio ambiente y p(t) la poblacion en el momento ¢ = 0,1, 2. .. También es la tasa geométrica de disminucion de la probabilidad de no
extincién en los procesos de ramificacion en un entorno constante (por lo tanto, sin estocasticidad ambiental) de promedio m = [], m;*.

En caso m; < 1 Vi, la desigualdad (6) esta escrita
1>Q:Z'vimi > Hmf’
i i

Esto traduce la concavidad de la funcion logaritmo: log(}~, v; m;) > >, v; logm,.

Si mas generalmente

Z v;logm; <0,
i

la desigualdad en (6) se demuestra un poco como en la seccion 6. Definimos
h(a) = log(Zvimf>, 0<ac<l.
i
Entonces algunos calculos muestran que

>icj Vi vymg m§ (logm; — log m;)?

(Xivimi)?

~v; m&logm,
h’(a):—zlz’ e W(e) =
Uiy

Asi tenemos

h(0) =0, HK(0)=) wvlogm; <0, h"(a)>0

en el intervalo [0, 1]. h(a) es, por lo tanto, una funcién convexa por encima de su tangente en o= 0: h(c) > ah’(0) y
min{h(a); 0 < a < 1} > A/(0).

Entonces tenemos

Es desigualdad (6).

En consecuencia, la extincion es mas lenta cuando tenemos estocasticidad tanto demografica como ambiental, ya sea que el modelo esté en tiempo discreto o en
tiempo continuo.
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