Sobre a velocidade de extin¢io de uma populacao em um ambiente aleatorio

C. R. Biol. 340 (2017) 259—263.
http://dx.doi.org/10.1016/j.crvi.2017.04.002
hal: 01522889

Nicolas Bacaér

Institut de recherche pour le développement
Unidade de modelagem matematica e computacional de sistemas complexos
Les Cordeliers, Paris, Franga
nicolas.bacaer@ird.fr

resumo

Estamos interessados na taxa de extingdo de uma populagdo que vive em um ambiente aleatorio governado por uma cadeia de Markov em tempo continuo. Cada
individuo morre ou se reproduz a uma taxa que depende do ambiente. Durante a reprodugio, supde-se que o nimero de filhos siga uma certa lei de probabilidade que
também depende do ambiente. No chamado caso subcritico em que a populagdo certamente esta extinta, a taxa de extingdo ¢ explicitamente determinada. De certo
modo, a estocticidade ambiental diminui a extingdo da populagéo.
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1. Introducio

Numerosos estudos de modelagem estudaram a influéncia da estocasticidade demografica e ambiental na dindmica de uma populagdo. Como observado por
exemplo (Gaveau et al., 1996; Lebreton et al., 2007), trabalha onde a populagdo ¢ tratada como um ntimero real e que usa aproximagdes de difusdo (Lande et al.,
2003) pode levar a resultados imprecisos para a taxa de extingdo de uma populagdo quando essa extingdo ¢ certa. Para manter a populagdo um niimero inteiro
(Athreya e Karlin, 1971) estudou os processos de ramificagdo em tempo discreto com um ambiente aleatorio estacionario e mostrou em que condigdes a extingdo da
populagdo ¢ certa. Como em um ambiente constante, podemos distinguir trés casos: supercritico, critico e sub-critico. (Cogburn e Torrez, 1981; Bacaér e Ed-Darraz,
2014) estao interessados nas condi¢des de extingdo para modelos analogos em tempo continuo, ou seja, para os processos de nascimento e morte em um ambiente
aleatorio. . Para o caso subcritico com tempo discreto ¢ ambiente aleatorio (D'Souza e Hambly, 1997; Guivarc'h e Liu, 2001), entre outros, calculou a taxa de
extingdo, o que leva a distinguir mais duas sub - regimes qualificados como altamente e fracamente subcriticos. Em tempo continuo, (Bacaér, 2017) calculou a
velocidade de extingdo para um processo linear de nascimento e morte em um ambiente aleatério de Markov; o método consistiu em discretizar o tempo a ser
reduzido ao caso de (D'Souza e Hambly, 1997), entdo, para fazer o tempo tender para 0. Mas esse modelo nio permitiu o nascimento simultdneo de vérios
individuos. O objetivo abaixo é levantar essa restrigdo, ou seja, estudar os “processos continuos de ramificagdo do tempo” (Méléard, 2016, §5.4) em um ambiente
aleatorio, para calcular a velocidade de extingdo correspondente e observe que essa velocidade ¢ menor (em valor absoluto) do que aquela que se poderia esperar.

Na segdo 2, apresentamos nosso modelo com um ambiente que oscila entre os estados K de acordo com uma cadeia de Markov em tempo continuo. Na secéo 3,
calculamos a taxa de crescimento d; (positivo ou negativo) da populagdo no meio ambiente ¢ e a propor¢do média u; do tempo que o ambiente passa no estado i .
Mostramos na se¢do 4 que a populagdo certamente estard em extingdo se a taxa média de crescimento for negativa, ou seja, se Y ; u; §; < 0. Entdo mostramos na
segdo 5 que, no caso subcritico em que Y, u; §; < 0, a velocidade de extingdo w da populagéo, definida pelo fato de que a probabilidade de néo extingéo diminui
conforme e*! com w < 0, é dado pela formula

w = min $(Q +al),

¢ (@ ¢ amatriz que descreve as transigdes aleatorias do ambiente;
o A ¢ a matriz diagonal com as taxas de crescimento (d;)1<i<x na diagonal;
e 5(Q + aA) denota o limite espectral, ou seja, 0 autovalor da maior parte real da matriz Q + a A.

E uma generalizag@o da férmula obtida em (Bacaér, 2017) para os processos lineares de nascimento e morte, que ndo levam em considerag@o os nascimentos
simultdneos. Mostramos na se¢do 6 que

Zui5i§w<0
i

e que a primeira desigualdade ¢é estrita se o d; ndo sdo todos iguais. A taxa de exting&o ¢ menor (em valor absoluto) do que a taxa média de crescimento. Portanto,
podemos dizer que, de certa maneira, a estocticidade ambiental retarda a extingdo da populagdo em nosso modelo. Em conclusdo, notamos que uma desigualdade
semelhante se aplica a processos de ramificagdo em tempo discreto com um ambiente aleatorio: ela ja esta implicitamente inserida (Guivarc'h e Liu, 2001).

2. O modelo

Supomos que o ambiente oscila aleatoriamente entre os estados K de acordo com uma cadeia de Markov em tempo continuo. Em outras palavras, existem
nimeros Q; ; > 0de modo que, se 0 ambiente estiver no estado j , ha uma probabilidade Q; ; dt que o ambiente muda para o estado i parai # j durante cada
intervalo de tempo infinitesimal dt. Nés definimos @ = (Q; ;) a matriz quadrada com os termos diagonais Q;; = — Y, 4 Q;,;- Supde-se ainda que a matriz Q seja
irredutivel, o que significa que no grafico orientado para K vértices com uma aresta de j a i (¢ # j) E se Q;,; > Odois picos i1 e 42 sempre pode ser alcangado por um
caminho ¢; para 32 ¢ um caminho de i3 para ¢;. Existe entdo um nico vetor u com

Qu=0, >0 Vi, Y u=1

(Séricola, 2013, p. 152). O componente u; representa a propor¢do média de tempo que o ambiente gasta no estado 7.

Considere uma populagio de individuos, assexuados ou femininos, que morrem e se reproduzem nesse ambiente independentemente um do outro. Se o ambiente
estiver no estado i, assumimos que durante cada intervalo de tempo infinitesimal dt,

¢ cada individuo se reproduz com uma probabilidade a; dt com a; > 0.
¢ cada individuo morre com uma probabilidade b; dt com b; > 0.

Se o individuo se reproduzir, suponha que ele dé a luz » individuos (n = 0, 1,2...) com probabilidade ¢, ;com ZZ‘;O Qi = 1Vi.


http://dx.doi.org/10.1016/j.crvi.2017.04.002
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01522889

Outra maneira de ver isso ¢ dizer que no ambiente i, cada individuo experimenta um evento com probabilidade ¢; dt com ¢; = a; + b; durante cada intervalo de

tempo infinitesimal dt. Se o evento ocorrer, o individuo serd substituido por 0 individuo com probabilidade py; = — ib‘ e por n individuos (n > 1) com

probabilidade p,; = a“T Gn—1,. Temos assim ZZO:O Pn,i = 1 Vi. Portanto, ¢ uma generalizagdo do processo de (Méléard, 2016, §5.4) no caso de um ambiente

aleatorio. Supde-se ainda que

m; = znpn,i < 400 Vi.

n>1

Nos definimos

e A, a matriz diagonal com (6;)1<;<x na diagonal.

3. taxas de crescimento §;

Nesse modelo, a probabilidade 7, ; () ter uma populagdo de tamanho 7 (n = 0,1,2,...) no ambiente i (1 < ¢ < K) no momento /¢ a solugdo do sistema

dm, n+1
d:’l = —neimi(t) +ci Y kpariki Thi(t) + > Qi (t) - (1)
=1 7

De fato, supomos, por exemplo, que existem n individuos no momento #no ambiente i . Um evento ocorre durante o intervalo infinitesimal (¢, ¢t + dt) e altera o
numero de individuos com probabilidade na ordem de n ¢; dt. Além disso, podemos terminar com # individuos no tempo ¢ + dt se, a partir de k individuos ( /[<k<n
+ 1) no tempo ¢, um deles sofrer um evento ( probabilidade ¢; k dt) e ¢ substituido por n + I-k novos individuos (probabilidade pn+1—k,;), Porque

k—1+ (n+1— k) = n. Finalmente, podemos terminar com » individuos no ambiente i no tempo ¢ + d se tivéssemos 7 individuos no ambiente j no tempo ¢ ¢ se
o ambiente mudou do estado j no estado i (probabilidade Q; ; dt) Com pardmetros a;, b; € gn i, 0 sistema também ¢ gravado

dmy, i
dt

= —n(ai + i) mui(t) + (n+ Dbi ms1i(t) + ai Y kguri Thi(t) + Y Qi Tay(t).-
k=1 7

Tomamos como condigdo inicial ng pessoas (ng > 1) no ambiente 9, de modo a 7, ;,(0) = 1 ¢ 7,,;(0) = 0 E se (n,4) # (no, %). Como deve ser para
probabilidades, temos entdo 7, ;(¢t) > 0 ¢

> im(t) =1, ¥t>0.
i n=0

No6s definimos © = (70,1, -+« y T0,Ks - - - s T 1y« - - s T K - - -). NOS vemos que % = Mwn(t). M ¢éuma matriz infinita da forma
Q| CPy 0 0
0] Q-C+CP 2CP 0
0 CP, Q —2C +2CP; 3CPO
0 CPs 2CP; Q-3C+3Ch

C' ¢ a matriz diagonal (¢;)1<i<k ¢ P, a matriz diagonal (py;)1<i<k. No caso particular dos processos lineares de nascimento e morte, apenas as matrizes Py ¢ P; sdo
diferentes de zero: a matriz M ¢ entdo tridiagonal por blocos.

Vamos apresentar as fungdes geradoras
o0 o0
9i(z) =Y priz", filt,x) = mu(t)a".
n=0 n=0

Nos notamos que

n=1
e
oo n+l 00 00
DD kpaaikimi(®) @ =Y kmei(t) > Pasiiz”
n=0 k=1 k=1 n=k—1
00 5 afz
= Z kﬂ—k,i(t) :Z:k lgz(m) = gz(m) ) (t7 ilf)
=1 z
Deduzimos, portanto, de (1) o sistema de equagdes diferenciais parciais
of; of;
3; = ci(gi(z) - m)a—m’ + XJ: Qi fi(t, ). (2)

No caso particular dos processos lineares de nascimento e morte, temos g;(z) = pg; + pa,; 2% € ¢;(g:(z) — ) = (z — 1)(a; z — by).

Observe que a expectativa da populagao

ei(t) =Y nma(t) = % (t.1)

¢ a solugdo de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias, obtido pela derivagdo do sistema (2) em relago a x , tomando x = ¢ observando que g;(1) = 1:
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Se permanecermos no ambiente i , a expectativa da populagio no momento ¢ é, portanto, e%* se comegarmos de um tnico individuo no tempo ¢ = 0 .

O sistema (3) envolve a matriz @ + A. No entanto, veremos na se¢do 5 que a taxa de extingéo da populagdo nem sempre é dada pelo valor proprio s(Q + A).
4. Extin¢do da populagio

Vejamos em que condigdes o modelo leva a certa extingdo da populagdo. Para isso, considere a cadeia de Markov em um tempo discreto, cada etapa da qual é a
duragdo entre dois saltos no ambiente. Essa cadeia tem para o espago dos estados {1,2,..., K} x [0, 4o0[. O primeiro componente i representa 0 meio ambiente. O
segundo componente ¢ representa o tempo antes de mudar para outro ambiente. Entdo, ao invés de dizer que o ambiente esta no estado ¢y por um periodo t, entdo no
estado ¢; por um periodo ¢y, nds temos a transi¢do (ig,ty) — (i1, t1)etc. Ja vimos em (Bacaér e Ed-Darraz, 2014, §2.1) que se definirmos

Qi=—Qi; Vi,
entdo a distribuigdo estacionaria dessa cadeia de Markov é
Ql ul
wi,t Qz
E Qjuj

Podemos, portanto, aplicar os resultados de (Athreya e Karlin, 1971) relacionados a processos de ramificagdo em um ambiente de Markov: a populagdo quase
certamente estara em extin¢ao se e somente se

o0
> / wi¢log(e™) dt < 0,
—~ Jo
o que d4, porque [;° te % tdt = (1/Q;)?, a condigao
7

Porque §; = ¢;(m; — 1), isso também pode ser escrito no formato >, 6; m; < lcom 6; = ciu;/ (Z] cju;). Em outras palavras, o nimero “médio” de filhos gerados
¢ menor que 1, com pesos para cada ambiente fornecidos pelo 6;.

5. A velocidade de extincao

Agora estamos interessados no caso subcritico em que Zl u; §; < 0. Nesse caso,

Woyi(t) troo Uj, ﬂn,i(t) tjwo Vn > 1.

Estamos tentando determinar a taxa de extingdo da populagao:

.1 .
w = tL11+noo ?logww—(t) , n>1,1<i<K.

Esse limite existe € ndo depende de n (desde que n> 1), i ou das condigdes iniciais (nyg, 4y) (Collet et al., 2013, se¢do 4.5). Com a nossa notagio, temosw < 0 e a
probabilidade de ndo extingdo 1 — >, mo;(t) = >, >, -1 Tn,i(t) também diminui exponencialmente em diregdo a 0 com a taxa .

Como em (Bacaér, 2017, §2.1), o calculo de o utiliza uma discretizagdo do tempo, uma férmula de (D'Souza e Hambly, 1997) para a velocidade de exting¢do de
processos de ramificagdo em tempo discreto com um ambiente markoviano , e uma passagem para o limite que leva o tempo a chegar a 0.

Entdo, vamos discretizar o tempo com uma pequena etapa regular 7 > 0. Imagine que o ambiente permanega constante dentro de cada pequeno intervalo de tempo
o~ . . . . .. T , .
e que as transi¢des sigam a cadeia de Markov em tempo discreto no espago de estados {1, 2, ..., K} com a matriz de transi¢io e™?". QT¢é a matriz transposta da
matriz Q . A cadeia de Markov em tempo continuo que descreve o ambiente em nosso modelo ¢ o limite do processo descrito acima, se 7 — 0.

Durante cada pequeno intervalo de tempo t, em que o ambiente ¢ dito no estado ¢, assumimos que a populagdo segue o processo em tempo continuo e ambiente
constante com os pardmetros ¢; e (p, ;) da se¢éo 2. Nota 7r[T] 5 (t) a probabilidade de ter uma grande populagéo n no ambiente i no tempo ¢ neste modelo modificado

com um ambiente constante em cada intervalo de tempo 1. Nos temos V¢ > 0, Vn > 0,Vi (1 <14 < K), wg]l(t) — 7,i(t) Ese T — 0.

Se a reversao da fronteira for legitima,

_ - [ (4) = - ) — 1 7]
0= Jim, i logm () = lm im, 3 log(0) = ki,

somos levados de volta ao calculo da velocidade de extingdo de um processo de ramificagdo em tempo discreto em um ambiente markoviano porque (com N inteiro)

= L ogal™ L yn) . 1
w NLIEoo N logm, ;(NT) = log( hm [7r (N7 ) = 7_logQ(T).

A expectativa da populagdo aumenta ou diminui por um fator e%” durante uma etapa de tempo T em que o ambiente est4 bloqueado no estado i . Observe queu' é
a distribuigdo estacionaria da cadeia, porque Qu = 0 dadou"QT =0e ue? = u(I+7Q" + %(7'QT)2 +---) = u'. Essa cadeia é sempre subcritica, de
acordo com (Athreya e Karlin, 1971), porque

z u; log(e‘y‘f) = TZ u;0; < 0.
i i
Assim (D'Souza e Hambly, 1997) e (Bacaér, 2017, §2.1) mostram que a taxa geométrica de extingdo populacional ¢ dada por

— QT LarA
Q) = min, p(e™ 7).

p(+) denota o raio espectral de uma matriz. Seja o valor de 7 0 inverso de um niimero inteiro. Nos temos



1 i
[7] _ = _ 1/7 _ . QT arAjl/T
w - log Q(7) = log[Q(7)""] = log Jnin, p([e™ e*™2]HT).
O Matrix [eTQT e”"A}l/ T converge para QA Eser — 0 (a chamada formula Lie-Trotter-Kato). Deduzimos como em (Bacaér, 2017, §2.1) que a velocidade

exponencial da extingdo em tempo continuo €

= lim w7l = mi
w=limw (i 5(Q+ad). (4)

70
s(Q + aA) ¢ o limite espectral da matriz @ + aA. Assim, apenas a expressdo da matriz diagonal A muda em comparagdo com (Bacaér, 2017).

Lembre-se de que todos os elementos fora da diagonal da matriz @ + aA estamos > 0. Nesse caso, o limite espectral s(Q + aA) € um autovalor real dessa
matriz. E o autovalor com a maior parte real.

A formula (4) para o ¢ uma generalizagio da obtida no caso de processos lineares de nascimento e morte (Bacaér, 2017). Para estes, cada individuo dé a luz um
unico novo individuo (para bactérias, cada um se divide em dois) com uma probabilidade a; dt e morre com probabilidade b; dt durante cada intervalo de tempo

infinitesimal dt no ambiente . Isso corresponde ag1; = 1 € gni = 0 E se n # 1. Nos temos entdo ¢; = a; + by, poi = w”j, P2;i = aaT’ pni=0Esen=1ou
n > 26(51‘ =a; — b;.

Intuitivamente, a formula para a velocidade de extingdo o esta ligada ao fato de que, se procurarmos uma solugéo f;(¢, z) do sistema (2) que se comporta como
e*!(1 — z)*¢; no bairro de z = 1 com = < 1, obtemos a equagdo

whi =adigi+ Y Qijdj,
7

0 que sugere que o ¢ um autovalor da matriz @ + o A. No entanto, isso ndo torna possivel entender qual valor de a ¢ adequado. Como vimos, esse ¢ o que minimiza
s(Q + aA) com o € [0,1].

6. Desigualdade

(Bacaér, 2017, §2.2) ja havia observado que
e ar s(Q + aA) éuma fungio iguala s(Q) =0sea=0
¢ esta fungdo é convexa se A ¢ uma matriz diagonal
o esta fungdo ¢ estritamente convexa se o d; néo sdo todos iguais.

Além disso, seu derivado em o = 0 foi precisamente D ; u; &; < 0. @ — s(Q + aA) ¢, portanto, uma fungéo acima de sua tangente em o = 0. Temos assim

aZui 3 < s(Q + al) Ve

Portanto, temos pelo minimo dessas fungdes no intervalo 0 < a <1

com estrita desigualdade na primeira desigualdade se o d; ndo sdo todos iguais.

Como exemplo numérico, considere, por exemplo, o caso de dois ambientes com Q15 = Q2,1 = 1, de modo a u; = uy = 1/2: 0 ambiente gasta, em média,
metade do tempo em cada um desses estados. Se as taxas de crescimento nos dois ambientes forem §; = —1 e 2 = —2, entéo a fungdo o — s(Q + aA) esta
diminuindo, portanto w = s(Q + A) ~ —1,38, enquanto >, u; §; = —1,5.

A desigualdade (5) pode ser interpretada da seguinte maneira. O modelo populacional sem estocastico demografico, mas com estocastico ambiental mais proximo
do nosso modelo, ¢ sem duvida aquele em que a populagdo p(t)no momento ¢ obedece & equagdo % = do(z) p(t), onde a fungo aleatoria 6(¢) estd com valores em
{1,2,..., K} e representa a evolugdo do meio ambiente. Nos temos

ol6) = p(0)exo by ).

O teorema ergodico garante que, quase certamente,

1 t
?/ Jo(z) dzﬁZuiéi, t — +oo.
0 i

Entdo nos temos
Llogp(t) & 3wk, t—+
—lo; u; 65, 0.
p gDp d

>~ ui 6; €, portanto, a taxa de extingéo do modelo sem estocastica demografica, mesmo que p(t) nunca cancela. A populagdo desaparecera mais rapidamente do que
em nosso modelo.

Por outro lado, o0 modelo populacional com estocastico demografico, mas sem estocastico ambiental mais proximo de nosso modelo, ¢ sem divida o processo de
conexdo de tempo continua (Méléard, 2016, §5.4) com uma taxa média de crescimento (ou melhor, extingdo) § = >, u; d;. A populagio desaparecerd mais
rapidamente do que em nosso modelo.

Assim, a estocastica demografica e ambiental de certa forma diminui a extingdo da populacdo. (Tirard et al., 2016, p. 211) também observa que "a estocticidade
ambiental pode salvar populagdes em declinio". Por outro lado, (Primack et al., 2012, p. 159) observa que “em geral, a introdugio da estocastica ambiental na
modelagem da dindmica populacional leva, por uma questdo de realismo, a taxas de crescimento ¢ menor nimero de popula¢des e maiores probabilidades de
extingdo ”. O oposto ocorre em nosso modelo.

7. Conclusao

De fato, temos uma desigualdade semelhante no caso de processos de ramificagdo em tempo discreto e ambiente aleatdrio. Suponha, por exemplo, que os
ambientes sejam escolhidos entre um niimero finito de estados, independentemente e identicamente distribuidos: v; > 0¢ a probabilidade de o ambiente estar no
estado i em cada etapa do tempo e temos Zz v; = 1. Se o ambiente estiver no estado ¢, cada individuo ¢ substituido por » individuos com probabilidade p,; > 0, de



modo a ano Pn,i = 1. Supomos que m; = 2@1 N pni < 4-00. No caso subcritico em que ), v;logm; < 0, a taxa geométrica Q de diminui¢io da probabilidade
de ndo extingao € tal que

— 1 . o . . P Vi
1> Q—Orilglgll(zi:vlmi) > exp(zi:vllogml) —Hmi (6)
(Guivarc'h e Liu, 2001, teorema 1). O ultimo termo a direita ¢ a taxa geométrica de crescimento (aqui de diminui¢do) do modelo sem estocastica demografica

p(t +1) = mg, p(t).

0; ¢ o estado do meio ambiente e p(t) a populagdo no momento ¢t = 0,1,2... E também a taxa geométrica de diminuigio da probabilidade de nio extingdo nos
processos de ramificagdo em ambiente constante (portanto sem estocastica ambiental) de média m = [, m}".

Dentro do estojo m; < 1 Vi, a desigualdade (6) ¢é escrita
1>Q:Zv,‘mi > Hmf
Isso traduz a concavidade da fungdo logaritmo: log(}; vim;) > 3, v; logm,.

Se mais geralmente

Z v;logm; < 0,
i

a desigualdade em (6) ¢ demonstrada um pouco como na se¢@o 6. Definimos

h(a) _log(Zvim?>, 0<a<l.

Entao, alguns calculos mostram que

; vy mg' 1 i
e

B e vivimg m (logm; — logm;)?

(i vimg)?

Temos assim

h(0) =0, K(0)=> vilogm; <0, h'(a)>0

i

no intervalo [0, 1]. h(a) é, portanto, uma fun¢do convexa acima de sua tangente em o= 0: k() > ah’(0) e
min{h(a); 0 < a < 1} > K(0).

Entdo nos temos

E desigualdade (6).

Consequentemente, a extingdo ¢ mais lenta quando temos estocastica demografica e ambiental, seja 0 modelo em tempo discreto ou em tempo continuo.
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