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Abstract

This paper describes change of basis algorithms for symmetric polynomials. We consider
below the three usual following bases : monomial forms, symmetric elementary and Newton
polynomials. The originality consists in retaining only one representative of the orbit to make the
computations. It is a crucial point if we realize that one orbit can contain commonly hundreds
of terms. We implemented these algorithms in FRANZLISP with an interface MACSYMA.

INTRODUCTION

Une fonction est dite symétrique, si elle est invariante par toute permutation de ses variables.

Une difficulté apparente de manipulation des fonctions symétriques est le caractere exponentiel des
groupes symétriques (n! éléments).

L’algebre des polynomes symétriques possede entre autres bases les fonctions symétriques élémentaires
et les fonctions puissances.

Nous présentons ici des algorithmes de décomposition d'un polynome symétrique dans chacune de
ces deux bases qui évitent ce caractere exponentiel. Pour aboutir a cela il a fallu travailler sur des
représentations contractées des polynomes, consistant a ne conserver qu’'un élément par orbite.
L’ensemble de ces algorithmes, implantés en Franzlisp, constituent un sous-module de MACSYMA que
j’ai nommé SYM.

Comme les coefficients d’un polynome sont des fonctions symétriques de ses racines, ces algorithmes
peuvent déboucher sur la manipulation des racines d’un polynome et éviter I’explosion des calculs.
Les algorithmes sont suffisamment performants pour pouvoir calculer des résultants en des temps du
méme ordre de grandeur que la méthode classique.

1 Définitions et notations

Soient k un corps, R, 'anneau k[zi, s, ...,x,] des polynomes a coefficients sur k en les variables
T, X, ..., T, et X la multivariable (xq, zo, ..., z,).

Pour tout élément o de S,, (le groupe des permutations d’ordre n) et toute suite T', (1, ts, ..., t,), on
notera o(T) la suite (to(1), to2), - - tom))-

Un polynéme P de R, est dit symétrique , si pour tout élément o de S,,, P(X) est égal a P(o(X)).
L’algebre des polynomes symétriques de R,, apparait alors comme l’ensemble des invariants R>".

Introduisons maintenant quelques notations pour les fonctions symétriques (voir [Macdonald]) :
Soit I une suite finie (iy,14s,...,4,) d’entiers positifs ou nuls. On définit le monome X! comme le



produit ai'z% .. .xin. Sidy >y >4, , I est appelée une partition. Cette notation des partitions

est indépendante du nombre de zeros. Les parts de I sont les ix non nuls. La longueur lg(I) de I

est le nombre de ses parts. Si ay,...,a, sont les parts distinctes de [ avec a1 > as > -+ > q, et
Mays - - -, Mg, leur multiplicité (i.e. leur nombre d’occurences dans I) respective dans I, on notera
s o . m, m, m . . .

également la partition I : (a3 “ay...aq ?). A une partition [ on associe la forme monomiale

M;(X), somme des monomes de I'orbite de X! sous l'action de S, :

My X)= > Xx°0
o0€Sn/G(I)

ou G(I) désigne le stabilisateur de I sous 'action de S,,. Si la partition I est de longueur strictement
supérieure & n, le nombre de variables, on conviendra que M;(X) est nulle.
Les formes monomiales forment trivialement une base de R".

La forme monomiale M;iy(X) est la i fonction symétrique élémentaire . On la note ¢;(X), avec
les conventions ey = 1 et e; = 0 pour ¢ > n. Les fonctions symétriques élémentaires forment une
base de I'algebre R5». Si I'on considére un polynome unitaire en z de degré n, et X l'ensemble de
ses racines, le coefficient de z* est (—1)%e;(X).

Les formes monomiales py = n et p;(X) = S, cx 7%, ol 7 est un entier strictement positif, sont les
fonctions puissances sur X. Elles forment également une base de 1’algebre R>.

2 Le probleme

Nous voulons réaliser les opérations élémentaires de 1’algebre R>» et donner deux algorithmes décomposant
un polynome symétrique sur la base des fonctions symétriques élémentaires et sur celle des fonctions
puissances. Confrontés a un probleme d’espace, nous coderons les polynomes symétriques pour ne
travailler qu’avec un seul monome par forme monomiale (cf. paragraphe 3). Le point fondamental
consiste alors en la formule permettant de calculer le produit de deux formes monomiales (lemme

du produit, voir paragraphe 5). Le passage des fonctions symétriques élémentaires aux fonctions
puissance, et sa réciproque, sont donnés par les formules classiques de Girard-Newton [Girard]. On

les trouve également, ainsi que d’autres, dans [Macdonald, ch.2].

3 Représentation des données

Un polynome symétrique s’écrit naturellement comme combinaison linéaire sur k£ de formes monomi-
ales. Il peut donc étre codé par une liste de partitions adjointes d’un coefficient élément de k. Soit
I une partition. Les deux représentations, (iy,...,4,) et (a; " ...aq *) de I induisent deux codages.
Avec la premiere on dira que le polynome est partitionné de type 1. Par exemple le polynome
P(X) =3 M2,0,0)(X) + 5 M1,1,0)(X) est codé par la liste ((3, 2, 0, 0), (5, 1, 1, 0)). Avec la seconde,
I est codé par la liste (ay,mg,, G2, May, - - ., Qn, My, ). Notre polyndome p sera alors codé avec la liste
((3,2, 1), (5,2, 1)). Un polynome ainsi codé sera dit partitionné de type 2. C’est la représentation
partitionnée de type 2 qui est utilisée pour I'implémentation des algorithmes de changements de
bases ELEM et PUI que nous décrirons ici.

On peut ainsi obtenir ainsi un gain de place pouvant aller jusqu’a I’exponentielle de 'ordre n du
groupe symétrique.



4 Ordres

Nos algorithmes, ELEM et PUI, font intervenir des décroissances d’ordres pour, d’'une part, ne ja-
mais faire le méme calcul deux fois, et d’autre part, s’assurer de leur convergence. Pour cela nous
considérons deux suites finies d’entiers v = (u;)1<i<n €t v = (V;)1<i<n.

4.1 Ordre lexicographique : <

Il sera associé a la décomposition en les fonctions symétriques élémentaires. On dit que u est inférieur
a v pour ’ordre lexicographique, noté ici u < v, 8’il existe un entier k compris entre 1 et n tel que uy
soit strictement inférieur a vy, et que pour tout entier p inférieur a k on ait u, = v, .

Cet ordre définit naturellement la notion de suite ordonnée lexicographiquement pour les suites
produits u X v = ((Up, Vp))1<p<n-

Restreint aux partitions de N™ il induit également un ordre total sur les formes monomiales de R>» :
My < Mysil<J.

Remarque : Les plus petites formes monomiales pour cet ordre sont les fonctions symétriques
élémentaires avec : 61 < ey < --- < €, .

4.2  Ordre des longueurs : <,

Il sera associé a la décomposition en les fonctions puissances. On dira que u est inférieur a v pour I’
ordre des longueurs si lg(u) < lg(v) ou si lg(u) = lg(v) et u < v. On notera alors u <, v.

Remarque : Les plus petites formes monomiales pour cet ordre sont les fonctions puissances avec :
b1 <lg b2 <lg e <lg Pn <lg

5 Produit de deux formes monomiales

C’est la formule calculant ce produit qui va permettre de réaliser nos manipulations en conservant le
codage, que nous avons appelé partitionné, évitant ainsi I’explosion exponentielle des développements.
Soient u = (u;)1<i<n €t v = (v;)1<i<n deux n-uplets.

Le partition engendrée par une permutation de u sera notée P(u). Désignons par u X v et u + v les
suites ((u;, v;))1<i<n €t (u;+v;)1<i<n respectivement. On dira que ux v est dans 1’ ordre lexicographique
sur (N?)" si pour tout 1 <4 < n ou u; > u;;1, ou bien u; = u;41 et v; > viy1.

On définit 'action de S,, sur les n-uplets de couples de la maniere suivante :

Sy x (N?)" —  (N?)"
(0, (c1,-..,6n)) = (Cor)s-- - Comm))

ol pour ¢; = (a4, ;) on a ¢y = (Go(s)s bo(i))-

Le lemme du produit : Soit X la multivariable (xy,...,x,). Pour toute partition J et K on
a:
M;(X)Mg(X) = > L Mpyin(X) (1)
LeAd(J,K)

ov Ad(J,K) ={o(K) | 0 €S5,, Jxo(K) estdans l'ordre lexicographique} et cy est un entier
qui peut se calculer de deux maniéres :

o Soit P(J+L) = (A[™ A2 ... A\ ). Soit i compris entre 1 et q. Les my, parts \; de P(J+ L)
résultent de la somme d’une sous-suite u;(J) de J et d’une sous-suite u;(L) de L. En désignant



par ¢;(J) (resp. ci(L)) le cardinal de Uorbite de w;(J) (resp. wi(L)) sous laction de Sy, . il

vient :
q

cL = f[lci(J) = [[a(L). (2)

i=1
e La seconde éqalité est donnée par le quotient de deux cardinaux de stabilisateurs :

#G(J+ L

o= 2O L) 3)
#G(J x L)

L’identité (2) mieux adaptée a l’algorithme ELEM nécessitera une représentation partitionnée de type

2 et la (3) proposée par Daniel LAZARD est utilisée dans le module SYM pour le produit de deux

polynomes symétriques.

Remarques : K est dans l'ensemble d’admissibilité Ad(J, K) puisque J x K est ordonnée lexi-
cographiquement et P(J + K) est égale a J + K puisque J et K sont des partitions.

Propriété 5.1 P(J + L) <jer J + K pour tout L dans Ad(J, K).

En effet, J et K étant deux partitions, on peut utiliser le lemme suivant :

Lemme : Soient deuz partitions I = (i1, ...,i,) €t J = (J1,...,Jn) , €t s et t deur permutations de
Sn, alors P(I + J) est supérieur a P(s(I)+t(J)) relativement a l'ordre lezicographique.

Démonstration par récurrence sur n : Pour n = 1, c’est clair. Sinon on regarde le maximum des
is(k) T Jik) POUr k variant entre 1 et n, atteint disons pour I'indice ¢. De deux choses I'une : Ou bien
ce maximum est strictement inférieur a i; + ji, et alors la conclusion est assurée ; ou bien il est égal
a i1 + Ji, et alors iy = i4q) et j1 = jiyg- On considere alors les deux suites ordonnées (is, ....,4,) et
(42, .-, Jn), €t leurs permutations : sy, ..., is(n) €t Ji1), ----, Jem) OU ON a enlevé respectivement iy (g
et jyq- Par hypothese de récurrence on conclut.

Propriété 5.2 Le coefficient cx associé a K est égal a 1.

On prend J = (J1,...,7n) et K = (k1,...,k,). Comme le coefficient associé a J est le quotient de
#G(J + K) avec #G(J x K), et que #G(J + K) > #G(J x K), pour qu'il soit égal & 1 on doit
montrer 'inégalité inverse, ou ce qui revient au méme, que 1’égalité de deux parts de J 4+ K entraine
I'égalité des deux parts de J x K qui les ont engendrées. Si on a j, + k, = j, + k, avec ¢ < r, ou
bien k, = k, ou bien k; > k, puisque K est une partition. Le premier cas implique que j, = j,.
Et le deuxieme viendrait de j, < j,, ce qui est exclu puisque J est une partition. On voit ainsi que

(jqa kq) - (j?”a kr)
Propriété 5.3 J , K <., P(J + L) pour toute suite L de Ad(J, K).

Ceci est totalement évident pour J, et aussi pour K par symétrie.

6 Décomposition en les symétriques élémentaires

Soit P un polynéme de R5™ de degré d. Notons p le plus petit des deux nombres d et m. Il s’agit
de construire le polynéme f de p variables sur k, tel que :

P(xy,29,...,2m) = f(e1(X), ..., e,(X))



6.1 Principe de la décomposition

Pour réaliser cette décomposition on regarde le lemme du produit énoncé précédemment. On en
déduit ainsi les formules (4) et (5) permettant de réécrire une forme monomiale avec d’autres stricte-
ment plus petites pour 'ordre lexicographique. Or on obtient exactement la regle dont on a besoin
puisque toute fonction symétrique élémentaire minore pour cet ordre toute forme monomiale non
symétrique élémentaire.

Soit I une partition de longueur non nulle. Pour toute décomposition de I en somme non triviale
J + K de partitions de longueurs non nulles, on a d’apres le lemme du produit et la propriété 5.2 :

My=MxM;— > ¢ Mpyir (4)
LeAd(J,K)

ou Ad*(J, K) = Ad(J, K)\{K} et dont tout élément L vérifie, d’apres les propriétés 5.1 et 5.3 :
J <iew P(J + L) <tex 1. (5)

A partir de la formule (4) on voit se dessiner au moins deux stratégies. La premiére que nous décrivons
ci-dessous est une méthode linéaire et la seconde serait une méthode dichotomique ou chaque part
ip de I serait divisée comme suit :

i
Jp = kp = ap si 1, paire
: ip o :
Jp=k,—1= L§J si i, impaire

Dans les deux cas il est essentiel de ne décomposer chaque partition qu’une seule fois.

6.2 L’algorithme linéaire

Considérons le polynome symétrique P que l'on désire décomposer. Pour éviter de décomposer
plusieurs fois la méme forme monomiale, on ordonne P dans 'ordre lexicographique décroissant sur
les formes monomiales qui le constituent. Soit M; sa forme monomiale dirigeante affectée de son
coefficient ¢ dans k. Notons n la longueur de la partition I : (i1, 42, ..., 95, 0,0, ...,0). Si M n’est pas
déja symétrique élémentaire, on peut ’écrire comme la somme de J = (iy — 1,iy — 1, ...,43,, — 1) et de
K = (1") (i.e Mg = e,). La décomposition (4) devient alors :

My=e,M;— > ¢ Mpyyn (6)
LeAd*(J,K)

ot le second membre, Q(M;), est considéré comme un polynéome de kle,][x1, zo, ..., 7,,]5™. On rem-
place P par P1, somme de P — cM; avec cQ(Mj), que 'on ordonne comme P. Les inégalités (5)
assurent que les formes monomiales de P1 sont strictement plus petites que M. Il suffit maintenant
de réitérer ce processus en considérant que les coefficients sont dans l'anneau kleq, . .., e,]. L’ordre
lexicographique étant un bon ordre le processus s’arréte lorsque la forme monomiale de téte est une
fonction symétrique élémentaire (voir la remarque sur 1'ordre lexicographique).

Remarque : Dans ce cas particulier le calcul du produit d’une forme monomiale avec une fonction
symétrique élémentaire est réalisable par un algorithme, MULTELEM (voir 6.2.2), qui

e ne commence jamais a construire une solution qui s’avererait ne pas appartenir a I’ensemble
admissible Ad(J, K) et qui serait alors éliminée en cour de calcul ;

e permet de ramener le polyndéme, membre droit de (4), déja ordonné dans I'ordre lexicographique
avec I en téte qu’il sera alors aisé de retirer.



6.2.1 Algorithme ELEM

On suppose que e; prend la valeur ei. Le symbole x entre un élément d de k[ey, ..., ¢,] et un polynéome
symétrique exprimé sur la base des formes monomiales signifie que ’'on multiplie tout les coefficient
du polynoéme par d.

définition : ELEM
Départ
LIRE(P)
ORDONNER(P) dans 1’ordre lexicographique décroissant.
DECOMPOSER (P)

définition : DECOMPOSER(P)
P est un polyndme symétrique trié dans 1l’ordre lexicographique décroissant.
M est sa forme monomiale de téte,et c son coefficient dans kley,...,€p).
SI M; est une fonction symétrique élémentaire
ALORS RENDRE P en remplaceant chaque M par epy).
SINON
Q := DECOMP(M;)x ¢
P := SOMME(Q,P-cxM;, lexico)
DECOMPOSER (P)

définition : SOMME(P1,P2,ordre)
P1 et P2 étant 2 polyndmes rangés suivant 1’ordre décroissant,
on raméne leur somme de nouveau rangée dans 1l’ordre décroissant.

définition : DECOMP(M;)
Soient J la partition obtenue en enlevant 1 & chaque part de I,
n la longueur de I.
R := MULTELEM(M,n)
R’ := M[‘R
RAMENER( R’ + enxM; )

D’apres la remarque précédente, R est ordonné dans 'ordre lexicographique décroissant. Comme
pour chaque L dans Ad*(J,K) on a P(J 4+ L) <jer I, M; est en téte de R, et R’ est facile alors &
récupérer. Les inégalités J <., P(J+ L) permettent de constater qu’il suffit de mettre M; en queue
de R’ pour que Q(M;) soit ordonné dans I'ordre lexicographique décroissant.

6.2.2 Description de MULTELEM

Soient J et K les partitions de l'algorithme linéaire. Nous raffinons, tout d’abord, la contrainte
d’admissibilité du lemme du produit, dans ce cas ou Mg = e,.

Etendons aux suites la notation (ai"'...a""), réservée habituellement aux partitions, qui signifiera
ici que les m, premiers éléments sont égaux a a;, que les moy suivants sont égaux a as et ainsi de

suite.

Propriété 6.1 Soit L une permutation de K ou My est une fonction symétrique élémentaire. La
suite L est admissible (i.e. dans Ad(J, K)) si et seulement si P(J + L) est égale a J + L.

En effet si J = (af™ ... aZW), comme les parts de K sont 0 ou 1, les suites admissibles sont celles du
type :

(1mQmi—mgnzgme=nz | niQgmiene o ta(ma e ne(nbedng)y



tel que n; soit un entier naturel compris entre 0 et m; et que n — (ny + - - - + n,) soit positif ou nul.
Ainsi chaque part j, + [, d'une suite J 4+ L ou L est admissible, ne peut-étre qu’inférieure ou égale
a la part j,_1 + [, qui la précede, si elle existe. Soit P(J + L) = J + L. Inversement on ne peut
avoir P(J + L) = J + L si L n’a pas la forme que nous venons de donner.

Maintenant pour réaliser le produit e, M, on construit les diagrammes représentatifs [Macdonald,
p.1] de toutes les partitions P(J + L), ou L € Ad(J, K), de la maniére suivante : on rajoute n cases
dans le diagramme de J sans jamais en mettre deux sur la méme ligne (toutes les parts de K valent
1 ou 0) et de sorte que le diagramme final représente bien une partition qui est ici la contrainte
d’admissibilité dans Ad(J, K).

En remplissant d’abord les lignes représentant les plus grands exposants, on obtient les plus grandes
partitions J + L en premier et on peut tronquer les calculs afin de ne pas dépasser m le nombre
de variables. Ceci justifie le fait que le polynome symétrique R de DECOMP soit ordonné dans 1’ordre
lexicographique décroissant.

Les coefficients ¢, sont alors calculés au fur et & mesure de la construction a 1’aide de I’égalité (2) du
lemme du produit.

6.2.3 Exemple : réduction d’une fonction puissance

Décomposons le polynoéme symétrique P(X) = p3(X) en suivant 1'algorithme ELEM. Pour plus de
clarté nous restons sur la base des formes monomiales au lieu de prendre des représentations parti-
tionnées de type 2 et nous évitons les troncatures dues au dépassement de cardinalité en supposant
que X a au moins 3 variables. Au départ

P(X) = M@)(X).

Avec MULTELEM appliquée a J = (2) et e; on obtient M3 = e1M(9) — M(21). Ce qui donne pour Q
-M21) + e1 M2y et P est remplacé par :

—M(g,l) + €1M(2).

La forme monomiale de téte de P est a présent M, 1) et son coefficient est -1. En appliquant MULTELEM
a J = (1) et ey on obtient : M1y = eaMuy —3Mq,1,1). Ainsi Q est égal a 3 M11) — e2M1) et P est
remplacé par :

exMgy + 3 M11,1) — eaMy).
On continue : Comme M) = ey M1y — 2M 1), P est remplacé par :
3M(1,1,1) - 261M(171) + (—62 + Gf)M(l)

Comme My ;1) est une fonction symétrique élémentaire les autres formes monomiales a décomposer
dans P le sont également. En remplacant chaque M; par e,y ) dans P on obtient finalement :

p3 = 3e3 — 2e1e5 + (—ey + €2)e; = €3 — 3ejen + 3es

6.2.4 Comparaison avec la méthode de Waring

Nous comparons ici la fonction ELEM et celle liée & la méthode de Waring [Dubrueil] écrite en Macsyma
dans le livre [S,D,T] portant sur un alphabet de 3 lettres. La méthode de Waring utilise la forme
développée des polynomes symétriques et non sa représentation partitionnée. Une des raisons de
I’écart de temps entre les deux méthodes est le fait que méme si par la méthode de Waring on trouve

des le départ le monome de kley, . . ., e,] qui comporte la plus grande forme monomiale du polynéme
symétrique que 'on réduit, une fois construite on la développe pour la soustraire a ce polynome. On
remarque que ce monome de kley, . . ., €] serait celui obtenu si la fonction DECOMP de ELEM ne rendait
que e, M;.

La comparaison porte sur les fonctions puissances par variation de d, la puissance :



d | WARING | ELEM
12| 2mn 37s 24 s
15| 8 mn 18 s 99 s
18 | 18 mn 48 s 2 mn
20 31 mn 3 mn
21 39 mn 3 mn 42

Si le cardinal de 'alphabet augmente 1’écart de temps s’amplifie avec le caractere exponentiel de son
groupe symétrique.

La place prise par les polynomes dans Waring empéche la résolution de certains problemes comme
celui proposé par P. Cartier (voir plus loin) faisant intervenir des orbites de cardinalité 7!.

7 Décomposition en les fonctions puissances

Soit R = Z[xy,..., 2] et P € RS de degré d. 1l s’agit de construire le polynome F de Q[x1, o, ..., 74]
tel que :

P(X) = F(pi(z), p2(X), ..., pa(X))

Dans la pratique si p = inf(m,d), P s’écrit en fonction des p premiéres fonctions puissances. Ceci
résulte de la dépendance algébrique des fonctions puissances d’ordres strictement supérieures a m en
fonction des m premieres.

7.1 Principe sur les formes monomiales

Le procédé, identique a celui utilisé pour les fonctions symétriques élémentaires, est fondé sur la
décroissance suivant ’ordre des longueurs dont les formes monomiales minorantes sont les fonctions
puissances (cf. paragraphe 4.2), et sur 'utilisation du produit de deux formes monomiales.

Soit I une partition (iy,...,%,) de longueur n non nulle. On désigne par o, la transposition entre
le premier et le p?®™¢ élément. Soit 7 un entier quelconque compris entre 1 et n. Nous utilisons
le lemme du produit avec K et J les partitions (i,) (i.e. Mg = p;.) et (i1, Gp1,0r11y -y 0m)
respectivement, obtenant ainsi I = P(J + am(K )) avec ¢, (k) = m;, (I) et donc :

= 22 Cog(K) MP(J10y(k))

i
M= (D ’ v

ou la sommation est étendue a tout les entiers g compris entre 1 et m — 1 tels que 7,1 > 44, qui est
ici la contrainte d’admissibilité.

Comme pour tout entier ¢ inférieur am—1onalg(l)—1=1g(J) = lg(P(J+0,(K))), la décroissance
stricte suivant 'ordre des longueurs est assurée :

J <y P(J+0,(K)) <y 1.
Propriété 7.1 : Sir =1 alors pour tout entier q de la sommation on a : ¢y (x) = 1.

Preuve : Par convention 0! vaut 1. Nous utilisons 1'égalité (3) du lemme du produit donnant les
coefficients ¢, (k). Dans le cas ou r = 1, pour chaque permutation o, de la sommation on a :

P(J + 0,(K)) = (41 + ig, 02,93, ..., lg—1,g+1,- - -, im). Comme la part iy + ¢, est strictement plus
grande que les autres et que i,y > 7,4, le cardinal du stabilisateur de P(J + o(K)) est donné par :

#G(P(J +04(K))) = 1 (my, — D!mg,—y!lma,—o)! .. (ma,_ ) (i, — DN mg,—1))! .. mel.

Par ailleurs, comme J + 0,(K) = ((i2,0), (43,0), .. ., (¢4-1,0), (g, 1), (4441, 0), . . ., (¢m,0)), on conclut
en constatant 'égalité de #G(P(J + 04(K))) et de #G(P(J x 0(K))) qui est égal a

(mil — 1)!mi1_1! Ce (miqfl)!l!(miq — 1)‘(m(lq_1))' Ce m()!.



7.2 Algorithme PUI

Comme pour la réduction en les fonctions symétriques élémentaires on réalise le produit d’une forme
monomiale par une fonction puissance avec un algorithme, que je nomme MULTPUI, adapté a ce cas
particulier de produit de formes monomiales. Il est implanté dans le cas r = 1 pour lequel tout les
coefficients sont égaux a 1 (cf. propriété 7.1) et qui permet d’obtenir aisément les partitions P(J+ L)
admissibles rangées suivant ’ordre des longueurs décroissant.

L’algorithme PUI décomposant un polynome symétrique en les fonctions puissances découle de ce qui
précede et se calque sur celui donné pour les fonctions symétriques élémentaires en :

e substituant 'ordre des longueurs a 1’ordre lexicographique
e substituant MULTPUI a MULTELEM

e remplagant le test d’arrét sur une fonction symétrique élémentaire par celui sur une fonction
puissance

e remplagant Q := DECOMP(M)xc par Q := DECOMP(M;)*c/m;,.

8 Applications

Une premiére application est la solution d’un probléeme proposé par Cartier. La seconde découle d'un
autre proposé par Barrucand. Nous ne donnons pas ici les méthodes utilisées pour réaliser ce type de
calculs. Elles feront 'objet d'un autre article relatif aux problemes d’élimination. Les exécutions ont
été réalisées sur le VAX 780 du LITP, en utilisant MACSYMA et des programmes écrits en FRANZLISP
inclus dans le module de manipulation de fonctions symétriques, SYM.

8.1 Probleme de Cartier

On se donne le polynéme z” — 7x + 3 dont les racines sont 1, Zs, ..., 7 et on cherche le polynome de
degré 35 dont les racines sont les sommes 3 a 3 des x;.

Ce probleme fait intervenir des polynomes symétriques de degré 35 a réduire ou bien avec ELEM ou
bien avec PUI. Les temps d’éxécutions sont de 2mn 30 avec PUI et de 27 mn avec ELEM.

Remarque: L’'utilisation des fonctions puissances s’est avérée bien plus efficace que celle des fonctions
symétriques élémentaires. Et ceci, aussi bien pour ce qui est de la complexité en temps et en espace,
que pour la combinatoires liée a ce probleme. Il semblerait que cette constatation soit d’ordre général.

8.2 Probleme de Barrucand

Le calcul d'un discriminant dépendait du probleme suivant : Etant donnés les polynomes

Px) = 2°—eja*+epa® —esa® +esw — e
Q(r) = —552" +52e12” + (—40eq — 2¢})2® + (64ez — 16¢1e5 + 4€)x
— 6dey + 16€5 — 8efey + ef,

on cherche a calculer le produit S = Q(z1)Q(22)Q(x3)Q(x4)Q(x5), ol 1, xo, T3, T4, T5 sont les racines
de P.

On peut obtenir S comme le résultant de P et () en z. On peut également le voir comme la cinquieme
fonction symétrique élémentaire en les Q(x1), Q(x2), Q(z3), Q(z4), Q(x5). Ce calcul peut se faire en
passant par les fonctions puissances et nécessite 78 secondes dont 7 de “garbage collector”, alors
que l'utilisation du résultant de MACSYMA donne le résultat en 77 secondes dont 13 de “garbage



collector”.

Ce calcul permet de constater :
1. Defficacité des fonctions puissances, méme pour obtenir les fonctions symétriques élémentaires

2. lefficacité des algorithmes de manipulations des fonctions symétriques qui n’est pas tres loin
de celle du résultant.
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