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RESOLUTION REELLE DE SYSTEMES POLYNOMIAUX FLOUS
PHILIPPE AUBRY, JEREMY MARREZ, ANNICK VALIBOUZE

RESUME. Cet article présente un algorithme efficace appelé SolveFuzzySystem, ou SFS, per-
mettant de trouver les solutions réelles des systemes algébriques dont les coefficients sont
des nombres flous a support fini et de fonctions de dispersion bijectives. Les solutions réelles
d’'un tel systeme sont déduites des solutions de systemes algébriques a coefficients réels. L'al-
gorithme est basé sur de nouveaux résultats universels puisqu’indépendants des fonctions de
dispersion. Ces résultats théoriques incluent la gestion des signes des solutions des systémes
flous. Une implantation dans le paquetage Fuzzy du logiciel libre de calcul formel SageMath
et une version paralléle de I'algorithme sont décrites.

1. INTRODUCTION

La modélisation de problemes avec des données incertaines a d'importantes applications
en ingénierie, économie et sciences sociales ([4]). Dans ce cadre, de nombreux chercheurs se
sont intéressés a la recherche des solutions réelles d'une équation polynomiale a coefficients
flous. Cette question est en particulier centrale pour I'interpolation de fonctions floues ([1]).
Les méthodes de résolution se sont d’abord appuyées sur des techniques locales ( [2], [16],
[3], [15]). Puis ces derniéres années s’est développée une approche globale dans laquelle nous
nous inscrivons et faisant appel a des techniques algébriques classiques ([14, 7]). Celles-ci
peuvent effectivement étre utilisées avec les nombres flous, qui, en dépit d'une dénomina-
tion pouvant préter a confusion, bénéficient d’'une définition tout-a-fait formelle.

Nous revisitons cette approche et la renfor¢ons. Jusqu’alors, les méthodes antérieures tant
locales que globales se sont focalisées sur les nombres flous dits triangulaires. Les résultats
présentés ici s’appliquent plus généralement aux nombres flous a support fini et de fonctions
de dispersion inversibles, que sont en particulier les nombres flous triangulaires de fonctions
de dispersion linéaires, mais aussi, par exemple, les nombres flous quadratiques, de fonctions
de dispersion quadratiques.

Pour la résolution des systemes algébriques, chaque coefficient flou émanant de I'expéri-
mentation est donné sous une certaine représentation, dite en tuple, qui, bien que formelle,
est non traitable par des méthodes algébriques usuelles (bases de Grébner [6], décompo-
sition triangulaire [5], representation univariée rationnelle [17], ...). Néanmoins, pour tout
nombre flou a support fini et de fonctions de dispersion inversibles, cette représentation en
tuple est transformable dans une autre représentation, dite paramétrique, a coefficients non
plus flous mais réels. Nous donnons I'expression de la représentation paramétrique en fonc-
tion des inverses de ses fonctions de dispersion (voir Proposition 2.9).
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Nous montrons, comment dans le cadre des nombres flous a support fini et de fonctions
de dispersion inversibles, la résolution d'un systéme (S) de s équations a k variables et a co-
efficients flous se raméne 2 la recherche des solutions positives de 2* systemes, chacun de
3 s équations a k variables et a coefficients réels (Théorémes 3.9 et 4.1). Ce nouveau systeme
noté J (S) est appelé la rransformée réelle de (S). Nous étendons ce résultat aux nombres flous
dits trapézoidaux pour obtenir alors 4 s équations a la place de 3 s (Section 3.6). Apres la des-
cription d’un algorithme de base nécessitant la résolution de 2 systemes, nous proposons
I'algorithme optimisé SolveFuzzySystem qui réduit le nombre de systémes a résoudre.

La section 2 est consacrée aux nombres flous, leurs différentes représentations ainsi que le
passage de I'une a 'autre dans le cas d’'un nombre flou a support fini. Dans la section 3 nous
définissons la transformée réelle et les équations induites d'une équation algébrique floue.
Nous montrons que, dans le cas flou triangulaire, la transformée réelle est un systeme équi-
valent a la forme tranchée collectée telle qu’elle est calculée par des méthodes antérieures.
L'extension des résultats au cas trapézoidal clot la section. La section 4 regroupe les résultats
de la section précédente pour les appliquer a un systeme d’équations. Elle établit le théoreme
principal 4.1 et le traduit en un premier algorithme appelé BA-SFS. Dans la section 5, celui-
ci est optimisé en I'algorithme SolveFuzzySystem, ou SFS. On s’intéresse alors aux moyens
de paralléliser SFS. Limplantation de I'algorithme SFS dans le package Fuzzy en SageMath
(voir [9]) est succintement présentée dans la section 6. Pour finir, des exemples illustrent les
versions séquentielles et paralléles de I'algorithme.

2. NOMBRES FLOUS

Nous présentons ci-dessous les généralités sur la théorie des ensembles et des nombres
flous, puis les deux représentations de nombres flous classiques : par tuple et paramétrique.
Pour aller plus loin, le lecteur pourra s’intéresser a [10]. Nous donnons les formules expri-
mant la représentation paramétrique d'un nombre flou a partir de sa représentation en tuple
(proposition 2.9). Ces formules constituent la pierre angulaire de notre méthode algébrique
pour déterminer les solutions dans le corps de réels R de systemes polynomiaux flous.

2.1. Généralités.

Les nombres flous se définissent a partir de la notion d’ensemble flou. Dans le cadre classique,
I’'appartenance a un sous-ensemble E de ’ensemble universel X est booléenne. La fonction
caractéristique de E est a valeurs dans {0, 1}, signifiant si I’élément appartient ou pas a E. La
théorie des ensembles flous généralise ce concept classique. Ainsi que 1'a décrit Zadeh dans
son article original [20], un ensemble flou E est une classe d’objets avec un continuum de
degrés d’appartenance. Un élément x appartient a I'ensemble flou E avec un certain degré
de validité représenté par une fonction a valeurs comprises entre 0 et 1.

Définition 2.1. Un ensemble flou E est une paire formée d’un sous-ensemble E de X et de sa
fonction d’appartenance, pg : X — [0, 1].
Pour chaque élément x de X, la valeur pg(x) est appelé€ le degré d'appartenance de x a E.

Le support Supp(f) d’une fonction f définie sur un ensemble A est I'ensemble des a € A
tels que f(a) # 0. Le support de E se définit comme celui de sa fonction d’appartenance :
Supp(E) := Supp(pg). Les nombres flous sont définis a partir des ensembles flous a I'aide de
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la notion de r-coupe, qui est aussi sous -jacente a la représentation paramétrique qui sera
introduite dans la section 2.3.

Définition 2.2. Soit E un ensemble flou et r un réel dans 10,1]. La r-coupe de E est 'ensemble
suivant

E, ={xeX|pg(x) =7}
La 0-coupe Eq est la fermeture de Supp(E). Un ensemble flou est dit convexe si toutes ses
r-coupes le sont, ou r € [0, 1].

Quelques exemples de r-coupes apparaissent pour un support fini comme infini dans les
figures 1 a 3. Ils représentent des ensembles flous particuliers de R définis ci-apres :

Définition 2.3. Soit n fixé dans R. Un nombre flou 71 est un ensemble flou convexe de réels
dont la fonction d’appartenance pj de R dans [0, 1] est continue et vérifie p%l({l}) ={n};i.e.
n est le seul réel qui possede 1 comme degré d’appartenance. On dit que n est le mode du
nombre flou 7.

D’apres la définition d'un nombre flou 7, le degré d’appartenance a 7 d'un réel x aug-
mente quand x se rapproche du mode 7. Deux nombres flous sont égaux s’ils ont les mémes
fonctions d’appartenance (voir [20]).

Remarque 2.4. La littérature fait état de définitions plus larges que celle donnée ci-dessus en
intégrant les nombres flous dits trapézoidaux, c’est-a-dire ceux pour lesquels le degré d’ap-
partenance est égal a 1 sur un intervalle de X contenant le mode. La définition 2.3 les exclut
par souci de clarté de notre étude. Notons que la plupart des applications se situent dans le
cadre non trapézoidal. Cependant, une fois établie notre analyse, nous montrerons qu’elle
s’étend simplement au cas trapézoidal (cf section 3.6) .

Fixons 77 un nombre flou de fonction d’appartenance pj;. On appelle restriction gauche
(resp. restriction droite) et on note pj_ (resp. pi,) la restriction de p; a gauche (resp. a
droite) de son mode n. On distingue suivant la nature des fonctions py_ et py, certaines
familles de nombres flous. Leur dénomination dérive directement de la nature de ces restric-
tions. La famille la plus populaire est celle des nombres flous dits triangulaires pour lesquels,
sur Supp(#n), les fonctions py;_ et gy, sont linéaires. De facon similaire on parle de nombres
flous gaussiens, quadratiques,...On notera que les deux restrictions ne sont pas forcément de
méme nature. Ainsi un nombre flou triangulaire-quadratique désigne un nombre flou 7i pour
lequel p7_ estlinéaire sur Supp(7))n] — oo, 1] et uz, est quadratique sur Supp(72) N [n, +ool.

La figure 1 représente un nombre flou gaussien 3, i.e. de mode n = 3. Le support est infini
etla 0-coupe Eq de E = 7i est égale 4 R tout entier.

2.2. Représentation en tuple.

La représentation en tuple d'un nombre flou a support fini fut proposée par D. Dubois et H.
Prade en 1977 dans [11]. Elle a I’avantage de faciliter considérablement les opérations arith-
meétiques sur les nombres flous dés lors qu’ils appartiennent a une méme famille type décrite
dans la définition 2.5 de cette section et basée sur les fonctions de dispersion.

Une fonction H définie sur [0, +oo[ a valeurs dans l'intervalle fermé [0, 1] sera dite fonction
de dispersion si H(0) = 1, H(1) = 0 et que H est continue décroissante sur son domaine de
définition.
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FIGURE 1. Support infini : nombre flou gaussien 3 de mode n =3 : Ey =R.

Définition 2.5. Soient G et D deux fonctions de dispersion. Un nombre flou 72 a support fini
est dit de type G—D si G(1) = D(1) = 0 et s'il existe deux réels positifs a et  tels que la fonction
d’appartenance Uz de 7 est de la forme suivante :

G(Z%) pour n-asx<n si a#0

1 pour x=n
W) = D(x%p") pour n<x<n+f si Pp#0
0 pour x€]—-oo,n—aluln+p,+ool

En particulier, lorsque a = § = 0, le nombre flou 7 est le réel n avec pu5;(x) = 6,,x, de support
le singleton {n}.

On dit que le triplet (n,«,p) est la représentation en tuple du nombre flou 7. Les réels a et
sont respectivement appelés les dispersions a gauche et a droite du mode n. Les fonctions G
et D sont appelées les fonctions de dispersion de la famille des nombres flous de type G-D,
notée §(G, D), et par extension les fonctions de dispersion du nombre flou lui-méme.

Le support de 7 est celui de sa fonction d’appartenance pj. Ainsi, le support de 7 est
In—-o,n+PlsiaZ0etPp#0,ilest[n,n+Plsia=0etP#0,ilest]n—a,n]sia#0etPp=0etil
est le singleton {n} sia=p =0.

La famille triangulaire, composée des nombres flous triangulaires, est la famille §(G, D)
dont les fonctions de dispersion G et D sont toutes deux linéaires. Dans ce cas, comme g(0) =
D(0) =1 and G(1) = D(1) =0, on a G = D, et ces fonctions de dispersion sont égales a la
fonction F definie par F(x) = —x + 1.

Exemple 2.6. Choisissons un nombre flou triangulaire 3 de mode n = 3 et de représentation
en tuple (3,2,2). Les figures 2 et 3 font apparaitre respectivement la 1/2-coupeEy» = [2,4] et la
0-coupeEg = [3—a,3+p] =[1,5], oit E=3.

Au sein d’'une famille donnée §(G,D), un triplet (n, a,p) représente un unique élément 7.
L'addition est une loi interne a §(G, D) définie par

(n,a,p)+ (n,o,p) = (n+n',a+d,p+p") .

La famille des nombres flous de type G — D forme un semi-groupe commutatif pour I'addi-
tion, I’élément neutre étant le triplet (0,0, 0). Il existe en outre un produit approché qui munit
la famille §(G, D) d’une structure de semi-groupe commutatif avec le triplet (1,0,0) comme
élément neutre. Ce produit est distributif sur I’addition. Du fait que nous traitons unique-
ment d’équations a indéterminées réelles, notre étude ne fera intervenir que des produits
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FIGURE 2. Support fini ]1,5[ : r-coupe I~31/2 = [2,4] du nombre flou triangu-
laire 3 = (3,2,2).

FIGURE 3. Support fini ]1,5[ : 0-coupe Eg = [1,5] du nombre flou triangulaire
3=(3,2,2).

avec un opérande réel g, i.e. G = (q,0,0). Dans ce cas, le produit décrit par Dubois et Prade
devient exact, et il est défini comme suit :

(gn,qga,qp) sig=0
(gn,—qp,—qa) sig<0

Noter I'inversion des deux dispersions lorsque g est négatif : En particulier, —gp et —ga
sont respectivement les dispersions gauche et droite de g - (n,«,f3).

(2) _ﬁ:_l'(ny(x;ﬁ):(_nyﬁya)

1) (n,a,P) - qz{

2.3. Représentation paramétrique.

Lareprésentation suivante, introduite en 1986 par Goetschel et Voxman, leur permet de plon-
ger I'ensemble des nombres flous trapézoidaux dans un espace vectoriel topologique. La dé-
finition ci-dessous est adaptée de [12] pour les nombres flous a mode unique.

Définition 2.7. La forme paramétrique d’'un nombre flou 7 est une paire ordonnée [n, 7] de
fonctions n(r) et n(r) pour r € [0,1], qui satisfont les conditions suivantes :

(i) 7 estune fonction bornée, continue a gauche et décroissante sur [0, 1],
(ii) n estune fonction bornée, continue a gauche et croissante sur [0, 1],
(i) n(1) =nQ).

Le nombre flou 7 défini par les fonctions 7 et 7z a pour fonction d’appartenance p: R —
[0,1] définie par p(x) =sup{r | n(r) < x<n(r)}.
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Une arithmétique floue, décrite dans le lemme ci-dessous, opére sur la représentation pa-
ramétrique. Elle est cohérente avec celle de la représentation en tuple de la section 2.2. Elle
est rappelée dans le lemme 2.8 ci-dessous. L'addition et la multiplication par un scalaire g € R
sont conformes a I'arithmétique des intervalles.

Lemme 2.8. [18] Etant donnés un nombre réel q et deux nombres flous m et i sous forme
paramétrique, les propriétés suivantes s'appliquent :

(1) m = 7 si et seulement si m(r) = n(r) et m(r) = n(r) pour chaquer € [0,1],
2) m+n=[m+n m+nj,

_~ Jlg.n,gn] siq=0,
3) q.n:{q:q 'q
[g.n, g.nl sig=<0
ot, pour toute fonction f de R vers R, le produit g = q - f représente la fonction définie par
g(r)=qf(r) pourtoutr e R.

2.4. Expression de la représentation paramétrique d'un nombre flou de type G-D.

Notre méthode de résolution s’appliquera a des équations polynomiales dont les coefficients
sont des nombres flous d'une méme famille §(G,D) ol1 G et D sont des fonctions de disper-
sion nécessairement inversibles. Elle repose sur le changement de représentation donné par
les formules de la proposition 2.9 ci-dessous. Celui-ci est fondamental puisque nous devons
réécrire algébriquement chaque coefficient flou 7 € §(G, D) de sa représentation en tuple vers
sa représentation paramétrique.

La représentation paramétrique de 7 a un fort lien avec ses r-coupes puisque les fonctions
n et n définies par

n(r)=inf7n, et 7(r)=sup n, pourtout r € [0,1]

satisfont les conditions de la définition 2.7. Ce lien apparait graphiquement sur la figure 4 out
x1 = n(1/2) et x, = n(1/2) pour un nombre flou triangulaire 3=(3,2,3).

La représentation graphique des fonctions n et 7 est obtenue par une rotation plane du
graphe de la fonction d’appartenance suivie d'une symétrie verticale. Cette transformation
est illustrée dans la figure 4 et, pour un nombre flou quadratique 3 = (3,2,3), dans la figure 5
. Formellement elle est décrite par les formules suivantes.

Proposition 2.9. Soit7i = (n,a,p) un élément de §(G,D) ot G etD sont des fonctions bijectives.
La représentation paramétrique [n, n] de n est donnée par

3) n(r)= n—aG 1
n(r)=n+pD7(r)

En particulier, lorsque i est un nombre flou triangulaire, on a :

4) nry=ar+n—a et nr)=-Pr+n+p.
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FIGURE 4. Graphe des fonctions 3 et 3 a partir du graphe d’une fonction d’ap-
partenance linéaire

(% S S

FIGURE 5. Graphe des fonctions 3 et 3 a partir du graphe d’une fonction d’ap-
partenance quadratique

Démonstration. Pour r € [0,1], il résulte de la définition 2.5 que r = G(n_aﬁ(r)) =D (ﬁ(rﬁ)_”).
Puisque G et D sont inversibles, n(r) et n(r) satisfont a I'identité (3) de la proposition.
Dans le cas triangulaire, on obtient la formule (4) car G=D =F ou F: x — 1 — x est bijective

avecF~1 =F O

Dans la suite de I'article, les coefficients flous d'une équation ou d'un systéme seront tou-
jours supposés tous appartenir a une méme famille §(G, D).



8 PHILIPPE AUBRY, JEREMY MARREZ, ANNICK VALIBOUZE

3. LA TRANSFORMEE REELLE D’UNE EQUATION

Nous allons utiliser la terminologie suivante : une variable est dite réelle si elle représente
n'importe quel nombre réel; une variable réelle est dite positive si elle représente n'importe
quelle nombre réel positif, c’est-a-dire appartenant a R*; un k-uplet (by,..., by) de variables
réelles ou de nombres réels est dit positif si chaque composante b; est positive.

Dans cette section nous considérons une équation algébrique (E) ci-dessous, a coefficients
flous et k variables réelles. Lorsqu’on calcule avec des variables réelles et des nombres flous,
le probléme est de traiter les nombres flous de la forme g - 77 car leurs dispersions dépendent
du signe de g € R (voir lemme 2.8). Dans I'équation (E) chaque monoéme m = xfll --~xg" (d; €
N) dont le signe est a priori inconnu, joue le role de g; On notera que que si chaque exposant
d; est pair alors m est positif. Quand le k-uplet = (x3, ..., x) est positif, le mondéme m est
forcément positif.

Pour contourner ce probléme de signe, la section 3.2 cherche a obtenir les solutions réelles
de (E) dans R* a partir des solutions positives d’équations auxiliaires floues E(I) ot I € {—1, 1}¥.
Nous appellerons ces équations les équations induites de (E).

En considérant seulement des variables réelles positives, dans la section 3.3 une forme
tranchée de (E) est construite afin d’obtenir une forme tranchée collectée de (E); c’est-a-dire
un systeme d’équations polynomiales a coefficients réels dont les solutions positive sont
celles de (E). Dans la littérature cette forme tranchée collectée est obtenue par un algorithme
valable seulement avec des coefficients flous triangulaires. Elle est composée de quatre équa-
tions. Dans cet article, la seule condition posée sur les coefficients est qu'ils soient a support
fini et a fonctions de dispersion bijective.

De plus, la section 3.4 établit une formule qui fournit une forme tranchée collectée de (E)
particuliere, formée de seulement trois équations. Nous appelons ce systeme la transformée
réelle de (E), désignée par J (E).

Pour obtenir les solutions réelles de (E), il est nécessaire et suffisant de regrouper les so-
lutions réelles positives des 2 transformées réelles 9™ (E(I)). Cette question est I'objet de la
section 4.

La section 3.5 compare la transformée réelle I (E) au systeme tranché collecté qu’on trouve
dans les travaux antérieurs pour le cas de coefficients flous triangulaires. Enfin la section 3.6
étend nos résultats aux nombres flous trapézoidaux.

3.1. Notations et données.

Soit d = (dy,...,d}) € N¥ et k indéterminées X1,..., X} notées x. Un mondme en xi,..., x; de
multidegré d est un produit de la forme xfl ---x]‘j" qu’on notera z%. De la méme maniére,
pour a = (ay,...,ax) € R* on note a? le produit af‘ ---al‘f’“. On note x x y le produit compo-
sante par composante (x; y1,..., Xk Yx) ol y = (y1,..., yx). Remarquons que (x x y)d = a:dyd.

Dans toute cette section, nous considérons I’équation polynomiale (E) ci-dessous, a co-
efficients 77g et m dans F(G, D), ou G et D sont des fonctions bijectives. Ces nombres sont
donnés par leur représentation en tuple ng = (ngq, a4, Pq) et m = (m, «,P). Soit

(5) ®: Y nazi=m ,
deSupp(E)
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oi1 Supp(E) désigne le support de (E) i.e. 'ensemble fini des d dans N tels que 7ig # 0 (nous
ne prenons pas en compte le c6té droit de (E) qui peut étre indiffirémment nul ou non).
Lensemble Sol(E) des solutions réelles de cette équation est donné par :

Sol(B)={aeR" | Y agal=mm}
deSupp(E)

Lensemble Sol* (E) des solutions dites positives de (E) est donné par :
Sol* (B) = {(ay,...,ar) € SOl(E) | Vi € [1,k]] a; =0} =Sol(E) nR** .

Nous cherchons toutes les solutions notre équation floue (E) en passant par les r-coupes
afin de nous ramener a des coefficients réels et utiliser les méthodes connues de résolutions
de systemes algébriques. Cependant, d’aprés I'identité (3) dulemme 2.8, la r-coupe de 7ig ¢
dépend du signe de 2 alors que ce signe est tout autant inconnu que . C’est pourquoi nous
nous ramenons au cas ol toutes les solutions sont positives. Mais nous voulons toutes les
racines réelles de (E), pas seulement les positives.

Dans la section 3.2 , nous montrons comment construire toutes les solutions de (E) a par-
tir des solutions positives des équations floues induites de (E), que nous noterons E(I) ou I
parcourt {—1, 1}*. 11 restera ensuite a voir comment déterminer les 2% ensembles Sol™ (E(I)).
Dans cette perspective, les sections 3.3 et 3.4 supposent que les variables sont toutes réelles et
positives. Dans ce cadre, nous cherchons la formule de la transformée réelle 5 (E) de (E). Les
solutions positives du systeme polynomial réel 9 (E) sont exactement les solutions positives
de (E). Dans ces deux parties, I’équation floue (E) jouera le role de chacune des équations
induites E(I).

3.2. Solutions de (E) en fonction de solutions positives de ses équations induites.

Soit a = (ay,...,ax) € R¥. Nous posons |a| = (lail,...,|ag]) ou |b| désigne la valeur absolue
de b € R. Remarquons que |a?| = |a|%. On adopte la notation &(a) = (sign(ai),...,sign(ay)) €
(-1, 13k pour le k-uplet des signes des composantes de a. La valeur e(a@)?® = ]_[i.“:1 sign(ai)di €
{—1,1} est le signe du réel a®etona

al=e(@?a? =e(@)?al?

Evaluer en a le terme 7ig ¢ de notre équation (E) s’effectue en remplacant le monome x¢

par sa valeur a? = e(a)? |a|?. D’apres I'identité (3) du lemme 2.8, lorsque le signe €(a)¢ de
a? est positif, le nombre flou 7ig a? a pour r-coupe

[na(r) lal*, g(r) lal®]
et si ce signe est —1 alors sa r-coupe est
[-7a(r) lal*, = na(r) lal?]

1l est par conséquent impossible de transformer 77gx? en sa représentation paramétrique
sans connaitre le signe de x%. Notre idée pour contourner ce probléme de signe de of x¢,
est d’introduire un k-uplet artificiel I € {—1,1}* pour les signes des variables. Le réel I¢ peut
alors étre mélangé avec le coefficient 7ig et 2 peut étre supposé positif. Cela conduit aux 2%
équations floues induites E(I) définies ci-dessous.
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Définition 3.1. Soit (E) une équation polynomiale floue a k variables donnée par (5). Les
équations induites de (E) sont les équations suivantes :

6) ED) Y Pagz?=m ou Ile{-1,13*
deSupp(E)

On notera que (E) = E((1,1,...,1)). Dans E(I), le k-uplet I joue le réle du k-uplet e(a) des
signes d’une solution potentielle a de (E). Pour chaque terme I¢ 7ig ¢ du membre gauche
de E(D), la valeur 19 € {-1,1} joue le role du signe et le signe de x4 est quant a lui considéré
comme positif. Il n'y a pas de probléme pour exprimer la r-coupe de I¢ 7ig ¢ dans E(I) avec
x positive alors que c’est impossible pour 7ig ¢ dans (E) avec non nécessairement positive.

Pour décrire les relations entre les solutions des équations (E) et E(I), pour tout k-uplet
de nombres réels g = (q1,..., gi) et pour toute partie . de R¥, nous introduisons la notation
suivante :

g ={gxa=(qa,...,qrar) |la=(ai,...,ax) € &}
Lemme 3.2. Soitle€ {-1,1}* et E(I) une équation induite de (E). Alors
Sol(E) =1® Sol(E(I)) and Sol(E(I)) =I1® Sol(E) .

Démonstration. Comme I x1=(1,...,1), il suffit de prouver la premiere égalité. Pour une so-
lution b € R¥ de E(I), nous avons

ﬁl:%:ldn’vdbdzgﬁg(lxb)d.

Par conséquent I x b est une solution de (E).
Réciproquement, soit a € Sol(E). Alors b =1 x a est une solution de E(I) puisque

fﬁ:%ﬁﬁ(lxlxa)dzgldﬁ}(lxa)d O

Pour tout a € R¥, il existe I € {—1,1}¥ tel que €(a) =1 et pour lequel I'’équation E(I) évaluée
en x = |a| estidentique a I’équation (E) évaluée en a. La question de savoir comment retrou-
ver toutes les solutions de I’équation (E) a partir des solutions positives des équations E(I) est
résolue par le théoreme suivant :

Théoreéme 3.3. Considérons une équation algébrique floue (E). Alors l'ensemble de ses solu-
tions est formé des1x b oit1 parcourt {—1,1}* etb parcourt I'ensemble des solutions positives de
E(), . En d’autres termes,

SolB)= |J IeSol™(EWD).

Ie{-1,1}k

Démonstration. D’apres le lemme 3.2 on a [ ® Sol* (E(I)) < Sol(E). Réciproquement, si a €
Sol(E) alors a? = e(a)? |a?| = e(a)? |a|®. Il en résulte que

~ d~— did
m=) ang=)_ e@lal*ng.
d d

En posant I =e(a) et b= |a| € [R+k, nous avons bien I x b = e(a) x (e(a) x a) = a, ou b est
solution de E(I). O



RESOLUTION REELLE DE SYSTEMES POLYNOMIAUX FLOUS 11

Remarque 3.4. Les coefficients de (E) étant donnés par leur représentation en tuple, les équa-
tions E(I) se déduisent directement de (E). En effet, pour tout d € Supp(E) le coefficient 1¢ 7ig
est égal a 1ig lui-méme lorsque 1% = 1, sinon il est égal & (—ng,Pa,aq) lorsque1¢ = -1, d’apres
l'égalité (2). Cela assure que pour trouver toutes les solutions réelles d’'une équation, il suffit de
disposer de savoir calculer les solutions réelles positives d'une équation quelconque.

Dans la pratique, on n’a pas a résoudre 2¥ équations floues distinctes E(I). En particulier,
dans le cas ou1 chacune des composantes de tout d = (dy, ..., di) € Supp(E) est paire, les équa-
tions induites E(I) sont toutes identiques a (E).

Exemple 3.5. Prenons, par exemple, k =3 et
(E) :gxfxg + ixg =6

Iy a8 =23 triplets dans {—1,1}° :1; = (1,1,1),I, = (1,1,-1),I3 = (-1,1,1),I; = (-1,1,-1),I5 =
(1,-1,1),Ig = (1,-1,-1),I = (-1,-1,1) etIg = (-1,-1,-1). Il 'y a que deux équations E(I;)
distinctes. En effet, puisque Supp(E) = {d; = (2,1,0),d, = (0,0,4)}, on a I?Z =1 pour tout j €
[[1,8]] et par conséquent les1; se séparent en deux groupes : celui des j € [[1,4]] pour lesquels
I}il =1 et celui des j € [[5,8]] pour lesquels 171 = —1. Ainsi E(Iy) = E(I;) pour tout j € [[1,4]] et

E(Is) = E(I;) pour tout j € [[5,8]]. D’apres le théoreme 3.3, nous avons

4 8
SolE)=J I;®Sol"(EMy) |J U Ij®Sol"(Eds)
j=1 j=5

Pour j € [[5,8]] on a E(Ij) = E(I5). Cette équation est déterminée a l'aide de la remarque 3.4.
Avec3 = (3,a1,p1), 1= (1,00,B2) et6 = (6,0,p), ona—3 = (-3,p1,a1) d'oir

E(ls5) : (=3,B1, 1) x5 %2 + (1,02, B2) x5 = (6,0, B)

Les sections suivantes sont consacrées a la recherche des solutions positives de (E) que
nous appliquerons a chaque équation E(I) en tenant compte de la remarque 3.4 illustrée dans
I'exemple précédent.

3.3. Laforme tranchée de (E) pour déterminer Sol" (E).

La résolution algébrique de I’équation floue (E) se base sur le passage de la représentation
G-D des nombres flous a leur représentation paramétrique. Dans la présentation ci-dessous
nous renfor¢ons significativement cette méthode classique dans le cas de coefficients flous
triangulaires en I'appliquant a un systéme générique et en I'étendant a des coefficients flous
bien plus généraux.

Conformément au lemme 2.8, 'égalité de 'équation (E) est équivalente a deux égalités
sur les r-coupes des membres de gauche et de droite de (E) si tous les ¢, d € Supp(E), sont
supposés représenter des réels de méme signe. En effet, d’apres la regle (3) de ce lemme,
la multiplication d’'un nombre flou par un scalaire g se sépare en deux cas: g <0 et g =
0. C’est pour cette raison que nous nous placons dans le cas ol tous les scalaires sont de
méme signe; Choisissons ce signe positif (que nous aurions pu choisir négatif). Ainsi, nous
cherchons uniquement les solutions a € R+F puisqu’alors pour tout d € N¥, le réel g := a® est
positif. Nous appliquerons les résultats obtenus a chaque équation floue induite E(I).
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k N L. .
Pour a € R*", d’apres le lemme 2.8, nous avons I'équivalence suivante :

7 aeSol'(B) = | Y nmana? Y 7maa?| = [mr),m)
deSupp(B) ~ deSupp(E)
Cette équivalence, nous amene a considérer le systeme % (E) suivant de deux équations a
k +1variables xi,..., xk, r, appelé appelé forme tranchée de (E) (crisp form en anglais) :
Y ng(nz® = mr)
deSupp(E) =
d _

Y, na(r)z® = m(r)
deSupp(E)

€(E):

Soit F un ensemble d’équations de R[x,..., X, r]. Nous posons
Sol{(F)={ac R**|vre(0,1] (a,..., ar r) € Sol(F)}

ol1 Sol(F) est I'ensemble des solutions de F dans R¥*1, Soit a = (ay,...,ax) € R+E. D’apres
I'équivalence (7), a est une solution de (E) si et seulement si, pour tout r € [0, 1], le (k+1)-uplet
(ai,...,ak,r) est une solution du systeme %€ (E). En d’autres termes, les solutions positives de
I'équation floue (E) sont aussi celles de sa forme tranchée € (E) :

8) Sol™ (E) = Sol* (¥ (E))

Exemple 3.6. Reprenons l'équation floue de l'exemple 3.5 avec des nombres flous triangulaires.
Nous rappelons que leurs r-coupes sont données par la formule (4) et que les triplets du sup-
port commun a E(I;) = (E) et E(Is) sontd; = (2,1,0) etdy = (0,0,4). Les représentations para-
métriques des coefficients de l'équation s’écrivent alors comme suit :

— Pour a la fois E(Iy) et E(Is), nous avons nng, = 1 = [0a7 + 1 — ap, —Por +1—P2] et 6 =
[ar +6—o, —pr +6+p]

— pourE(1y), nous avons ng, =3 = [oqr +3—ay,—P17 +3—P1]
— pourE(Is), nous avons ng, = -3= P17 —3—-P1,—17 —3—0aq].

Les formes tranchées respectives des deux équations floues distinctes induites de (E) nécessaires
et suffisantes au calcul des solutions de (E) sont donc

((x1r+3—(x1)xfx2 + ((x2r+1—0(2)x§_1 =ar+6-a

(—Bir+3-Pp1)x2x, + (—Por+1-Ppxi =—Pr+6+p

€ (EM)) :{

@ { Bir—-3-Ppxix, + (a2r+1—a2)x§ =ar+6-oa
(E(5)) : 2 1
(—aqr—=3-o)xyxz + (—Par+1-P2)x; =—-Pr+6+p

Dans le cas spécifique de coefficients triangulaires, illustré dans 'exemple 3.6, la forme
tranchée est composée de deux équations avec, dans chaque membre, des expressions li-
néaires par rapport a la variable r. C’est une conséquence des formules (4). Le cas triangu-
laire est aisé a traiter car les fonctions de dispersion sont égales a la fonction F: x — 1 —x qui
vérifie F~! = F. Le cas général ol les fonctions de dispertions sont simplement bijective, né-
cessite l'utilisation des formules d’inversion (3) avec deux indéterminées au lieu d'une seule.
Ceci conduit a la forme tranchée a deux parametres du théoréme suivant :
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Théoréme 3.7. SoitL et R deux fonctions de dispersion et

(E): Z ng % =m ,
deSupp(E)
une équation polynomiale a coefficients dans la famille § (G, D) et donnés par leurs représenta-
tions en tuple comme suit : m = (m,a,P) et g = (ng,aq,Pq) pourd € Supp(E). Si les fonctions
de dispersion G et D sont bijectives alors la forme tranchée de (E) est donnée par :

Y ngxt-m+ @-YoagxhHhu = 0
.) d d

9) €(E): S ngatom+ (—B+¥ paxdy = 0,
d d

onu=L1r) etv=R1(r pout tout r € [0,1]. Pour a € IR+k, on aa € Sol™ (E) si et seulement
si, pour tout r € [0,1], le systeme (9) est satisfait par le (k + 2)-uplet (ay, ..., ak, L1, R 1(r)).

Démonstration. Par définition, une fonction de dispersion H envoie I'intervalle [0, 1] sur lui-
méme. Si, de plus, H est bijective alors son inverse H™! est continue et décroissante, et vérifie
H~ (1) = 0 et H"1(0) = 1. Supposons que les fonctions de dispersion G et D sont bijectives.
Puisque chaque r est dans [0, 1], on peut poser u = G~!(r) et v = D~!(r). Lorsque r parcourt
[0,1] de maniére croissante, les parametres u et v parcourent I'intervalle [0, 1] en décroissant
de 1 a 0. D’apres les relations (3), la forme paramétrique des coefficients de I’équation est
donnée par

ng(r) = ng—-oqu , ng(r) ng+Pav  pour de Supp(E)

(10 m(r) = m-au , m(r) = m+pv

La forme tranchée € (E) de (E) présentée dans (8) s’écrit alors comme un systéme de deux
équations a k + 2 variables xi,..., xt, u, v, ou u et v sont dépendantes entre elles :

Y ngx-oaquaxt=m-au

€E):{ 2 d

> ndmd+ﬁdvm =m+pv
d

En regroupant les facteurs respectifs de u et v ainsi que le facteur constant en a la fois u et
v, la forme tranchée s’exprime bien sous la forme (9) . La dernieére affirmation du théoreme
relative a Sol* (E) découle de I'égalité (8). O

Remarquons que I'application du théoréme 3.7 ne nécessite pas de connaitre les fonctions
inverses des restrictions sur [0,1] de G et D, mais simplement de savoir que ces restrictions
sont bijectives.

Notre approche permet a la fois d’améliorer et de généraliser les méthodes connues jus-
qu’alors. Par exemple, les résultats de [14] et [7] se restreignent aux seuls nombres flous tri-
angulaires. En effet, la forme tranchée de (E) avec deux parametres u = L i(rand v=R1(r)
donnée dans l'identité (9) est une généralisation de la forme tranchée connue dans le cas
triangulaire avec un seul parametre r appartenant a [0, 1].

Dans les articles sus-cités, pour chaque probléme a résoudre, ’algorithme calcule le sys-
teme % (E) en les variables xy, ..., xk, 1, et linéaire en r. Il est alors réécrit en un systeme équi-
valent de quatre équations algébriques a coefficients réels en x, ..., Xy, appelé systeme tran-
ché collecté de (E).

Dans la partie 3.4, nous montrerons comment obtenir une forme tranchée collectée ré-
duite a trois équations, ceci pour toute famille §(G,D) telle que les fonctions de dispersion
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G — D sont bijectives sur leur supports respectifs. Ce systeme est la transformée réelle de (E).
De plus, nous en donnerons la formulation explicite a partir de (E).

3.4. Latransformée réelle et les solutions réelles positives de (E).

Ci-dessous nous définissons la transformée réelle d'une équation floue (E) et montrons que
ses solutions positives sont celles de (E).

Définition 3.8. Soient G et D deux fonctions de dispersion inversibles et
B): Y Agxt=m,
deSupp(E)

une équation polynomiale a coefficients dans la famille §(G,D) donnés par leurs représenta-
tions en tuple ng = (ng,aq4,Pq) et m = (m,q,p). La transformée réelle de I'équation floue (E)
est le systeme a coefficients réels I (E) suivant :

d _

ngx = m
deSupp(E)
d
o (R - Y agx? = «
(11) T (E): deSupp(E)
pax? = B.
deSupp(E)

Cette définition s'étend naturellement a un systeme (S) d'équations floues telles que (E). Nous
noterons 9 (S) sa transformée réelle, i.e. le systeme composé par la réunion des transformées
réelles des équations de (S).

Théoreéme 3.9. Sous les hypotheses de la définition 3.8, si les fonctions G et D sont bijectives
alors 'ensemble des solutions réelles positives de l'équation (E) est égal a celui de sa transformée
réelle, autrement dit

Sol*(E) = Sol™ (7 (E))

Démonstration. Comme G et D sont des bijections, nous pouvons appliquer le théoréme 3.7.
Soit a € R*X. D’apres ce théoreme a € Sol* (E) si et seulement si pour tout r € [0,1] la forme
tranchée de (E) donnée par (9) est satisfaite par les (k + 2)-uplets (a, ..., ax, G~ (r),D1(r)).

Avec r = 1, nous avons u = G~1(1) = 0. Alors tout a € Sol* (E) satisfait I'équation ), ngr =
m. Notons que lorsque r = 1, nous avons aussi v = 0 puisque D(0) = 1. Nous retrouvons ainsi
la méme équation et non une deuxiéme. C’est pour cette raison que nous aboutirons a trois
équations seulement. Puis, en prenant r = 0, nous avons # = G~ '(0) =1 et v = D71(0) = 1.
En remplacant dans (9) I'expression Yz nga® — m par 0 et chaque variable u et v par 1, on
en déduit que toute solution positive de (E) est une solution positive de la transformée réelle
T (B).

Réciproquement, considérons la forme tranchée % (E) comme un systéme polynomial en
les variables x et a coefficients dans I'anneau R[u, v]. Toute solution (ay,...,a;) € R* de I (E)
est aussi une solution de € (E) dans R quels que soient les parametres u et v, donc en parti-
culier dans 'intervalle [0, 1] et reliés par la contrainte G lw) =D 1(v)€[0,1]. Par conséquent,
toute solution positive de 9 (E) est aussi une solution positive de (E). O

Le théoreme 3.9 assure que trouver les racines réelles positives de (E) revient a trouver
les racines réelles positives de sa transformée réelle 9 (E). Il est donc inutile de développer
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des calculs intermédiaires sur les représentations paramétriques comme le faisaient les mé-
thodes antérieures dans le cas particulier des coefficients flous triangulaires.

A partir de I'expression de la transformée réelle 9 (E), nous pouvons déduire les expres-
sions de ses équations induites E(I)). En faisant référence a la remarque 3.4, nous obtenons
le corollaire ci-dessous qui se passe de démonstration.

Corollary 3.10. Sous les hypotheses de la définition 3.8, soit1€ {—1,1}* et E(I) 'équation in-
duite deE définie dans (6). Alors la transformée réelle de de E(I) s’écrit comme suit :

Y ngzt- ¥ ngzt = m
d|1¢>0 d|14<0
d d
g . Y ogx®+ Y Pazx = «
(12)  (E1): d|14>0 d|14<0
Y Bazi+ ¥ agz? = B
d|14>0 d|14<0

De plus, lorsque les fonctions de dispersion G et D sont bijectives, on a Solt (E(D)) = Sol™ (9 (E())).

3.5. Relations avec des méthodes antérieures dans le cas triangulaire.

Considérons un syteme (S) formé de s équations polynomiales a coefficients flous triangu-
laires. Dans ce cas particulier, les auteurs de [14] et [7], calculent un systeme tranché col-
lecté de (S) contenant 4s équations algébriques a coefficients réels. de mémes solutions po-
sitives que (E). Nous nous intéressons dans cette partie aux relations entre ce systeme tranché
collecté a 4s équations et le systeme tranché collecté particulier a 3s équations qu’est notre
transformée réelle. Les solutions réelles positives de I'un et 'autre sont les mémes que celles
du systeme initial (S). C’est le principe de toute forme tranchée collectée de(S).
Considérons ci-dessous le systeme F; de la section 6 dans [7] :

B 2,1,Dxy+@3,1,Dx*y?* +(2,1,1)x3y% = (7,3,3)
1 6,1, Dxy+ (2,3, Dx%y% +(2,2,1)x%y% = (9,6,3) .

Pour la premiére équation, la forme tranchée collectée produite par I'algorithme de [7] est le
systéme suivant

xy+x3y2 -3+ x%y2 =0,
xy+2x°y?—4+x3y2=0
—xy-x3y3+3-x%y?=0
3xy+4x°y>-10+3x3y3 =0

Pour la seconde équation, c’est le systeme

xy+3x2y2+2x3y3—620,
4xy-x?y*-3=0,
—xy-x3y3+3-x?y? =0,
6xy+3x2y?—12+3x3y3 =0

Appelons T; le systéme formé des huit équations précédentes.
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Par ailleurs, en appliquant a F; la formule (11) définissant la transformée réelle, nous ob-
tenons J (F;), le systeme de six équations suivant :

2xy+3x%y? +2x3y3 =7
xy+x2y*+x3y3 =3
xy+x2y?+x3y3 =3
5xy+2x°y? +2x3y3 =9
xy+3x°y?+2x3y3 =6
xy+x2y?+x3y3 =3

I (F1) : 1

Un calcul facile montre I'équivalence des systemes T; et I (F;), dont 'ensemble des so-
lutions est {(x,y) € R| xy = 1}. Ce phénomeéne d’équivalence entre les deux approches s’ex-
plique de fagon tout a fait générale comme nous le montrons ci-dessous en considérant le
calcul usuel de la forme tranchée collectée par application de I'algorithme de [7] sur 'équa-
tion générique (E) de (5) .

Soient respectivement m = (n, o, f) et g = (ng, ad,Pa) (d € Supp(E)) les représentations en
tuple des coefficients flous triangulaires du systeme (E). D’apres les relations (4), les r-coupes
s’expriment dans ce cas par

ng(r) = lagr+ng—aq,—Par+nqg+Pql pourde Supp(E), et
m(r) = [ar+m—-o,—-pr+m+p].

A la différence de notre traitement du cas général, la transformation ne nécessite pas le re-
cours a u = G™!(r) et v = D”!(r) o1 les fonctions de dispersion G et D sont bijectives mais
non connues. Pour un nombre flou triangulaire, puisque G=D =Lou L(x) =L7'(x) = 1-x,
les méthodes antérieures remplacent directement dans les équations G~!(r) et D~!(r) par
leur expression en la variable r . C’est ainsi qu’elles aboutissent a la forme tranchée de (E)
ci-dessous, exprimée sous forme de deux polyndmes en la variable r.

Cogzd—)r+Y (ng-ag) xd-m+a=0

€6 (E): d d

®) (ﬁ—% Bdwd)r+%(nd+ﬁd) zl-m-p=0.
Un k-uplet (xg,...,xx) € R* est une solution de € (E) pour tout r € [0,1] si et seulement si
chaque coefficient en la variable r de ces équations indépendantes est nul. La forme tranchée
collectée de (E) s’écrit par conséquent

d

Yagx = «
g(nd—(xd)wd = m-«
%ﬁdwd =P
%(nd+ﬁd)md = m+p.

En appliquant cette transformation a chaque équation du systeme F;, on retrouve la forme
tranchée collectée T; de notre exemple. Pour I'équation générique (E), en injectant la pre-
mieére relation dans la deuxiéme et en constatant que la derniére équation est la somme des
trois autres, la forme tranchée collectée se réduit en la transformée J (E) en trois équations
dont 'expression définie dans (11).
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3.6. Extension a d’autres catégories de nombres flous.

Comme annoncé dans la remarque 2.4, les résultats obtenus s’adaptent facilement aux nombres
flous trapézoidaux a support fini. Ceux-ci élargissent la définition 2.3 que nous donnons des
nombres flous en autorisant p%l ({1}) a étre un intervalle [a, b]. Dans ce cadre, un nombre flou

71 a support fini est de type G — D si sa fonction d’appartenance p est de la forme suivante :

G(%%) pour a-asx<a si a#0

1 pour xe€[a,b]
M7 (x) = D(x—n) b b .
5| pour b<xs< +p si Pp#0
0 pour x€]-oo,a—alulb+f,,+ool

Le nombre flou 7 a alors comme représentation en tuple le quadruplet (a, b, a, p).

Lexpression de la représentation paramétrique donnée dans la proposition 2.9 se décline
sous la forme suivante pour un nombre flou trapézoidal de type G — D, out G et D sont des
bijections :

oG-l
(13) {Q(r)—a aG™(n)

n(r)=b+pD7L(r)

Lorsque I'équation (E) : ¥ gesupp(e) d a9 = i est a coefficients flous trapézoidaux de type
G-D, ol nig = (aq, bg,a4,pa) et m = (a, b,a,P) sont les représentations en tuple des coeffi-
cients, les formes paramétriques données dans la preuve du théoréme 3.7 deviennent

ng(r) = ag-ogu , 7q(r) = bg+Pav pourd e Supp(E),
m(r) = a-au , m(r) = b+pv
En appliquant le raisonnement de la section 3.4 (ici aussi G(1) = D(1) = 0 et G(0) = D(0) =

1), on obtient de la méme maniere une transformée réelle de (E), mais a quatre équations
cette fois-ci :

Zada:d = a
gbdacd = b
(14) T (E): 4 gad;cd .
éﬁdmd = p.

En conséquence I'exploitation de la transformée réelle pour résoudre des systémes po-
lynomiaux se transposera directement a des systemes a coefficients flous trapézoidaux. Les
algorithmes proposés dans cet article seront valables pour ces systemes aussi. Seule la fonc-
tion algorithmique TransforméeRéelle, introduite dans la section suivante, devra étre lége-
rement adaptée - en appliquant la formule (14) a chaque équation de (S) - pour retourner la
transformée réelle I (S) avec 4s équations au lieu de 3s.

4. RESOLUTION REELLE D'UN SYSTEME POLYNOMIAL FLOU

La résolution d’un systeme flou (S) de s équations se déduit directement des résultats ci-
dessus pour une seule équation. Suivant la section 3, & partir d'une équation (E) on construit
2k équations floues E(I) ot1 I parcourt les 2F k-uplets de {—1,1}*. D’apres le théoreme 3.3, les
solutions de (E) se déduisent des solutions positives de chaque équation floue induite E(I).
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Et selon le théoreme 3.9, les solutions positives de chaque équation E(I) sont les solutions
positives des trois équations algébriques formant sa transformée réelle I (E(I)).

De la méme fagon, nous allons considérer 2¥ transformées réelles 7 (S(I)) des systémes
induits de (S), avec 3 s équations, ou I parcourt les 2k k-uplets de {-1, 13k,

Cette section établit le théoréme principal 4.1 exprimant les solutions réelles d'un systéme
a partir des solutions positives des 2¥ transformées réelles de ses systemes induits. Un pre-
mier algorithme est issu de I'application directe de ce théoréeme. On s'intéresse ensuite aux
moyens de réduire le nombre de branches de calculs en dérivant certains des 2¢ ensembles
de solutions réelles de (S) des solutions positives d'un systeme J (S(I)) traité précédemment
par 'algorithme. La discussion conduira a I'algorithme optimisé SolveFuzzySystem de la
section suivante.

4.1. Fondements.

Soient (Ep),..., (E;) les s équations du systeme (S). Pour chaque I € {-1, 1}*, nous notons S(I)
le systeme flou induit de (S) formé des s équations floues induites E; (I),...., E;(I), selon la no-
tation de la section 3.2. Pour chaque I € {~1,1}¥ la transformée réelle 9 (S(I)) du systeme in-
duit S(I) est le systeme formé des 3 s équations provenant des transformées réelles des équa-
tions induites E, (I),...,E;(I). Le théoreme principal ci-dessous est une conséquence directe
du théoréme 3.3 et du corollaire 3.10.

Théoréme 4.1. Soit (S) un systeme systeme flou a coefficient dans §(G,D). Si les fonctions G et
D sont bijectives alors l'ensemble des solutions de (S) est 'union des1x b pour tous les k-upletsb
qui sont solutions positives d'une transformée réelle I (S(I)) oit1 parcourt {—1,1}*. En d'autres
termes,

SolS)= |J {Ixb | beSol*(TSMN}I= J I8Sol" (T (SD)).
Ie{-1,1}% Ie{-1,1}%

Un premier algorithme pour la résolution réelle de systéemes flous, dérive naturellement du
théoréme 4.1 et des résultats précédents. Nommé BA-SFS, il est présenté ci-dessous. Il prend
en entrée un systeme polynomial dont les coefficients flous sont donnés par une représen-
tation en tuple et sont tous supposés appartenir a une méme famille §(G, D) a fonctions de
dispersion bijectives. Il est basé sur les fonctions suivantes :

— La fonction Multisigne(j) est la bijection naturelle entre I'intervalle de 2* entiers
[10,2F — 1]] et les k-uplets de {~1,1}* qui & j := Y251 b;2" associe I = (co,..., Cpe_1)
avec ¢c; =2b; — 1.

— La fonction SolPos(SR) retourne les solutions positives du systeme d’équations algé-
briques SR. Elle peut étre basée sur toute méthode de résolution connue. Limplan-
tation décrite dans la section 6 fait appel a la méthode de décomposition triangulaire
de Wu ([19)).

— La fonction TransforméeRéelle(S,I) applique la formule (12) pour renvoyer les 3 s
équations de la transformée réelle du systeme flou a s équations S(I). (ce sera 4 s équa-
tions siles nombres flous sont trapézoidaux).
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Algorithm 1 Algorithme basique de résolution réelle

Require: S, un systéme polynomial a coefficients flous
k, la dimension, i.e. le nombre de variables
Ensure: sol,l'’ensemble des solutions réelles de (S)

sol:={}
for j:=0to2*—1 do
I:= MultiSigne( )
TRSI := TransforméeRéelle(S (1))
PR := SolPos(TRSI)
sol:=sol JUI®PR
end for

return sol

4.2. Réduction du nombre de systémes algébriques a résoudre.

Par extension de la notation employée pour une équation, nous notons Supp(S) le support
de (S), c’est-a-dire I'ensemble des d dans N* tels que el apparait dans (S) avec un coefficient
non nul.

Dans la boucle de I'algorithme BA-SFS, le systeme S(I) peut étre identique a celui d’'une
étape précédente. Dans ce cas, il est redondant de calculer a nouveau PR, 'ensemble des
solutions réelles positives de S(I). Nous cherchons ci-dessous a I’éviter.

Lalgorithme optimisé SolveFuzzySystem qui est proposé dans la section 5 fournit toutes
les solutions de (S) en évitant des calculs inutiles. A cette fin, nous cherchons d’abord a identi-
fier, a partir du support de (S), des systemes induits S(I) identiques. L'exemple 3.5 portant sur
une seule équation montre comment cette situation peut se produire puisque les 8 équations
floues induites se réduisent a seulement 2 distinctes. Lorsque, par exemple encore, toutes les
composantes de chaque k-uplet d du support de (S) sont paires, les 2¥ systemes S(I) induits
par (S) sont identiques. Notre objectif est d’automatiser la reconnaissance de systemes in-
duits identiques.

Pour cela, nous construisons ci-dessous la matrice M(S) de signes ol les colonnes sont
indicées par les 2F k-uplets I de {—1,1} et les lignes par les k-uplets d de Supp(S). Lentrée a
laligne d et a la colonne I vaut I9e{-1,1}, qui remplace le signe de 2% dans S(I) :

Fixons deux k-uplets distincts I;,I, € {-1, 1}* et considérons C(I;) et C(I») les deux co-
lonnes de M(S) indicées respectivement par I et I,. Si C(I;) = C(I) alors S(I;) = S(I2). En



20 PHILIPPE AUBRY, JEREMY MARREZ, ANNICK VALIBOUZE

effet, pour toute équation (E) du systeme (S), le coefficient I‘li 7iq de chaque monome x¢ ap-
paraissant a gauche de chaque équation E(I;) est identique au coefficient 1‘21 ng dans E(I,)
d’apres la définition des équations induites donnée dans (6).

Le nombre des systemes S(I) distincts parmi les 2K induits par (S) est donc au plus égal au
nombre de colonnes distinctes dans M(S). La matrice des signes permet d’éviter bon nombre
de systemes induits a résoudre. On peut mettre en oeuvre d’autres reconnaissances rapides
de systémes induits identiques. En effet, deux systémes S(I;) et S(Iz) peuvent étre identiques
a permutation pres des équations alors que C(I;) # C(Iz). Nous pouvons encore repérer les
équations de la forme "a=0" et "—a = 0" car elles ont les mémes solutions.

5. ALGORITHME SolveFuzzySystem

Dans cette section nous présentons 'algorithme optimisé SolveFuzzySystem - SFS en
abrégé - pour calculer les solutions réelles d'un systéme flou polynomial. Les coefficients du
systeme sont des nombres flous donnés par leur représentation en tuple et sont supposés
appartenir a une méme famille §(G, D) dont les fonctions de dispersion sont bijectives. Apres
la description de I'algorithme séquentiel SFS dans la section 5.1, nous discutons sa paralléli-
sation dans la section 5.2.

5.1. Lalgorithme séquentiel SolveFuzzySystem.

Comme le premier algorithme BA-SFS, I'algorithme SolveFuzzySystem consiste a parcourir
itérativement les colonnes de la matrice de signes M(S) décrite a la section 4.2. Pour chaque
colonne C(I) indicée par un k-uplet I de signes, il cherche les solutions réelles du systéme (S)
issues de S(I) en évitant des calculs inutiles si 'une des colonnes précédentes le permet.

A cet effet, nous employons les trois vecteurs suivants, indicés de 0 a 2% — 1, vides au début
de I'algorithme :

— ColonnesDistinctes contiendra les colonnes distinctes de la matrice des signes;
Lindice cpt est incrémenté lorsqu’une colonne distincte des précédentes est détec-
tée;

— SystemesDistincts contiendra les systémes flous distincts dont les solutions posi-
tives ont été calculées; L'indexation correspond a celle de ColonnesDistinctes;

— Ib, indexé aussi comme ColonnesDistinctes, contiendra les solutions réelles posi-
tives de S(I) telles que la colonne C(I) apparait dans ColonnesDistinctes.

Comme expliqué dans la section 4.2, deux cas de figure permettent d’éviter des calculs
redondants pour une colonne courante I :

(1) Si C(I) est identique a une colonne précédente C(J) dans M(S) alors S(I) = S(J). Dans
ce cas, I'algorithme n’ajoute pas la colonne C(I) dans le vecteur ColonnesDistinctes.
11 utilise les solutions positives de S(J) qui ont déja été calculées et conservées dans
Iblors d'une étape précédente. Cela constitue la premiere étape de 1’algorithme (voir
I'instruction 4:).

(2) SiS() estidentique a un systeme S(J) ou C(J) est une colonne précédant C(I) tout en
lui étant distincte, alors I'algorithme passe a I'indice suivant. Il ajoute dans le vecteur
ColonnesDistincteslacolonne C(I) et dans le vecteur /b les solutions positives pré-
cédemment calculées de S(J). Comme il n’est pas adéquat d’ajouter S(I) au vecteur
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SystemesDistincts, 'algorithme laisse I'entrée vide a I'indice cpt. Nous pourrons
alors appliquer les tests (1) et (2) aux colonnes suivantes de M(S) (voir 'instruction
7:).

En dehors des situations (1) et (2), les solutions positives du systeme flou S(I) sont calcu-
lées, comme dans I'algorithme de base BA-SFS, avec les fonctions TransforméeRéelle et Sol-
Pos. Lalgorithme incrémente I'index cpt et stocke dans les vecteurs ColonnesDistinctes,
SystemesDistincts et Ib respectivement C(I), S(I) et les solutions positives de S(I). Il sera
ainsi possible d’appliquer les tests (1) et (2) aux colonnes suivantes de M(S) (voir les instruc-
tions 9:).

A chaque étape de la boucle, c’est-a-dire pour chaque k-uplet I de signes, le théoréme 4.1
est appliqué pour obtenir les solutions réelles de (S) associées aux solutions positives de S(I).

Lalgorithme SolveFuzzySystemfait appel aux mémes fonctions que I’algorithme BA-SFS,
complétées de celles ci-dessous :

— La fonction ColonneSignes(j,S) renvoie la (j + 1)-ieme colonne de la matrice M(S)
des signes (la valeur de j débute avec 0 et pas 1);

— La fonction EstDans( e, Distinct) retourne —1 si e n’est pas un élément du vecteur
Distinct, sinon elle renvoie I'indice de la premiére occurence de e dans Distinct.
Cette fonction est utilisée dans I'algorithme a la fois sur les colonnes signées de M(S)
et sur les systemes de polyndmes. Pour une recherche efficace, quand il s’agit de po-
lynémes, nous les ordonnons selon un ordre total sur les mon6émes et en assignant le
signe + au mondme dominant.

5.2. Une version paralléle de I'algorithme SolveFuzzySystem,

Les solutions positives de chaque systéme flou induit S(I) se calculent indépendamment de
celles des autres systemes flous induits (avec successivement les fonctions Transformée-
Réelle puis SolPos). Cette partie étant la plus cotiteuse de I’algorithme SolveFuzzySystem, il
est opportun de la paralléliser. Ceci nécessite de modifier I’algorithme pour d’abord identifier
les systemes induits S(I) distincts a résoudre, mais sans entreprendre leur résolution, tout en
conservant les informations permettant d’appliquer ultérieurement le théoréeme 4.1.

A cette fin, nous modifions le réle du vecteur Ib. 1l sera indicé de 0 2 2F — 1 comme les co-
lonnes de M(S), et Ib[j] contiendral'indice dans SystemesDistincts du systéme correspon-
dant a la colonne ColonneSignes(j). Lorsque la résolution d’'un systéme aura été effectuée,
ses solutions positives seront stockées dans un nouveau vecteur SPos, de mémes indices que
SystemesDistincts.

Lalgorithme parallele général se déroule en trois étapes comme suit.

(1) Onrepere efficacement les systémes distincts a résoudre en paralléle. Et, pour chaque
colonne I de M(S), i.e. chaque j entre 0 et 2k _ 1, on enregistre dans /b[j] 'indice du
premier systeme antérieurement traité qui est identique a 5 (S(I)) (ce peut-étre j lui-
méme si S(I) est nouveau). Les systemes distincts sont stockés sont dans le vecteur
SystemesDistincts.

Cela est réalisé avec l'ossature de l'algorithme séquentiel SolveFuzzySystem en y
apportant les modifications ci-dessous :

— dans 4: remplacer l'instruction sol := sol U I® Ibli] par Ib[j] := Ib[i].
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Algorithm 2 Algorithme de résolution réelle optimisé SolveFuzzySystem, ou SFS

Require: S, un systéme polynomial a coefficients flous sous leur représentation en tuple
k, la dimension, i.e. le nombre de variables

Data: cpt:=-1,le compteur (a une unité pres) du nombre de colonnes distinctes de M(S)
ColonnesDistinctes:= [], les colonnes distinctes de M(S) déja parcourues
SystemesDistincts:= [], laliste des systemes S(I) distincts déja rencontrés
Ib:=1], Ibli] contiendra les solutions positives de SystemesDistincts[i]
sol:={}

Ensure: sol,l'ensemble des solutions réelles de (S)

#l'indice j parcourt toutes les colonnes de M(S)
#lorsque j parcourt [| 0, 2k 1 [1, MultiSigne(j) parcourt les multi-signes [ € {—1, 1}k

1: for j:=0to2X—1 do
2:  I:=MultiSigne(j)
C := ColonneSignes(j) # C est la colonne courante dans M(S)

# on teste si C est une nouvelle colonne de M(S)
i:=EstDans(C, ColonnesDistinctes)
3: ifi # -1 then
4: # les solutions positives de S(I) sont dans /b[i] : application du théoréeme 4.1
sol:= sol UI®Ibli]
# on passe a la colonne suivante dans M(S) et cpt n’est pas incrémenté
gotol:
5. endif

#ici, C est une nouvelle colonne de M(S)
cpt:=cpt+1
ColonnesDistinctes(cpt] :=C

# on teste si S(I) est un nouveau systéme
i:=EstDans(S(I), SystemesDistincts)
6: ifi #—1then

7: # Le i-iéme systéme est identique a S(I). Ses solutions positives rangées dans /b|[i]
sont affectées a [b[cpt] car toute colonne précédant C = C(I) lui est distincte
Iblcpt] :=1bli]

8: else

9: # on stocke le nouveau systéme et on calcule ses solutions positives qu’on stocke
dans /b[cpt]

SystemesDistincts[cpt] :=S(D)
TRSI := TransforméeRéelle(S (1))
Iblcpt] := SolPos(TRSI)

10: endif

# on applique le théoreme 4.1
sol:= sol UIe®lb[cpt]

11: end for

12: return sol




RESOLUTION REELLE DE SYSTEMES POLYNOMIAUX FLOUS 23

— dans 7: remplacer l'instruction [b[cpt] := Ib[i] par Ib[j]:= Ib[i].

— dans9: remplacer les instructions TRSI := TransforméeRéelle(S () et [b[cpt] :=
SPos(TRS]) par [b[j]:=cpt.

(2) Enparalléle, onrésout chacun des systémes distincts du vecteur SystemesDistincts.
Pour chaque systéme SI1:=SystemesDistincts[cpt], s'il existe, nous appliquons les
deux instructions suivantes :

TRSI := TransforméeRéelle(SI)

SPos(cpt] := SolPos(TRSI)
Comme dans l'algorithme SFS, quand C(I) est une nouvelle colonne mais que S(I)
n’est pas un nouveau systéme, on n’enregistre rien dans SystemesDistincts(cpt].

(3) On parcourt le vecteur b afin de construire toutes les solutions du systeme (S) a partir
des résolutions de I'étape précédente; il s’agit essentiellement d’appliquer le théo-
reme 4.1. Cette derniére étape est réalisable également en parallele. Chaque [b[j]
a pour valeur l'indice cpt des solutions positives de S(I) dans le vecteur SPos ou
I = MultiSigne(j). Cette étape se réalise par la boucle suivante :

for j:=0to2F-1do
sol := {MultiSigne(j)® b| b € SPos[lb[j]1} U sol
end for

Nous détaillons I'éxécution de la version parallele dans un exemple de la section 6.2.

6. IMPLANTATION ET EXEMPLES

Nous disposons d'un package Fuzzy sous SageMath ([9]) écrit par Jérémy Marrez ([13]).

Une fonction ResolutionReelleSystemesFlous implante I'algorithme SolveFuzzySystem
de la section 5. Rappelons que les nombres flous doivent étre a support borné et a fonctions
de dispersion inversibles.

6.1. Description des structures et principales fonctions.

La représentation externe des données dans Fuzzy est indiquée ci-dessous :

— une fonction de dispersion H posséde une représentation rep(H) ; par exemple, si H
est quadratique, c’est "Quad";

— un nombre flou 71 = (n, a, b) de §(G, D) est représenté par
rep(71)=NombreFlouRed ((n, a, b,rep(G), rep(D));

— un terme md

est représenté de facon usuelle par rep(@?) = x;%*d) - X * *d;
— un mondme M = fiz? est représenté par le couple rep(M)= (rep(7), rep(z?) );

— un polynoéme p a coefficients flous est représenté par la liste rep(p) de ses monomes
a coefficient non nul; i.e. avec une représentation creuse;
— une équation (E) : p = g, ou p, g sont deux polyndmes, est représentée par le couple
rep(E)=(rep(p), rep(q));
— un systeme (S) formé de s équations (E;), ..., (E;) est représenté par la liste
rep(S)=[rep(E;), ... ,rep(E2)].
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Par exemple, avec des nombres flous quadratiques, le systéme

v x+(-1,1,1) = (-2,1,1)y%,
lx+6,1,0)=2,1,1)y?

est représenté comme suit :

LeftSidel = [(NombreFlouRed(1,0,0,"Quad","Quad"),x),
(NombreFlouRed(-1,1,1,"Quad","Quad") ,1)]

RightSidel = [(NombreFlouRed(-2,1,1,"Quad","Quad"), y**2) ]

LeftSide2 = [(NombreFlouRed(1,0,0,"Quad","Quad"),x),
(NombreFlouRed(3,1,1,"Quad","Quad"),1)]

RightSide2 = [(NombreFlouRed(2,1,1,"Quad","Quad"),y**2) ]

System = [ (LeftSidel, RightSidel ), (LeftSide2, RightSide2)]

Remarque 6.1. Les équations floues du systeme F ci-dessus n’ont pas exactement la méme
forme que I’équation générique (E) étudiée dans 'article. Le membre droit de (E) ne se limite
pas a un nombre flou m. Cependant il est clair que nos résultats s’étendent aux équations de
cette forme.

La fonction resolution_reelle_systemes_flous(S, k) implantant I'algorithme SFS
prend en parametres la représentation d'un systéme flou (S) a s équations ainsi que le nombre
k de variables. Elle renvoie ’ensemble des k-uplets solutions réelles de(S). Pour cela, elle uti-
lise principalement les fonctions ci-dessous :

— La fonction transformee_reelle(S,I), a partir d'un systeme flou S a s équations
et d'une liste de signes I € {—1, 1}*, construit la transformée réelle du systeme flou in-
duit S(I), c’est-a-dire le systeme a 3s équations a coefficients réels obtenu en trans-
formant chacune des ses équations E(I) comme au corollaire 3.10. Elle implante donc
notre fonction TransforméeRéelle des algorithmes des sections 4 et 5.

— La fonction SolPos (Sr) renvoie 'ensemble des solutions réelles positives d'un sys-
teme Sr a coefficients réels. Elle fait d’abord appel a la fonction Wu (Sr) qui implante
I'algorithme de Wu ([8]). Celle-ci renvoie une famille Z d’ensembles de polyndmes
dits caractéristiques telle que la variété V(Sr) des zéros de Sr admet une décomposi-
tion en systémes polynomiaux triangulaires de la forme V(Sr) = Ugez V(B) \ V(Ip) olt
Ig = [Ipep init(b). On peut retrouver la définition de 'initial ini¢(b) d'un polynéme b
dans [8] ou dans [7], ol1 la méthode de Wu est décrite dans le cadre de la résolution de
systemes a coefficients flous triangulaires. A partir de I'ensemble Z calculé, une fonc-
tion get_zeros(Z) utilisant la structure triangulaire des ensembles caractéristiques
B, renvoie les éléments de R+ qui sont dans V(Sr).

6.2. Exemples.

Exemple 1 : La fonction resolution_reelle_systemes_flous(F,2) retourne comme
dans [7] (exemple 6.1) la variété V(F) = {(x = —1,y + 1)}, solution du systéeme F donné plus
haut. Nous décrivons ci-dessous les calculs intermédiaires.

Avec k = 2 variables x, y, nous avons 22 =14 multisignes : [y = [-1,-1],I; = [-1,1],]x =
[1,—-1],I3 = [1,1]. En les prenant dans cet ordre qui correspond respectivementa j =0,1,2,3
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dans I'algorithme STS et en considérant les mondmes du support dans 'ordre x, 1, y, la ma-
trice des signes M(F) de F est

On précise que dans la description ci-dessous de I'exécution de 1'algorithme, une colonne
sera représentée par un vecteur ligne.

La variable Sr est la transformée réelle du systéme flou induit F(I) de s = 2 équations,
avec I € {Iy,...,I3}; Sr posséde donc en théorie 3s = 6 équations. Mais en pratique certaines
sont identiques. Par exemple, lorsque I = [—1,—1], la transformée réelle de F(I) est le sys-
teme [2y°> —x—1,-y*+1,-y> +1,-2y? — x+3,—y*> + 1,—y* + 1] (nous ne faisons pas appa-
raitre les membres de droite d'une équation lorsqu’ils sont nuls). Celui-ci se réduit a Sr =
[-y>+1,2y> — x - 1,-2y? — x + 3] en enlevant les doublons. C’est le premier systéme a ré-
soudre dans le programme. Pour des raisons pratiques évidentes, c’est ce systéme qui est
enregistré dans la variable SystémesDistincts et non le systéme flou F(I) comme indiqué
dans I'algorihme SFS.

Présentons le déroulé de la fonctionresolution_reelle_systemes_flous(F,2) enliant
les parametres effectifs aux parametres formels : S=F et k=2. Au départ, nous avons :

cpt = -1
ColonnesDistinctes = []
SystemesDistincts = []
j=0 :

I=1_{0}=[-1,-1]1, cC=[-1,1,1]

La colonne C est nouvelle donc cpt=cpt+l ; i.e. cpt=0

ColonnesDistinctes[0] = C

Sr = transformee_reelle(S,I) retourne Sr= [-y~2+1,2%xy~2 -x -1,-2%xy~2 -x+3]
Le systéme réel Sr est un nouveau systéme :

SystemesDistincts[0] = Sr

SolPos(Sr) retourne set([(1, 1)]), les solutions positives de Sr

1b[0]= set([(1, 1)I)

On ajoute dans sol le produit de I avec les solutions présentes dans 1b[0]:
sol = set([(-1, -1D1)

ColonnesDistinctes = [[1, -1, 1]1]
SystemesDistincts = [[y~2 - 1, 2%y™2 - x - 1, 2*%y~2 + x - 3]]

j=1 :

I=1_{1}=[-1,1], Cc=[-1,1,1]

La colonne C est identique & ColonnesDistinctes[0].

On ajoute dans sol le produit de I avec les solutions présentes dans 1b[0]:
sol = set([(-1, 1), (-1, -1DI)
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I=1_{2}=[1,-11, C=[1,1,1]

La colonne C est nouvelle donc cpt=cpt+l ; i.e. cpt=1

ColonnesDistinctes[1] = C

Sr = transformee_reelle(S,I) retourne Sr= [2%y~2+x-1, -2%y~2+x+3, -y~2+1]
Le systéme réel Sr est un nouveau systéme :

SystemesDistincts[1] = Sr

SolPos(Sr) retourne set([]), les solutions positives de Sr

1b[1]= set([1)

On ajoute dans sol le produit de I avec les solutions présentes dans 1b[1]:
sol = set([(-1, 1), (-1, -1D1)

ColonnesDistinctes = [[-1, 1, 1], [1, 1, 1]]
SystemesDistincts = [[y~2 -1, 2%xy~2-x -1, 2%y~2+x -3],
[2xy~2+x -1, 2xy~2 -x-3, y~2- 1]]

j=3 :
I=1_{3}=[1,11 , C=[1,1,1]
La colonne C est identique & ColonnesDistinctes[1].
On ajoute dans sol le produit de I avec les solutions présentes dans 1b[1]:
sol = set([(-1, 1), (-1, -1

Nous trouvons donc bien la variété V(F) = {(x = -1,y £ 1)}.

Exemple 2 : Illustration de la version parallele de I'algorithme SFS sur le systeme flou Fy
suivant :

@1, D)xy+G6,LDx%YA+ 2,1, D)2y = (7,3,3),
16,1, Dy + 2,3, Dx2y2 + 2,2, Dx3)3 = 9,6,3)

La solution retournée par la fonction resolution_reelle_systemes_flous(F;,2) est,
comme dans [7], la variété V(F;) = {(x = %,y) | y € R\{0})}. Nous remarquons que dans la
premiere équation (E) les dispersions a gauche et a droite sont identiques. Ainsi les deux
équations Y agx®=aet Y Ba x% = B de la transformée réelle de (E) sont iden-

deSupp(E) deSupp(E)
tiques et égales a x3y3 + x?y? + xy = 3. On retrouve encore cette équation avec les dispersions
droites de la seconde équation de F;. C’est pour cette raison que nous aurons 4 et non 6 = 3s
équations dans la transformée réelle de toute équation floue induite F (I). Lors d'une implan-
tation, il est possible d’en tenir compte afin de repérer les équations identiques une fois pour
toutes sur le systeme flou initial et d’'utiliser le résultat ensuite sur chacun de ses systémes
induits.

Nous allons trouver V(F;) en appliquant la version parallele de notre algorithme. Les mul-
tisignes sont les mémes que pour le systeme F du premier exemple et le support de F; est
{x3 y3, x2 yz, xy,1}. La matrice des signes de F; est la suivante :

Ih , I, Iz

By 1 -1 -1 1
2y |11 1 1
Xy 1 -1 -1 1
1 1 1 1 1
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Nous voyons qu'’il suffit de résoudre seulement les systémes correspondant aux deux pre-
mieres colonnes; c’est-a-dire que nous avons les identités suivantes sur le systémes flous
induits : F; (Ip) = F1 (Is) and F; (I;) = F1 (I). Dans I'exécution de I'algorithme cette information
se retrouve dans le vecteur 1b. Ainsi, le nombre de systémes a résoudre est réduit de moitié.

Lors de la premiére étape de 1'algorithme paralléle, aprés j= 0 puis j=1, nous avons :
ColonnesDistinctes = [[1, 1, 1, 11, [-1, 1, -1, 1]]
SystemesDistincts =

[[2%x~3%y~3+2%x " 2%y~ 2+5%x*y-9, 24X~ 3%y~ 3+3%x "~ 2%y~ 2+2%x*y-7 ,
2xx " 3ky T 3+3kX T2y T 2+x*ky-6, X"3*ky 3+x"2xy " 2+x*y-3],
[2%x~3%y~3-3*x " 2%y~ 2+2%x*y+7 , 2%xx " 3%y~ 3-3*%x 2%y~ 2+x*y+6,
X"3*yT3-x"2xy " 2+xxy+3, 2%xX"3*kyT3-2%x 2%y~ 2+5*x*xy+9] ]

1b = [0,1]

Apres les tours de boucle j=2, puis j=3, seul le vecteur 1b est modifié comme suit :

1b=[0,1,1,0].

Puisque 1b[2]=1b[1], les solutions réelles positives du troisieme systeme flou induit F; (I2)
correspondant a 1b[2] sont celles du deuxieme systéme F; (I;) correspondant a 1b[1]; ces
solutions positives seront dans SPos [1] apres la seconde étape. De la méme facon on aura
1b[3]=1b[0].

Lors de la seconde étape, la fonction SolPos est appelée en paralléle sur chacun des deux
systemes de SystemesDistincts pour calculer leurs solutions positives respectives. Ces so-
lutions sont récupérées et rangées dans le vecteur SPos. On a alors :

SPos=[set([(1/y, ’R+’)1),set([1)].

La derniere étape calcule en paralléle, pour j=0,1,2,3, les produits I ® SPos[1b[j]] cor-

respondant a la derniere colonne "solutions retournées" ci-dessous. Les quatre résultats

sont rangés dans la variable sol contenant les solutions du systeme flou F;. Concrétement,
cela donne:

j I 1b[j] SPos[j] solutions retournées
0 [-1,-1] 0 set([(1/y, ’R+’)1) set([(1/y, R-")1)
1 [-1,1] 1 set([1) set ([1)
2 [1,-1] 1 SPos [1] set ([1)
3 [1,1] 0 SPos [0] set([(1/y, ’R+)1)

sol = set([(1/y, ’R+’), (1/y, ’R-°)1)

Comme avec la version séquentielle, deux résolutions de systemes seulement sont effec-
tuées, et nous trouvons la variété V(F;) = {(x = %, ) | y e R\{0})}.

7. CONCLUSION

Pour résoudre un systéme flou (S) de s équations et k variables, jusqu’a maintenant les
méthodes algébriques existantes exécutaient des calculs avec la forme paramétrique des co-
efficients pour obtenir la forme tranchée collectée de (S) composée de 4s équations. Nous
montrons que ces calculs sont superflus en exhibant une formule qui définit un systéme
équivalent a 3s équations, que nous appelons la transformée réelle J (S) du systéme (S).
Une propriété fondamentale est qu’elle possede les mémes solutions réelles positives que
(S) (théoreme 3.9).
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Alors que les méthodes antérieures ne traitaient que les systémes a coefficients flous tri-
angulaires, nos résultats s’appliquent pour des coefficients dans une famille §(G, D) vérifiant
simplement que ses fonctions de dispersions G et D sont bijectives. De plus il n’y a pas besoin
de calculer I'inverse de ces fonctions puisque la transformée réelle est une formule univer-
selle indépendante de G et D.

Pour résoudre des équations a coefficients flous on est confronté a la question du signe des
solutions. Cette question est intrinséque aux nombres flous et provient du fait que la multi-
plication d'un nombre flou par un scalaire réel s’exprime différemment selon le signe de ce
scalaire. Notre stratégie a consisté a nous concentrer sur les solutions positives en reportant
a priori sur les coefficients flous ce probleme de signes. Elle a été rendue possible en éta-
blissant le théoréme 4.1 qui exprime I'’ensemble des solutions réelles de (S) en fonction des
solutions positives d’au plus 2¥ systemes flous induits de (S). Ce théoréme conduit immédia-
tement a un premier algorithme qui automatise la recherche des solutions de (S) en évitant
les études de signes indispensables avec les méthodes antérieures. Notre approche est tout
a fait indépendante du choix de la méthode employée pour calculer les solutions positives
d'un systeme de polyndmes a coefficients réels.

Parmi les 2F systemes induits a résoudre, certains d’entre eux sont identiques. Les dif-
férents exemples de I'article montrent qu’il n’est pas rare de réduire substantiellement le
nombre de systémes induits a résoudre. Nous décrivons une stratégie pour éviter des branches
de calcul redondantes. Elle conduit a un algorithme optimisé, SolvingFuzzySystem, qui a
été implanté dans le package Fuzzy du logiciel de calcul formel SageMath.

La partie coliteuse de cet algorithme réside dans la recherche des solutions positives de
chaque transformée réelle d’'un systéme flou induit de (S). Nous décrivons dans la section
5.2 une parallélisation de l'algorithme SolvingFuzzySystem permettant d’exécuter ces cal-
culs mutuellement indépendants en paralléle, et nous en illustrons le fonctionnement sur le
second exemple de la section 6.
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