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Summarium
Minimizatio angulorum Frobenianorum inter subspatia functionalid prognata copiis differentibus

functionum atomicarum est adhibita ad valores exponentium orbitalium & determinandos pro ba-
sibus minimalium atomicorum parametrorum (Moscovia-Aquisgrana-Lutetia Parisiorum — MAP)
quae praebent optimam repraesentationem duabus copiis functionum atomicarum: alterae Bunge-
nianae exsistenti ad elementa H-Xe, alterae Kogaensi porrectac ab H ad Lr (Z = 103). Valores
exponentium ita inventi repraesentati ut functiones oneris nuclearis Z regulas lineares sequuntur
in segminibus respectivis, praescriptiones regulis Slateri constitutas erga exponentes Slaterianos si-
mulantes. Exacte tamen regulas Slateri non sequuntur quia valores numeri quantici efficientis n*
atque abstectionis incrementa o ab illis praescriptis differunt. Nihilominus ramos lineares depen-
detiarum & a Z juste structuram Tabulae Periodicae Elementorum sequuntur et proprii sunt ad
segmind respondentid p-, d- (transitiond) et f- (Lanthanoidad ac Actinoidd) elementis.

Abstract
The minimization of Frobenius angles between functional subspaces spanned by different sets of
atomic functions is employed to determine the values of orbital exponents & characterizing minimum
atomic parameters/Moscow-Aachen-Paris (MAP) basis sets providing the best representation of two
Hartree-Fock based atomic basis sets: that of Bunge et al. available for elements H-Xe and that of
Koga and Thakkar spanning H to Lr (Z = 103). So-extracted values of exponents follow piecewise
linear laws as functions of the nuclear charge Z resembling the prescriptions set by Slater’s rules for
the orbital exponents. In details, however, the rules proposed by Slater are not precisely followed,
neither for effective principal quantum numbers n* nor screening increments o. Nevertheless, the
linear pieces of the £ vs Z follow the structure of the Periodic Table being specific for the segments
corresponding to p-, d- (transition) and f- (Lanthanides and Actinides) elements, respectively.
Pestome
C momomiplo  MUHMMH3AIUK  (PPOOEHMYCOBCKUX  YIVIOB  MEXKJy (YHKIMOHAJIHHBIMU IO/
MIPOCTPAHCTBAMU, PACTSIHYTHIMU PA3JUIHBIMU HAOOpPAMMU aTOMHBIX (DYHKIIUN, [OJIYYEHbl 3HAUCHUS
opOUTATIBLHBIX 9KCIOHEHT &, XapaKTepHbIX 1 dyHkuwii Tuna MATT (MUHIMAIBHO ATOMHO IapaMe-
TPU30BAHHBIX / MOCKOBCKO-aX€HCKO-TIAPUKCKHX ), JAIONIIE HAMJIYYIIee TPUOIMZKEHUe TIOCJASTHUX K
JByM HabopaM aTOMHBIX (hyHKIWA: ByHre, n3Bectubix s ssmemenToB H-Xe, n Kora, mokpoiBarorux
nnTepBas nemenToB or H no Lr (Z = 103). Iosy4yeHHble TakuM 00pa30M 3HAYEHHS] SKCIIOHEHT,
Kak QYyHKIUU 7, TOJYUHSAIOTCA KYCOYHO-JIMHEHHBIM 3aKOHAM, HAIOMUHAIONIUM IIPEJIUCAHBIE
npasusiaMu Cidrepa [ist ero opouTaIbHBIX 9KCIOHEHT. B meransx, ogaako, npasuia Ciarepa s
MATI-3KCIIOHEHT He BBIMOJHSIOTCS, TaK Kak 3HadeHus 3((MEKTUBHOTO IIIABHOIO KBAHTOBOI'O YHCJIA
n* Tak W MHKPEMEHTbl SKPAHMPOBAHWUS O OTJIMYAIOTCA OT NpEeJIoskeHHbIX CIaTepoM 3HAYEHWH.
Tem He MeHee, OTPE3KH JIMHEHHBIX 3aBUCUMOCTEH £ OT Z XOPOIIO COIVIACYIOTCS CO CTPYKTYPOit
ITepuomuueckoit CucreMbl DJIEMEHTOB U CHEIUMDUIHBI JJjIsi OTPE3KOB 3HAYEHUI Z, OTBEYAIONIUX,
COOTBETCTBEHHO, p-, d- (nepexonHble) u [- (JIAHTAHOM/(BI ¥ AKTHHOWUJIbL) SJIEMEHTOB.

I. INTRODUCTIO AC THEORIA

. . . . . . - i

*Dra craThs IyOIMKYyeTCsl Ha JATHIHU B O3HAMEHOBAHUE CJIyXKObI Hodie multae variae copiae orbitalium atomicorum

npodeccopa Oiirena IlIBapria B KauecTBe pegakropa crareil, my6- circumsunt qulbus ad computationes perducendas valde

JINKOBABIIUXCS Ha 9TOM si3bike B Theoretica Chemica Acta B 60-bie utuntur [1, 2]. Efficientiae numericae causa istae copiae
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bent. Vir clarissimus Carolus Bunge cum collaborato-



ribus jam A.D. 1993 methodo Hartree-Fockis orbitalia
atomicd obtinuit [3] in forma combinationum linearium
monomium Slateri:

pE=1) o—¢r (1)

differentibus gradibus (k — 1) ac exponentibus orbitali-
bus £. Ill& orbitalid atomica, ab hoc infra Bungeniani
nuncupaté, alid orbitalii, numerice cognota [4, 5], magna
cum subtilitate reproducunt, et per hoc pro accuratissi-
mis formae simplicissimae, id est evolutionem brevissi-
mam per orbitalia Slateri possidentibus, haberi possunt.
At, quamquam orbitalii Bungeniani breve monomiali-
bus Slateri repraesentantur, nullum parametrum horum
orbitalium — vel exponentes orbitales vel coéfficientes ex-
pansionum — significationem physicam habent. In dis-
sertatiunculis nostris [6, 7] forma orbitalium magis sim-
plificata, primo a V.Cl. V.A. Focke proposita [8], ute-
bamur ad systematd orbitalium atomicorum orthonor-
malium exstruend& solum uno parametro per corticulam
atomicam numeris quanticis n¢, demum exponenti orbi-
tali &,¢, descriptd. Huic parametro significatio physica
jam adscribi potest secundum v. gr. Adn. [9, 10] ope:

gn@ ~ QPInZa (2)

ubi PI,,; est potential ionizationis ex corticula nfsm?.

Ad perveniendum illi metae posuimus functiones radia-
les atomicas Ry¢(r) polynomid gradus (n — 1) r*¢ func-
tionibus exp (—&,¢ ) multiplicatd esse. Pro quovis valore
numeri quantici azimutalis ¢ numerus quanticus princi-
palis n solum magis quam ¢ esse potest. Polynomium
in functione R, (r) multiplicatorem ¢ continet et igitur
solum (n — ¢) membra habet. Consequenter, ponimus
orbital atomicum formae

Rpe(r) o< (2§n€7')£ Pre(2§0m) exp (—E€ne ) (3)

esse, quod normalizatum sit, et ubi P,,(x) sunt polyno-
mid in Adn. [6] descriptd. Pro n = £+ 1 solum unum
membrum exsistat cujus coéfficiens numericus unitatem
esse ponimus: Ppi1¢(z) = 1; itaque functio Ryt ¢(r) sola
functio Slateri est. In aliis polynomiis P,,(r) pro dato ¢,
coéfficiente apud r° pro unitate posito, hujus polynomii
alios coefficientes ex conditione orthogonalitatis functio-
num R,¢(r) pro valoribus n > £ 4+ 1 determinare possu-
mus. Haec orbitalium forma MAP a nobis nuncupata est
dedicationis oppidibus nostris causa et ad earum formam
ut illam numeri Minimali Atomicorum Parametrorum
significandam.

In methodo Hartree-Fockis exponentes orbitales &,
conditione energiae totalis minimalis determinantur [11].
In Adn. [7] potuimus pro elementis onerum nuclearium
Z = 1+ 54 i.e. H-Xe, omnes exponentes ex minimi
energiae conditione determinare, et eos monstrare regulas
lineares respectu Z:

fn[ = anZZ + bné (4)

sequi.  Flexus a,¢ intersectionesque b, (cum ordi-
nata)l! proprii sunt segminibus Tablulae Periodicae Ele-
mentorum, ubi corticula numeris quanticis nf dum im-
plenda est (i.e. aperta) aut ubi efidem corticula jam est
completa et consequenter corculae inest.

Haec methodus haud plane ad valores certos ac stabi-
les ducit: exponentes orbitales MAP-iani ex conditione
minimi energiae tarde et taediose sunt inventu. Prae-
terea, perduntur ca. 3% energiae totalis cum orbitali-
bus Bungenianis conferendo. Alio modo, habentes or-
bitalia atomicd Bungeniand pro datis, possumus expo-
nentes &,y invenire nunc ex conditione maximi super-
positionis inter orbitalii MAP-iani et Bungeniani (vel
aliquas alias datas copias). Instrumentum numericum
ad hoc utile productum Frobenianum ex matricicibus
operatorum in spatio Hilbertiano L? agentium est. Id
copias vectorum, quibus haec subspatia progignuntur,
comparare permittit.

Actu, sint {|8)} et {|u)}' copiae vectorum, quorum
numeri respective b et m sint, ambo finiti. Tunc licet
nobis operatores in L? (aequaliter matrices)

m b
M=) |l B =[5 (5)
n=1 p=1

definire. Quivis operatores lineares quoque spatium vec-
toreum formant, quia summa duorum talium operato-
rum et productum ex operatore et numero (complexo)
ipsi sunt operatores. Producti ex duobus operatoribus
C et D tractus — tr(C'D) — definit productum scalarem
ex operatoribus, faciens ex ii1s spatium vectoreum Eucli-
deanum. Illud omnias qualitates producti scalaris habet
— est sesquilinearis, positiveque definitus pro C = D,
practer C (= D) zero operator sit.

Definitione producti Frobeniani ad operatores cum
matricibus My, = (A|M]|k) et similiter B adhibita,
obtinemus:

tr (MIB) = > 3> (k| ) (| (A B)(B k)

KX B
= D DB IR sl (> 1) (A1BX6)
noB " A ,
=I =I

DB
woB

ubi copiae {|A\)} et {|x)} sunt separatim completas or-
thonormales bases in L2. Itaque operatorem identitatis
I ut

I=Y |r) (sl =Y N
K A

1 Hinc notatione Diraciana “un-cas” utemur.



evolvere possumus.

Operatoris norma deducitur sollemniter ut radix in-
terni Frobeniani producti ex operatore et eo ipso: |C| =
\/tr(CTC); quae nota est ut Frobeniana norma. Ergo
angulus Frobenianus ppp inter duo subspatia definiri
potest ope:

tr (MTB) Zuﬁ |<5|N>|2

Tabula I: Parametra accommodationis dependentiarum expo-
nentium MAP-ianorum &, a Z ad varid intervalld Z inventa
ex conditione minimi anguli Frobeniani cum orbitalibus Bun-
genianis secundum aeq. (7) cum ipsorum erroribus & ac R?
criterii valoribus et parametris Slaterianis n),, one.

P
5 (ang) [8(bne)| R nog | Tne
T.0143 | —0.45 [ 0.0010 | 0.03 [0.999951[0.986

ne| z a, be
Ts| 2: | HeXe

3:10 Li-Ne | 0.3674 | —0.36 | 0.0009 0.01 0.999967 -
28 10: Ne-Xe [ 0.5069 [ —-1.64 | 0.0008 0.03 [0.999909 1.9730.275

T1:18 [ Na-Ar | 0.3034 | 2.34 [ 0.0048 | 0.07 [0.998491
3% " T9: | R-Xe [0.3243 [ 2.81 [0.0023 | 0.00 [0.008235] >'083|0.064

As 20:30 | Ca-Zn [0.05414 | 0.24 0.0013 0.03 |0.994975 3.733| 0.798

30: |Zn-Xe | 0.2679 | —6.03 | 0.0032 0.14 |0.996895

oS PMB = =

IMEIBL S5, i) 24555 1081872

(7)
quae definitio a definitione dissertatiunculae [12] illo dif-
fert quod vectores copiae {|u)} inter se orthogonales vel
normalizatos esse non debent et similiter vectores copiae
{|5)}. Dehinc operatores M vel B haud necessare ope-
ratores projectivi sunt, quod solum in casu, si vectores
copiae {|u)} (atque {|B8)}) orthonormales sunt, evenit. 2

Cosinus anguli supra definiti demonstrari potest nihil
aliud esse [12] quam probabilitas electronem in quovis
statu subspatii progeniti copia {|u)} inveniendi, dummo-
do id in quolibet statu subspatii progeniti copia {|38)}
sit. Definitio aeq. (7) positivitatem cosini spondet, quod
eum ut quamdam probabilitatem interpretari sinit.

Si vectores copiae {|u)} a quibusquid parametris pen-
dent, angulum ¢ng minimizando vel cos gy maximi-
zando respectu horum parametrorum, possumus subspa-
tium prognatum copia {|u)} invenire proximum ad sub-
spatium prognatum data copia {|3)}. Ut supra et in Adn.
[6, 7, 12] explicatum est, orbitalidi MAP-iand suis expo-
nentibus omnino determinantur, qui, igitur, variabilibus
optimizationis angulo Frobeniano vel ejus cosino servire
possunt.

Cum omni supradicto exponentes pro atomis Z =
1+54 ie. H-Xe in Adn. [12] a nobis ex conditione
minimi anguli (maximi cosini) inter subspatia orbitalium
Bungenianorum et MAP-ianorum determinati sunt. Pro
omnibus valoribus Z?° cosinus anguli Frobeniani valorem
0.96 superabat (vide infra). In hac dissertatiuncula nos
eundem accessum extendemus ad atomos Z = 55 + 103
i.e. Cs—Lr, orbitalid Kogaensia [13] habentes pro datis,
et angulum Frobenianum inter illd et orbitalia MAP-iana
minimizantes respectu horum exponentium. Atque, inve-
stigamus regulas, quas exponentes MAP-iani, determina-
ti ex orbitalibus Bungenianis ac Kogaensibus, sequuntur
ut functiones a Z.

2 In Adn. [12], interea, copiae {|B)} et {|u)} relative sunt func-
tiones Bungenianae ac MAP-ianae, et sunt ergo separatim nor-
malizatae et inter se ortogonales. Tunc, quomodo in Adn. [12]
dictum est, summae quadratorum elementorum utraeque matri-
cum M vel B aequales sunt dimensionibus m vel b subspatiorum
copiis {|u)} (vel {|B)}) prognatorum; earum normae Frobenia-
nae sunt radices quadratae m?¢ ac b*¢. In casu generali in aeq.
(7) summae quadratorum elementorum matricum Gramianarum
copiarum {|8)} et {|u)} sub signis radicis stant.

38:48 | Sr-Cd" | 0.0591 | —0.76 | 0.0032 14 [0.976638

5e | T 0o o r e 0 00 T oagso ] 038 | 0.761
2p 15 Ne-Xs | 05709 [ 230 0-0005 | 007 o-someas] 19°° | 0423
D e e o e e B P E e P
W e e b
5p] 49: | Tn-Xe | 0.2390 | 9.95 [ 0.0107 | 0.55 [0.992118|4.185

W e e e e

e g
4d P P e T 05080 [To4 | 00030 [ 0-To—To-gossas] >247| 0177

* sine Palladio (Z = 46).

II. EFFECTUS AC DELIBERATIO

Primo, exponentes, jam in Adn. [12] pro atomis
Z = 1 + 54 ex orbitalibus Bungenianis inventos, con-
sideravimus. Eorum dependentiae a Z in Figura 1 mon-
stratae sunt et parametrd accommodationum (flexus ac
intersectiones aeq. (4)) in Tabula I collocatd sunt. Vel
oculis vel ex valoribus criterii R? videtur exponentes re-
gulis linearibus perfecte parere. Exceptio unica atomus
Palladii (Pd, Z = 46) est, cujus exponens spectans ad
orbital 5s (et multo minus 4s) a linea recta delabitur,
quia hujus atomi configuratio electronica in ejus statu
imo modo implendi (Aufbauprinzip), cui alteri atomi pa-
rent, non 6boedit. Has duas exponentes ex flexuum ac
intersectionum accommodatione exclusimus.

Valores autem criterii R? in Tabula I validitatem re-
gulae linearis perfecte confirmant. Isto modo inventos
numeros any ac b,y, quamquam simili sunt ipsorum va-
loribus in Adn. [7] ad exponentes methodo Hartree et
Fockis determinatos, illo ab iis differunt, quod valores
Adn. [7] in intervallis confidentialibus (ane £ 30 (ane) et
similiter pro b,s) valorum Tabulae I*® non jacent. Sunt
enim functiones differentes, tamen propinquae. Hoc mi-
rabile esse non videtur, quia methodi adhibitae ad eas
determinandum quoque differunt.

Ut in Adn. [7], flexus, sic inventi, secundum regulas
Slateri [14] interpretari possunt; id est, ope:

1 " 1 —o0ne pro corticula aperta (implenda)
a. =
nt n', 1 pro corticula clausa (completa)

representantur, ubi n}, est, secundum Slaterum, nume-
rus quanticus principalis efficiens pro corticula nfisi™ma
et o,s quemdam decessum (si >0) interactionis electro-
num in eadem corticula, comparatam ad interactiones
cum electronibus in corticulis inferioribus, siginificat. Ut
videtur ex Tabula I, valores n}, pro orbitalibus MAP-
ianis n = 1+ 3 perfecto coincidunt cum ipsis n ut regulae
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Figura 1: Dependentiae exponentium &,¢ ex orbitalibus Bungenianis determinatorum ab onere nucleari Z (numero atomico)
pro corticulis nf. Acies summa: 1s-3s - sinistro; 4s-5s - recto; acies ima: 2p-5p - sinistro; 3d-4d - recto.

1 — cos oMK

Figura 2: Defectus, id est quantitas 1 — cos Mk, ut functio a
Z pro copiis orbitalium Kogaensium in intervallo Z = 1-+-103.

Slateri praescribunt. Pro n > 3 numeri efficientes n;,
minus sunt quam n, eorum valores pro corticulis 4s, 4p
et Bs quoque praescriptionem Slateri sequuntur. Itaque,
videmus exponentes orbitalium MAP-ianorum ex orbi-
talibus Bungenianis deductos, sicut exponentes MAP-
iani deductos methodo Hartree-Fockis, regulas Slateri
(generalizatas) séqui.

Successu confortatos, nos, ut supra descriptum est,
cos oMK inter copias orbitalium Kogaensium et MAP-
ianorum maximizavimus pro atomis Z = 1 + 103 respec-
tu exponentium MAP-ianorum. In Figura 2 defectum
i.e. quantitatem 1 — cosnk ut functionem a Z mon-
stramus. Manifeste, defectus valorem 0.05 non superat
et plurimum apud ca. 0.03 vel inter 0.025 et 0.035 ja-
cet. In Adn. [12] similiter, defectus inter copias orbita-

lium Bungenianorum et MAP-ianorum minimizatus valo-
res similes acquirit in intervallo numerorum atomicorum
Z =1+ 54. Sic uniformitas approximationis orbitalium
Bungenianorum vel Kogaensium per orbitalia MAP-iana
exprobata est.’

Dependentiae exponentium MAP-ianorum &,,; ab one-
re nucleare Z, in hac disseratatiuncula obtentae ex orbi-
talibus Kogaensibus, in Figura 3 depictae sunt. Earum
coéfficientes — aeq. (4) — aestimationesque eorum errorum
in Tabula II conférimus. Ad quantitates a,, et b,, de-
terminandas, puncta, quae ex ramis linearibus delabun-
tur, segregavimus, ne praecisionem flexuum ac intersec-
tionum noceant. Sic tractatae sunt primae atomi cu-
jusque periodi cum corticulis ns implendis, quia pro iis
solum duo punctd adhiberi possunt ad dependentiam a
Z statuendam. Similiter, atomi cum Z = 46 (Pd) sicut
Z = 57,58,64 (La, Ce, Gd), quae fortuite (vide infra)
electrona in corticulis d accipiunt, ex accommodatione
exclusae sunt.

In Figura 3 clare videmus exponentes regulas Slate-
ri generalizatas sequi: id est flexus in segminibus ad
corticulas apertas spectantibus minor sunt quam in seg-
minibus corculaneis (completis). Atque, elementd transi-
tivd ac Lanthanoidd/Actinoidd dependentiam exponen-
tium ns (n = 4+ 7) a Z valde debilem (lineae 6%, 82,
108, 132, 14*, 16*, 17*, 25* Tabulae IT) monstrant. Hoc
quoque regulis Slateri generalizatis concordat, quia elec-

3 Corticulae variae (s, p, etc. ), etsi haud eosdem, sed propin-
quos valores defectuum dant, ideo has differentias singillatim non
consideramus.
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Figura 3: Dependentiae exponentium &,¢ ex orbitalibus Kogaensibus extractorum ab onere nucleari Z (numero atomico) pro
corticulis nf. Acies summa: 1s-3s — sinistro; 4s-7s — recto; acies media: 2p-4p — sinistro; 5p-6p — recto; acies ima: 3d-6d -

sinistro; 4f-5f — recto.

trones in his corticulis in respectivis segminibus corticulis
inferioribus d vel f forte ab nucleis absteguntur.

Generalim notandum est quod plerumque corticulae
structuras simplices dependentiarum earum exponen-
tium a Z monstrant: demum, eae duos ramos continent
alterum ad segmen, ubi corticula implenda alterum ubi
corticula completa est spectantes, perinde ad corticulam
apertam vel clausam. Duo sunt genera exceptionum: al-
terae sunt corticulae nsp (n = 5,6) quarum dependentiae
&ne a Z non duo sed plurima segmind habent, certe ad
elementd transitivd ac Lantanoidd Actinoindaque. Al-
tera est corticula 4p quae uno solum ramo lineari gau-
det (Fig. 3 — acies media sinistro). Hoc notitiis nu-
mericis (lineae 22%, 23* Tab. II) monstrantibus inter-
sectionem intervallorum confidentialium respectivorum
confirmatur.

Parametros n;, regularum Slateri ex notitiis Tabulae
IT determinatos pro valoribus numeri quantici principali
n < 4 videmus ipsis n proximos esse (in omnibus casibus
differentiae minus quam 0.05 sunt). Ita stabilitur prae-
scriptio Slateri, ut pro n = 4 n}, sit 3.7, notitiis ex orbi-
talibus Kogaensibus extractis, non confirmata esse. Con-
trarie, notitiae extractae ex orbitalibus Bungenianis prae-
scriptiones Slateri sustinent (notabile, differentiae obser-
vantur ad lineas in Tabula II “” designatas); signum “-’
tantum in lineis ad corticulas corculaneas apparet quid
explanare possimus numero multo majore punctorum no-
titiarum adhibitorum ad flextitum ac intersectionum acco-
modandos in casu orbitalium Kogaensium quam in case
orbitalium Bengenianorum.

Pro numeris quanticis n > 5 forma linearis dependen-
tiarum &,,¢ a Z in segminibus respectivis conservatur, sed



Tabula II: Parametrd accommodationis dependentiarum exponentium MAP-ianorum &, a Z pro differentibus intervallis Z
extractd ex conditione minimi anguli Frobeniani cum orbitalibus Kogaensibus secundum aeq. (7) cum ipsorum erroribus § ac
R? criterii valoribus et parametris Slaterianis n), et o,e. Columna “sup” continet “4” si intervalli confidentiales pro ans, bne
ex copiis orbitalium Bungenianorum (Tabula I) ac Kogaensium (haec Tabula) deducti intersecuntur et “-” si non. Ista cellula
manet vida si notitiae necessariae desunt in Tabula I.

nf linea Z Ane brne 6 (ane) 0 (bne) R? sup  noy One
ls 1 2 HeLr 1.0070 -0.32 0.0002 0.0l 0.999995 — 0.9931
b 2 %10 LiNe 03674 —0.36 0.0009 0.01 0999967 + | o 0.2718
3 10: NeLr 0.5045 1.60 0.0003 0.02 0.999975 + 0
g 4 1118 Na-Ar 03034 231 0.0048 0.07 0998491 + oo 0.0948
5 19: K-Lr 03352 3.19 0.0006 0.04 0.999782 - 0
4o 6 2028 CaNi 00562 0.18 0.0040 010 0965494 + o 07734
7 31: GaLr 0.2481 5.20 0.0008 0.06 0.999222 — 0
8 3948 Y-Cd 0.0372 0.15 0.0100 0.44 0.696613 + 0.8245
., 9 4957 InLa 02766 1125 00164 0.87 0982779 .. —0.3038
10 59:68 Pr-Er 0.0812 0.16 0.0004 0.03 0.999832 0.6173
11 72:80 HEHg 0.18%9 —7.64 0.0038 0.29 0.997136 0.1096
12 81: TkLr 02121 —9.21 0.0036 0.33 0.993951 0
13 56:70 Ba-Yb 0.0143 0.69 0.0003 0.02 0.996536 0.9474
6s 14 7277 HEIr 0.0614 —2.51 0.0013 0.10 0.998132  3.6659 0.7748
15 80:90 Hg-Th 0.2728 19.47 0.0069 0.59 0.99426 0
16 91: PaLr 00731 158 0.0044 042 0.962348 0.7320
7s 17 89:102 Ac-No 0.0062 1.18 0.0024 0.23 0.385791 - -
oo 18 510 B-Ne 02943 0.31 0.0053 0.04 0.998712 + | o, 04103
19  11: NaLr 05069 —2.21 00001 0.0 0.999994 — 0
4p 20 13:18 ALAr 0.2622 222 0.0060 010 0997603 + , oo, 0.2246
21 19: K-Lr 0.3381 -3.96 0.0005 0.04 0.999788 0
4p_ 22 8136 GaKr 0550 6.35 0.0102 034 0993701 /o) 0.0253
23 37: Rb-Lr 0.2491 591 0.0009 0.07 0.999065 + 0
24 49:57 In-La 0.2578 10.91 0.0065 0.34 0.995587 + 0.0412
5p 25 9970 PrYb 00642 0.04 00005 0.03 0999503 o 00 07614
26 71:80 Lu-Hg 0.1914 8.83 0.0021 0.16 0.999009 0.2882
27 81:89 Tl-Ac 0.2689 —14.81 0.0012 0.11 0.99985 0
28 89: Ac-Lr 0.1870 7.48 0.0014 0.13 0.999316 0.3045
6p 20 SLSY ThAc 0.2565 1881 0.0063 0.53 0995854 . (o 0.0506
30 89: Ac-Lr 0.0597 1.20 0.0039 0.37 0.94795 0.7811
g 31 2128 ScNi 02201 264 00147 036 0975764 | o o 0.345
32 29: CuLr 0.3499 592 0.0009 0.06 0999523 0
33 3945 Y-Rh 0.2296 6.81 0.0194 0.82 0.965571 —+ 0.1426
4d 34 46:56 Pd-Ba 0.3175 11.00 0.0048 0.25 0.997912  3.7350 -0.1860
35 57:71 La-Lu 0.2080 4.93 0.0068 0.45 0.989369 0.2229
36 71: LuLr 0.2677 887 0.0009 0.09 0.999621 0
37 71:77 Lu-r 0.2528 15.27 0.0128 0.94 0.987415 0.1197
57387 78:88 Pt-Ra 0.2872 18.24 0.0039 0.32 0.998335  °4821 g
39 89: Ac-Lr 0.1582 —6.41 0.0113 1.09 0.937314 0.4490
6d 40 89 Ac-Lr 0.0153 146 0.0154 042 0.705118 B B
41 5870 Ce-Yb 0.1760 -5.63 0.0038 0.25 0.995303 0.4328
Af 42 71:90 Lu-Th 0.2868 -13.27 0.0020 0.17 0.999131  3.2224 0.0757
43 91: PaLr 0.2785 -11.91 0.0010 0.10 0.999852 0.1025
44 71: LuLr 0.3103 -15.09 0.0030 0.26 0.997181 0
5 45 91: Pa-Lr 0.1885 -12.31 0.0057 0.55 0.990095 - -




valores numerici non ita simpliciter explicantur ut pro
n < 4. Corticula v. gr. 5s involutissimam formam de-
pendentiae 55 a Z habet. Tametsi formaliter ab Z = 55
(Cs — primum elementum periodi 6') ea omnino ad cor-
culum spectat, ejus dependentia ab Z structuram habet
complexam. Enimvero apud Z > 55 segmina spectan-
tid ad Lanthanoida, elementa transitiva 5d, elementa 6p
et finaliter Actinoidd perspicue videntur. Ex hac mul-
titudine segmen pro corculaneo tenendum non simplice
est sane selectu. Corticulis cum minoribus n (< 4) sem-
per segmen corculaneum est illud cum flexu a,, maximo.
Pro cortucula 5s duo segmind cum flexibus propinquis:
pro elementis 5p (linea 9* Tab. II) et elementis 6p (li-
nea 12* Tab. II), quod respective praebent valores n !
3.6163 et 3.8993. Prima option non omnino bona est quia
e.g. segmina p-elementorum pro n < 4 corculaned esse
non habebantur. Seligentes ultimum segmen pro probo
segmine corculaneo, obtinemus dilectum valorum o5, da-
tum in Tab. II (lineae 8*-12%). Illorum valorum solum
pro elementis 5p negativus est. Pure theoretice haud im-
possibile est 0,¢,* negativas habitu: hoc simpliciter indi-
cat interactionem electronis cum aliis intra corticula (im-
plenda) fortior esse illa cum aliis in corticulis inferioribus
(completis).

Quoad corticulam 5p, ad illam unica facultas segmi-
nis, ubi haec corticula ad corculum spectat, seligendi, est
segmen elementorum 6p (linea 27* Tab. II) pro illo ac-
cipere. Sub hac hypothesi valorem n3, proximum ad nj,
obtinemus et omniam copiam valorum o5, positivorum
tametsi cum valore perpauco pro ipsis elementis 5p (linea
242 Tab. 1I).

Pro corticula 6s nullum segmen certe seligeri potest,
ubi ed ad corculum spectet. Notantes, quod pro cor-
ticula 5s flexus in segminibus Z elementorum 5p et
6p simili sunt, ponamus corticulam 6s in segmine ele-
mentorum 6p ad corculum spectare. Sub hac hypothe-
si atque valorem ng, multo minorem quam 6 obtinemus,
sed omniam copiam valorum ogs positivorum (in segmini-
bus Lanthanoidorum, elementorum transitivorum 5d ac
Actinoidorum).

Quoad corticulam 6p, sufficiendae notitiae absunt ad
valorem ng, certe determinandum. Quoniam jam vidi-
mus nz,*™ proximum ad nz,*™ esse ponamus et ng,*™
par ng,” esse et ita valores og, pro ipsis elementis 6p et
egaliter pro Actinoidis (linea 29%, 30* Tab. II) invenimus.

Quoad corticulas nd (n = 3 + 5), earum exponentium
dependentias omnino regulares videntur (Fig. 3 acies
ima, sinistro). Notandum est, numeri quantici efficientes
ny , semper minus quam respectivi n sunt et notabilissi-
me pro n = 5, qui etiam multo minus quam 4 est. Causa
istius effectus non est interim praeclara.

Flexus a4y in segminibus Lu-Th et Ac-Lr proximi
sunt. Etiam eorum intervalli confidentiae marginaliter in-
tersecunt. Ergo flexum communitarem pro duobus inter-
vallis invenimus et eo usi sumus ad numerum efficientem
ny; determinandum (linea 44 Tab. II).

Observatio autem generalis deducta ex notitiis Ta-
bularum I, IT respectu corticularum 5s, 5p, 6s, (et for-

tasse 6p) est quod numeri quantici principali efficientes
repente non tantum minor, sed multo minor sunt quam
ipsis numeri quantici principali n, enim vero n}, mino-
ri sunt quam 4. Id postulat explanationem, sed eam ad
alias dissertationes rémittimus.

Supra consideravimus dependentias &,, a Z genera-
tim. Istis dependentiis structura Tabulae Periodicae re-
fulget. Nempe notanda est similitas inter dependentias
e a Z in Fig. 3 hujus disseratiunculae et Figurae 9
Adn. [15] monstrantis dependentias valorum +/Pl,, a
Z. Periodicitas autem ipsa chemice intellecta aliter se
manifestat (vide e.g. Adn. [15, 16]). Ad illam investi-
gandum reordinemus dependentias lineares &, a Z ita
ut structura periodica corticularum apertarum manife-
sta sit. Actu, in quoque segmine respondenti implendae
cuique corticulae numeris quanticis n¢, haec Z — Z,, 4
electrones continet ubi Z,,, est numerus atomicus subin-
vincem praecedens initio implendi corticulae nf, (apud
Z = Zpy corticula nf dum nullum electronum continet.?)
In Tabula Periodica formae longissimae 322" columnis
(vide e.g. Adn. [15, 16]) elementd aequalibus valoribus
Z — Zny ad easdem gregem spectant: formaliter in easdem
columnam stant. Definitio numerorum Z,,, per numerum
columnae in Tabula Periodica nimis formalis videtur. Ea
autem talis non est. Curiose, ceterum licet pro Z,, acci-
pere numeros, subinvincem praecedentes numeros Z,,,
apud quos electron valore dato n + ¢ primum apparet
secundum regulam (n+£€,n) [18] i.e. Zpy = Zpye — 1.
Quamquam in Adn. [15] iterum iterumque subnotatum
est quod regula (n+¢,n) [18] solum apud libros stu-
diosorum gratia scriptos vera est, et etiam quod aliquibus
viris chemicis placet, ipsa regula ex legibus physicae deri-
vata non esse, ambae sententiae haud omnino verae sunt.
Quoad (n + f)-partem istae regulae, V.Cl. Kletchkow-
skij stricte ostendit [19], numerum statuum ad valorem
datum (n + £)*® spectantium computens, numerum Z,, ;,
simplicissima functione (Kletchkowskiis) exprimi posse:

proy impari
proy pari

(®)

-
—~
<
~—
|
o<,
—
+ |
wle ol

nempe Z,+y = K(n+/¢) 4+ 1 et enim numerus quaesi-
tus Z,¢ simpliciter valori K (n + ¢) aequat; combinatio-
nem autem congruam n et £ seligere opportet. Porro,
functio K atque valores Z, = K(n+1) — 1, apud quos
electron numero quantico n (et enim ¢ = 0) primum ap-
paret, recte in omnibus casibus reproducit, ita limites pe-
riodorum Tabulae Elementorum indicans. Itaque, Tabu-
la ITT monstrat atomos neutrales (n + £)-regulam perfecte
sequi.

4 Olim, dependentia ab Z — Z,,, adhibita erat in Adn. [17] analyzi
proprietarum Lanthanoidum Actinoidumque.

5 Exemplum est segmen elementorum transitivorum: pro eorum
corticula 3d Z3q = 20 quia Ca est ultimum elementum istud
segmen praecedens.
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Figura 4: Dependentiae selectorum exponentium orbitalium MAP-ianorum in segminibus f- (sinistro), d- (medio) et

p-elementorum (recto) ab onere corculaneo efficienti Z — Z,,,.

Tabula III: Valores characteristicis numerorum atomicorum
Zn+e; Zpn primarii adventi electronum datis valoribus (n + £)
vel n auxilio functionis Klechkowskiis calculati atque symbola
elementorum et configurationes electronicae respectivae.

n+6n Zg:e l
1 1 [H] 18T
3 | Li| [He2s’
3 5 | B |[Be[2p’
11 [Na] [Ne|3s’
4 13 | Al|[Mg]3p’
19 | K | [Ar]ds”
5 21 [ Sc|[Cal3d’
37 |Rb]| [Kr]5s'
. 39 | Y [[CdJ4d’
55 |Cs| [Xe]6s®
7 57 |La|[Balsd’
87 | Fr | [Rn|7s’
8 89 [Ac|[Ra]6d"

Exceptiones autem ex (n + £, n)-regula tantum ejus n-
pars attingunt. Illas in lineis (n + ¢) = 7,8 occurrentes
pertinent solum ordinem in quo orbitalia 4f et 5d (5f et
6d) implescuntur, non ipsum valorem Z,,., ubi electro-
nes cum (n + ¢) = 7,8 primum appareant. Istae excep-
tiones minus ad rem pertinent. Enimvero, deviatio ab
n-(sub)regula generalis regulae (n + ¢, n), quam in expe-
rimentis observamus, posset ab interactionibus (correla-
tionibus) electronum pendere vel manifestatio motuum
relativisticorum esse. Neutra possunt numeros statuum
altertitris numeris quanticis computando (ut Kletchkow-
skij fecérat) reproductd esse. In altera parte, orbita-
lid Kogaensid pro Lanthanoidis Actinoidisque determi-
nata aliquam informationem respectu correlationum vel
motuum relativisticorum implicite continent. Hoc evenit
quia status imos istarum atomorum pro quibus orbita-
lida determinatd sunt manu propria auctorum [13] selec-
tos erant in concordia cum experimentibus. Ergo in Fig.
4 praesentamus dependentias &, a Z — Z,¢ in segmini-
bus respondentibus f-, d- ac p-elementis (ubi f-, d- ac
p-corticulae apertae sunt). Effectus perfecte illud quod
quisque expectare possit monstrant.

Nempe, notitiae ad f-elementd (Lanthanoidd ac Ac-
tinoidd — Fig. 4 sinistro) spectatnes sunt simplicissime
interpretatu. Ut ex Figura 4 videtur, valores exponen-
tium &45 ac &55 et similiter ad &5 ac £75 respective fere
coincidunt pro Lanthanoidis ac Actinoidis. Etiam magis,
exponentes &,s,n = 6,7 a Z — Z,y paene non pendant.
Contrarie, quamquam exponentes {4y ac {55 aequalibus
Z — Z,y inter se paene coincidunt, eorum valores illo ef-
ficienti onere corculi notabiliter quasi lineariter crescunt.
Corollarium simplicissimum ex hoc, ad physicam vel che-
miam spectans, sonat: radii atomici Lanthanoidorum ac
Actinoidorum (id est, veri atomorum radii qui statim cor-
ticulis exterrimis determinantur) inter se coincidunt (se-
cundum notitias, in bases Kogaensibus harum atomorum,
condensatas) et, preaterea, a Z — Z,y non pendant. Con-
trarie, radii ionici horum elementorum ionum onere 3+,
cujus corticulae exterrimae nf sunt, efficiente onere cor-
culi Z — Z,, crescente, decrescunt, quia crescentibus &, ¢
inverse proprtionales sunt sic contractionem Lanthanoi-
dicam (et fortasse Actinoidicam) manifestantes. Addendi
gratia notemus, exponentibus numeris quanticis n = 6,7
ad orbitalia s ac illi numeris quanticis n = 4,5 ad orbita-
lia f respective coincidentibus, unica possibilitas aliquam
differentiam inter Lantanoidd et Actinoidd reproducen-
di manet in differentia numerorum nodorum e& respec-
tive habent. Haec conclusio atque ex notitiis in basibus
Kogaensibus condensatis derivata est.

Pictura omnino mutabitur si corticulas nsp (Fig. 4
recto) spectaverimus. Ibi exponentes ns vel np fere li-
neariter cum Z — Z,, crescunt. Notabilissime flexus pro
s- et p-orbitalibus quasi congriitunt cum tantum duabus
exceptionibus. Altera est intersectio dependentiarum a
Z — Zpne exponentium pro corticulis 2p et 3p (duae li-
neae imae in Fig. 4 recto), quae nimis propinquae sunt
ad aliquam intersectioni interpretationem dandam. Al-
teraque est dependentia relative fortis exponentium &o4
(1) qui citius quam alii cum Z — Z,,y crescunt et respec-
tivas lineas, dependentias exponentium corticularum 5p,
4p et 3s depingentes, intersecat. Extra exceptiones anno-
tatas exponentes orbitalium &, et &, Z —Z,¢ crescente,
parallele crescunt autem monstrantes dependentiam no-
tabiliem ab n quae abest in segminibus Lanthanoidorum
ac Actinoidorum.



Elementa transitivd, ut Fig. 4 (medio) monstrat, po-
sitionem medialem inter nf et nsp ténent. In respecti-
vis segminibus exponentes orbitalium ns teniter crescunt
manentibus in fauce angusta autem cum incremento vi-
sibili inter n = 4 et n = 6 quamvis illi pro n = 5,7
fere haud differunt inter se. Exponentes orbitalium nd
(n = 3+5) crescunt plusminusve lineariter, sed dispersio
cirtiter hypotheticam lineam rectam manet aspectabilis.
Notanda est atque differentia minimalis inter valoribus
exponentium 3d et 4d adversus notabilem incrementum
ad illos pro 5d.

Generaliter dependentiae &,y a Z — Z,,¢ notitiis in co-
piis basalibus Kogaensibus condensatis confirmant obser-
vationes Adn. [15, 16] contraponentes orbitalii sp et
df. Atque clare videtur modus variandi exponentium
MAP-ianorum cum dependentiis quasi-linearibus elec-
troneganivitatis Pearsonis monstratis in Fig. 22 Adn.
[15] congruére. Notitae ex orbitalibus Kogaensibus ex-
tractae porrigunt ad numerum quanticum principalem
n = 7 quod est autem numerus periodi Tabulae Periodi-
cae scansus copia orbitalium Kogaensium. Expectari li-
cet periodicitatem in sensu chemico se manifestare in no-
titiis ita abundantibus. Id videtur ita esse in notitiis Fig.
4. Secundum eas, periodicitas in casu f-elementorum
perfecta est, quia exponentes pro atomis cum aequalibus
valoribus Z — Z,,4 simpliciter coincidunt: omnino forma-
lis characteristica functionum periodicarum. Similiter ns
exponentes pro atomis elementorum transitivorum cum
aequalibus valoribus Z — Z,,, proximi sunt et ita atque
nd exponentes.

Pro p-elementis periodicitas chemica in copiis basa-
libus condensata aliter manifestari videtur. Exponen-
tes orbitalium 2p, et 3p fere coincidunt et similiner 4p,
et bp, qui paucem incrementum respectu illorum cum
n = 2,3 acquirunt. Atque exponentes pro orbitalibus
6p per quedam constantem incrementum ab illis pro 5p
differunt.

Quoad rimam energeticam in Adn. [15, 16] observa-
tam inter corticulas np et (n + 1) s, eam in notiis extrac-
tis ex copiis basalibus Kogaensibus non videmus. Nempe
&op (Z — Zsp = 6) (finis periodi 2') magis nequaquam mi-
nus est quam &35 (Z — Z3, = 1) qui vicissim magis debeat
esse quam &35 (Z — Zss = 1) (initium periodi 3'). Sub hy-
pothesi aeq. (2) id significet rimam 2p—3s negativam es-
se. Simile occurrit atque pro pari corculae 3p—4s. Solum
pro paribus 4p-5s et 5p—6s possumus rimam positivam
exspectare si notitiis in copiis Kogaensibus condensatas
innitebamur.

Aliquis expectare poterit in ita expansa notitiarum
copia quaedam signd perioditatis duplicis [20] invenire.
Haec spes, tamen, justificaca esse non videtur. Secundum
descriptionem superiorem exponentes pro orbitalibus np
in dyadis cum sequentibus valoribus n,n+1 = 2k, 2k +1
aggregantur ita, sui generis, periodicitatem duplam si-
mulantes. Notandum est interdum quod aggreagatio in
Adn. [20] proposita non ad sequentes (pares cum impari-
bus) sed ad alternantes (pares contra impares) periodos
attinet. Itaque, quamquam quaedam aggregatio elemen-

torum respectu n, suppletiva erga communem, oritur ex
dependentiis exponentium &,y a Z — Z,y, ea cum hypo-
thesi originali Adn. [20] non conformat. Curiose, aggre-
gatio in dyades sequentium periodorum (parium impa-
riumque) atque functione Klechkowskiis explanatur quae
se differenter habet pro paribus imparibusve argumenti-
bus. Haec omnia profundiorem investigationem requirat,
quam deferemus ad futurum.

III. COROLLARIA

1. Productum Frobenianum aeq. (6) matricum for-
mae aeq. (5) ex vectoribus differentiarum copiarum
{I8)} et {|u)} exstructarum vel angulum Frobe-
nianum aeq. (7) inter subspatii his copiis pro-
gnatis instrumentd non inutilia collationi variarum
vectorum copiarum esse monstravimus.

2. Forma MAP-iana aeq. (3) est ceterum orbita-
lium forma vere numerum minimum parametrorum
habens et simul numerum nodorum correctum.

3. Producti Frobeniani auxilio valores exponentium
orbitalium MAP-ianorum optime orbitalia Bunge-
niand ad elementa H-Xe vel Kogaensia ad elementa
H-Lr representantes obtinuimus.

4. Hoc modo qualitates omnium dilectuum orbita-
lium basalium investigari possunt. Vere, ad dilec-
tus basales Bungenianos ac Kogaenses angulus Fro-
benianus inter eos et dilectus basales MAP-ianos
exponentium orbitalium optimalium est ca. 15°
quod respondet 3-5%-orum densitatis electronicae
amissioni apud projectionem in bases MAP-ianas
statuum repraesentatorum in basibus Bungenianis
ac Kogaensibus.

5. Generaliter, ambae copiae orbitalium i.e. Bugne-
niana ac Kogaensis, dependentiam regularem a Z
exponentium MAP-ianorum ex illis extractorum
monstrant. Per hanc ostendimus rationem orbita-
lid atomicéd in forma MAP-iana presentandi inuti-
lem non esse, quia itaque (in)congruentia variarum
orbitalium copiarum investigari potest.

6. Valores exponentium orbitalium MAP-ianorum mi-
nimizatione anguli Frobeniani extracti ut functio-
nes Z° oboediunt regulas lineares magna cum
praecisione, sicut generaliter regulae Slateri prae-
scribunt, structuram generalem Tabulae Periodicae
reproducentes. Notabillimae differentiae sunt (i)
pro n < 4 n* sunt proximi ad ipsos n (Slater prae-
scribit e.g. n* = 3.7 pro n = 4); (ii) pro n > 5 n*
sunt multo minus quam n etenim minus quam 4.

7. Consideratio dependentiarum exponentium MAP-
ianorum &, ex basisbus Kogaensibus exctractorum
ab onere corculaneo efficienti Z — Z,,4, ubi valo-
res characteristicos Z,, reducta regula (n+¢,n)



vel Kletschkowskiis functione determinantur, per-
fectam illorum periodicitatem probant.

Gratiae

Hic opus perfectus est secundum pensum rei publi-
cae Russiae Ne122011300053-8 «Phenomena superficia-
lia in systematibus dispersis ac colloidalibus; mechanica
physico-chemica; processus adsorptionales ac chromato-
graphici». Calculationes praecipue in Lutetia Parisiorum
sunt performatae cum foederationis IP2CT adjuto, cui
P.R. multas gratias agit.

Notae

Quoad terminologiam generalem chemiae
quanticae Adn. [21] sequimur.

Quoad terminos hodiernos ad chemiam
theoreticam spectantes Adn. [22] sequimur.
iii Quoad terminologiam mathematicam Adn.
[23, 24], quantum fieri posset, sequimur.

iv Ut manuale generale stylisticum Adn. [25-
27], quantum fieri posset, sequimur, cum
exceptionibus:

e Signa vocalium correptarum ac productarum ad-
hibimus ut e.g. Abl. Sing. ab Nom. Sing. vel

10

Nom. et Acc. Plur. Neut. vel formae verbalia
etc scriptae distinguantur. Tronskij [28] (§ 103)
scribit (fontem haud indicans) Quintilianum sua-
dere in omnibus casibus, ubi indiscretio correptatis
productatisve in scribendo ad confusionem ducere
possit, signa respectiva inserere.

e Utemur i/j et u/v ut in scripturis scientificis
saeculorum AD XVII - XIX.

e Saepius quam Classici ([29] §1113) utemur Gerun-
dio in Gerundivum non converso. Ut in Adn.
[27] notetur, hodie nemo scit, cur Caesar et Cice-
ro Gerundium in Gerundivum conversarent. Quis
est illorum, qui hodie scripturas Caesari Ciceronis-
que imitare conantur, eorum morte mortuuros esse
velit?

e Declinamus nomina vernacularia: masculina in -er,
-or secundum Decl. II (vid. [24] “series Taylori”),
alia secundum Decl. III.

e Ut in Adn. [30] notum est, in aeconibus praeclas-
sicis in quaestionibus obliquis Conjunctivus obliga-
torius non erat, sed secundum sensus ddhibebatur.
Id magna calamitas non est si scriptura scientifica
aliquantulum archaice videtur. Ergo nonnumquam
Indicativo in quaestionibus obliquis utemur si de
factis et non de opinionibus agit.
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