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ESTIMATION NON PARAMETRIQUE DE LA DENSITE
PAR HISTOGRAMMES GENERALISES (II)

Paul DEHEUVELS, Maitre de Conférences a 1'Université Paris VI

Résumé: On détermine les estimations de la densité par la méthode du noyau, optimales
pour le critére du M.I,S.E., pour des densités dans RP, p = 2, et pour de petits échan-
tillons, Le cas de la loi multinormale fait l'objet d'une étude particuliére,

Cette note fait suite & [M], ot a été étudié en détail le cas de densités dans R.

1) Introduction:

L'estimation de la densité dans RP, par des méthodes non paramétriques, est en géné-
ral beaucoup plus délicate pour p 2 2, que pour p=1, bon nombre de méthodes permettant
d'obtenir des résultats pour les densités réelles se généralisant mal, ou pas du tout,
pour des densités dans des espaces de dimension supérieure,

Ce type d'estimation est cependant trés précieux pour traiter des problémes d'esti-
mation du support, ou de reconnaissance de formes, Il peut &tre aisément associé a des
algorithmes de classification permettant de grouper par affinité des nuages de points
dans 1'espace.

Or, comme dans le cas réel, la plupart des résultats disponibles (citons notamment
(11,[ 31,[ 5],[ 8], et renvoyons & [ 4] pour une bibliographie du cas réel) ne donnent que
des propriétés asymptotiques, qui rendent hasardeux 1l'usage des estimations pour des
échantillons de taille petite et moyenne,

Le but de ce qui suit est d'exposer des résultats permettant d'effectuer valablement
de telles estimations pour des densités dans Rp, P = 2. Le cas p=1 a été étudié plus
en détail dans [4].

On supposera par la suite, que {XN,NZI] est une suite de v,a. indépendantes, de m&me

loi dans Rp. On posera:

On supposera que X posséde une densité continue £, relativement 2 la mesure de
Lebesgue dans ﬁp.

On considérera les estimations de £, de la forme suivante:

N
(1) eg00 = 1220 Y ot (07
N i=1

o) K est une fonction bornée de R° dans R, telle que \Jﬂp K(v)dv =1, et Ay est un
it

automorphisme linéaire de RY.
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Deux cas particuliers de (1,1) sont fréquemment utilisés:

ot R ey X, e
P, i 0 1
i e NZ f 5 { 5 i

i=1 =1 °j,N i,N
9 N‘ Xi - %
(1,3) £ = — ) X :
5 N6 8 3
N i=1 N ‘

Historiquement, Rosenblatt (1956),[10], et Parzen (1962),[11], ont introduit pour
p=1 l'estimation (1,3), Nadayara (1964),[ 9 ] a introduit (1,3) pour p=2, Maniya "
(1961) ,[6 ] a utilisé des estimations analogues dans Rz, pour des noyaux k uniformeg*ﬂ
Epanechnikov (1969),[ 5 ] a introduit et étudié les estimations (1,2).

Citons également, pour 1'étude de la convergence des estimations, Cacoullos (1966);~
[1 ], Van Ryzin (1970) , Deheuvels (1974),[2 ],[ 3 J.

Nous nous intéresserons ici particuliérement & la mesure d'efficacité des estima-

tions fournie par 1'erreur quadratique intégrée, ou critére du M,I.S.E. (minimum intes:

grated square error):

0= jﬁ . E((EN{x) - f(x))z)dx = Bf + BS , avec: 'T

(1 ;4} . l‘:“
Bf = J (E(fN(x)) = f‘(x))gdx i BS = I V(f‘n(x))dx . i}

/P o N

II) Moments des estimations: N

it
|

Les développements suivants sont une généralisation a R° des résultats obtenus
dans [ 4 ] pour R. On notera!\J[ , une norme quelconque dans RP, et sa norme associée i
dans £(RY,rP).

i
|

= 5 gz
On pose A 1: B = [bij,ﬂsi,jsp], et, sous réserve que ces quantités soient définiesifl,

r1 Tp s _ . 2 ]
By is Y] [T Zb.. . " - "
[[B,y, ¥, 1] f 1475 K7(y, s ,yp)dy1 dy, !
/Y i=1 |j=1

r, T r, s
[0y, ooy, ¥°1] = [[1d,y, +ey 'K 11
Par changement de variable, on obtient 1'identité:
1

BEBE = %)) = —— j K (v)e(x + A_‘lv)dv ;
| Det(a) QP

Supposons maintenant que £ soit n fois continfiment différentiable en X; on obtient

formellement:
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3
n
[pet(a) E[Kr(A(X - x))] = £(x) + z Si(x,A,Kr) + Rn(x,A,Kr) , avec:
i=1
- X 3e
(2i) Si(X.A,Kr) = — !1 ) if( )r (s ,y11--prKrl]
::'1-¢-‘,.+rp = .1 r:] ...rp. ax11 "axpp

r320,1<j<p

= -1 e % n
Rn{x,A,Kr} = j en(x,A 1V)HA 4] " ¥ (v)av , ou en(x,vj M|~ est le
7P
reste du développement de Taylor a 1l'ordre n de £(x+v)-£(v).

4] 3 PP
71 est clair, par (2,1), que, sous réserve que les moments de K solent définis

4 un ordre suffisant:
xr 4 &) e
[0B.y, ooy P11 = 0 (| I3]] P et si(xac) =0 (] 7).

™ Pour que (2,1) soit utilisable, il faut que Rn{x,A,Kr) soit o (HA [ ﬁn);on obtient

I‘1 +eetl

I ce résultat aux conditions suivantes:

Proposition (2,1):5i £ est n fois différentiable en x, et si 1'une des conditions
suivantes est vérifiée:

a) X est nul en dehors d'un compact;
r r
b) F[y11 ..yppKrﬂ est défini ¥ RTTTL > 0, et £ est définie sur /Y, et y admet

r J R
une majoration de la forme: [8(x)| < c(1 +[[x|[),R = 0;
¢) £ vérifie la condition b, sauf éventuellement au voisinage d'un nombre fini de

points, on elle admet des discontinuités infinies, et K vérifie 1'hypothése:

(22  Lim || R x"(x) =0, ¥R=0;
X o

] Alors (2,1) est vérifié, avec R (x,A,K) = o (\ a || _n> .

Preuve: M&me démonstration que dans R, voir [ 47,
i Dans la suite, on supposera toujours que K est borné, et vérifie (2,2). On supposera

que £ vérifie les hypothéses de la propesition (2,1),c.

Corollaire (2,2): Avec les hypothéses et notations de la proposition (2,1),
n
= =
B(£,(x)) = £(x) + 2 5;(x,8,K) + R (x,A,X) , avec 5 (x,A,K) = OCHANH 1),

i= R (arhK) = o (gl ™ s

n+ i-1

{Be,x)) - f(x)}2 = Y { ) 80anms, (xALD}+ T (xALK) , aves:

(2,3) e -
Tn+‘E (xIANlK)= © ( [ ;AN H G >;
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n

[pet(ay) | Z

n-p 1
V(fN(x)} = Si(x,AN,Kz) - %F Ei{ §:Sj(x,AN,K)Si_j(x,AN,K)}

i=0 i=0 j=0
1
-n+p
+ _E Un(x,AN,K} , avec Un(x,AN,K} =G (ﬁ thl ) .

Remarques: a) Det(Ay) =0 (] MN||p:> , Ce qui explique la présence de la sommation de’

0 & n-p dans (2,3}, V(fN(x)); si n< p, les résultats restent valables en supprimant
cette sommation devenue impossible,
b) Ces résultats restent valables pour n=0, en supprimant les sommations impossiblesy

On obtient alors:

E(£,(x)) = £(x) + Ry(x,A,X) =0, si [Ap]|-=,
[pet(A,) | U.(x,A.,K)
V(EN(X)) F _';""]E—f(x) [[Kz]] TR L s , avec:
N

Uo(xrAN;K) =0 s IMNII Shpoide

La condition nécessaire et suffisante pour que fN(x) = f£(X) pesS., est que:

No(1)
(2,4) [yl ==, et [pet(Ay) | = ———— ;(Deheuvels (1974),[271,[3 1)
LogLog(N)
La condition nécessaire et suffisante pour que SuplfN(x) - £(x) | = 0 psss, est gue:
xERP |
N o(1) i
(2,5} |HN¢| - o, et |Det(AN)| = ; (mBmes références) |
Log(N)

Nous utiliserons ici des estimations asymptotiquement optimales pour le critére du

M.I.,S.E., et telles que: Wik

HANHN (cte) N1/(4+p) ) et iDet(AN)[ ~ (Ccte) NP/(4+P) ;

=

Compte tenu de (2,4) et (2,5), les estimations seront toujours uniformément convergen—ii

tes pess., avec des hypothdses minimales sur f et K (£ uniformément continue), qui i &

seront toujours vérifiées en pratique, it

III) Moyenne quadratique intégrée (développements asymptotigques):

: @l 2 2 e s
On estime M° = B" + B, , défini par (1,4), en utilisant (2,1) et (2,3). i

Proposition (3,1): Si £ est n fois continfinent différentiable dans un ouvert contenant
I, domaine de RF, et dans 1'un ou 1'autre des cas suivants:

a) I est un compact, et K est un noyau nul en dehors d'un compact;

b) Les dérivées partielles de £ & l'ordre p,0 < p S n+l, continues, appartiennent a fi
L1(V(I))0L2(V(I)), V(I) étant un voisinage ouvert de I, et, ou bien X est nul en dehors
d'un compact, ou bien I = Rp;

On a alors:




=
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n+1 5.
2
312 = f (E(ey(x))-£(x))ax = Z V(AK) + O (AK) , avec:
! i=2
-i -n-1
v e = S T e Gl (g 207, o
" pet(ay) | < g 1
= I v(fN(x))dx = -——N--— Zwi(AN'K) --N— Zvi(AN,K} +-;— §n(AN,K) .
- i=0 i=0
* =i p=n
avee:  Vi(a) et v (oK) = ([ Byll ™ ) (800 (g IP™ ) s
et;
T o] S s
; -1 1 P -1 .71 P
2] [[A sY-I ﬂ'yp K]T[[A :Y.I 'lyp K]]
(3,1) Vi(A)K) = Z .
b T +setl =] 1 1 1 1
j=1 51+ +5P:j_mj r1...rp.s1...sp.
1 LR P
rj,stzOﬂSjSp
378 (x) " e(x) i
[ o L
T T1 rp 51 Sp ] JE
A Eax1 ..axp ax,i ..axp i=1
* <
Vi(A,K) = Z 031 ;
j=0
r T
=) Py2 .
[[A )Y.i --YP K ]] Blf(x)
WA K= J‘ dx
1 = o X
T +eetr =1 ' e 1 P
1 P r1!..rp. ax1 ..axp

erO,‘ISjSp

Preuve: Méme démonstration que dans R, voir [4 TJ.

Remarques: Ces expressions se simplifient considérablement, si on fait des hypothéses

supplémentaires convenables sur £, ou X:
1°) Hypothése (A): On suppose que f et ses dérivées partielles d'ordre n s'annulent

au bord de I, supposé 8tre un ensemble produit; en se ramenant au cas ou I = Rp, on

obtient: arﬂ +'°+FPF(X)
dx = 0 , si I +eetr_ = 1. De méme, en notant:
r1 rp 1 P
QP ox%, .,.BXP
T teedtr Sy teets
3 Pe(x) . @ Ro()
J(r‘l""rp's‘t'"'sp) & JI { T T H ) s } Ay
P 3k leen P 3, aup, B
il P 1 P

on a les relations:

J(r,l...,ri,..,rp,51,..,si,..,sp) = J{r1,..,ri-1,..,rp,s1,..,si+1...,SP) 4

J(r-l:"lrpls-l:-'rsp) =J(S1,..,SP,I‘1,..,I‘P) 1
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J(r1,..,rp,s1,..,sp) — {7k Gt Ty boatT 4 Fouks est impair,
On pourra toujours alors se ramener a:
i1 +..+ip
(3,2) K(qﬂ,..,qp) = (=1} J(i1,o.,ip,q1—i1,..,qP—ip), avec 4 +ootd, pair.{

On en déduit que si (A) est vrai,

- * .
i3ty Wi(A,K) =0, Vizl , et Vi (A,K) = Vi (A,K) = 0, Yix,
p 3
2°) Hypothése (B): On suppose que £(x1,.,,xp) =ig1fi(xi), et que les dérivées des £,

s'annulent & 1'infini; dans ce cas, (A) est vrai, et:
(3,4) K(q1""qp) =0, si 1'un quelconque des q, est impair, 1 < i < p.

3°) Hypothése (C): On suppose que (A) est vérifié, et que, A une translation d'ori-

gine prés, f admet les plans de coordonnées comme plans de symétrie, c'est & dire:
f(ix1,..,ixp) = f(x1,..,xp) ; dans ce cas, (3,4) reste vrai,

4°) Hypothése (D): On suppose que K est symétrique & 1'ordre n, si:

r T
1 P. = L : v . |
[EYH ¥y K]] = 0, si 1'un des r. est unpalr,1£1$p,0£ri,r1+..+rps A ||

a) Si K est symétrique d'ordre 1 (on dira que K est centré), VB, Vi,1 < i < p,

[(B,y;K]] = o

b) Si K est symétrique d'ordre 2, pour que [[B,yiyjK]] Sl AR Sy e

faut et il suffit que B soit telle que:

2

K-t T
L]
E 2 2 g 2

5 ., : B - = kT [[le]] = Cte, ‘

[[y2K1) \ i

cette condition équivaut au fait que B est une matrice orthogonale, Si K est centré,

on peut toujours se ramener a ce cas, et, en particulier:

(3I5) EEY$K]] =1, [[injK]] =0, Vij’éj, 1 =1,j < p.

5i (3,5) est vérifié, K étant centré, on dira que X est sous forme réduite, o

c) Il n'est pas toujours possible de supposer que K est symétrique d'ordre 3, gl
4 un changement d'axes prés; si c'est le cas, on construit aisément des exemples,
d r
ol les seules matrices B telles que [[B,ya1.. yppK]] = 0, pour Tyteetr, < 3, et 1'un Wl
des ry impair, sont diagonales, |

Cependant, la plupart des noyaux couramment utilisés sont symétriques, c'est a direul

tels que:
(3,6) K(ix1 v-'stxp) - K(x1 l'HxP) .

§i (3,6) est vérifié, K est symétrique d'ordre quelconque, Al

i 4 L P i i .

-
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4°) Par la suite, nous suppeserons toujours que (A) est vérifié, et que K est
centré, sous forme réduite (3,5). Dans (3,1), par (3,3), on obtient les simplifica-

tions suivantes:

a) Si AN est quelconque:
[1(n+s)]
2
B = Vo (BpX) + € (ApK)
=2
]Det(A )I [ (n-p)] 1
2 N *
B [ ]] L E V2i(A ,K) +— § (AN,K) , avec:
i i=0
X
\3’7) T +eaetl
P o = .
VZi(A’K) = K(q1:003q )
QY +eetdy =21 T s —qJ rJ,sto »15JSp r1!..rpls1!..5p!
0<q;,1 <i<p r1 +e .+rp22, Sy e .+5p>2

Ty ST LTS L
[[A7 v, ooy KITIA™ by, ooy PX]]
1 P 1 P
. .
Vzi(A,K) est définie comme Vzi(A,K}, mais sans les conditions restrictives:

L +..+rpzz,s1 +..+sp22.

b) Si A est une matrice orthogonale, on a, dans (3,7):
=i =1 e2hs o
(3:8) [[A ’yiK]]= 1, [[A 'yiyjK]] =0, V l?éJ y 1 51,7 < pe
En particulier, V4(A,K) est indépendant de A,

¢) Remarquons enfin que, dans les formules précédentes:

+..+qp
(3,9)  x(2q,40,29)(-1) 20, ¥ 4remdy 2 0

IV) Optimisation asymptotique du M¢I.S.E. (premier ordre)

On applique ici les résultats du §I1I. On étudiera tout d'abord le cas d'une
densité dans ﬁ2, particuliérement important en pratique, et permettant des dévelop-
pements plus simples que dans le cas de RP, p=23. Le cas d'une densité dans R est
étudié dans [ 7.

A) Cas d'une densité dans Rz:

On suppose que (A) est vérifiée, et que K est sous forme réduite (3,5)s En se limi-
tant aux premiers termes des développements (3,7), on obtient:

B2 ~ 3K(4,0)A7,v2x11% $x(0,4)[A5 v K11+ $K(2,2) (A5 ,y2X1ILAY 4 ¥5K]]

+K(2,2)[A7 4y, 7,X10% K(1,3)[ Ay v, v,K1Tay »y5K]]

(4.1) + X(3,1)00A v, ¥, X104 1y 7X]]
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5 ‘Det (AN) |

2
5 ———— [l

rcos(a) Asin(a)
Posons maintenant: A; = ; on obtient, compte temu de (3,5):
ucos(p) psin(g)

M® = B2em] ~ Jx(a,0nte (o, 4% 3x(2,200%% x(2,2) % 05" @-8)
e , . [[x%7]
+ (1,3 cos(@-B) + K(3,1)x"ucos(a-B) + .
My Jsin(a-g) |

Jusqu'ici, nous n'avons fait aucun choix particulier du repére, relativement a f,

On utilise alors le lemme suivant:
Lemme (4,1): Il existe un repére Oy,y,, dans lequel Vel sl e (6

Preuve: On effectue le changement de repére Oy, y, — Oy'y!, en notant K'(r,s) les
1=2 2

1

quantités correspondant a (3,2) dans le nouveau repére, On peut toujours poser:

df of df of af of
— =a— +b—m , — =c— +d — ; on en déduit:
3y, oY, 3y, 3y, 3y, 3y,

a) En prenant c=1,d=0, on peut toujours se ramener au cas ou K(1,3) = O.
b) On pose a=c=1, et on écrit que X'(1,3) = X'(3,1) = 0. On en déduit deux rela-
tions équivalentes, de la forme:

P(d) R(D) 5
z==—— , d =— , ol P,Q,R,S sont des polynBmes, avec d P = d R = 2,
Q(d) s(b)

o o
et d § =d Q= 3. Les solutions triviales étant exclues, il existe nécessairement

une solution de ce systéme,.
Remarque: Le lemme (4,1) est trivial lorsque 1'hypothése (B) ou (C) est vérifiée,

Supposons maintenant que le repére soit choisi tel que K(1,3) = XK(3,1) = 0 ; comme,

d'aprés (3,9), x(2,2) = 0, on constate que le choix B - o = #m minimise M2, indépen-

damment de A et y, dans (4,2). On se raméne donc, quitte & choisir o = 0, a:

A 0
A, = o On obtient aisément alors les valeurs asymptotiquement

0 u

optimales de @ et B pour le critére du M,I.5.E.; remarquons en passant que ce choix

est intrinsdque & £, ne dépendant pas de la base initiale choisie, puisqu'un change-

i#.
ment de base dans ﬁ,2 ne modifie la mesure que par la multiplication par une constante,'._ ;

On résume les résultats:

Théoréme (4,2): Etant donnée une densité £, vérifiant (A) & l'ordre 4, et un noyau

o

o

|




i
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¢ centré, sous forme réduite (3,5): [[}’1K]]=[[y2](]] =1, [[y1 y2K]] = 0; si le repére
Jy,lyz est choisi tel que:
4,3) K(1,3) = K(3,1) = 0,

1'erreur quadratique intégrée M2 est asymptotiquement minimale pour l'estimation

1a1): et (ay) |
fN(x) VLA Z K[A (X - x)] , lorsque:
Pl 1 1
- /Ay O e 30 30 At [K2]]5<K(o 4)/x(4, o)) 8
N d ; N = .
0 1/uy [(K(G,ll) (4, 0)) (2, 2)]%
4,4)
[mjﬁgmmﬁm4ﬁg
by =

[(K(0'4) K(‘HO))\ +K(2,2)J% N—‘l/6

Pour le choix précédent, en notant Mgpt 1'erreur quadratique intégrée minimale,
g
BadiEaY

2
4,5) MOpt ~

2[(1((0,4)1((4,0))% + K(2,2)]“1/3 1\1“2/3

emarques: 1°) Quitte A4 effectuer éventuellement des homothéties sur les axes, on
urait pu rajouter & la condition (4,3):

415) K(O|4) = K(4r0)o

On obtient alors, au lieu de (4,4) et (4,5):

it S R 3 (k%7773

—————————— > M S
Nr 5 (Af}gdx iy z{fﬂg (Afjgdx}4/3 N‘2/3

h7) My = My =
2°) La solution fournie par (4,4) n'est pas unique, Quitte A se ramener, comme
“écédemment, au cas ol (4,3) et (4,6) sont vérifiées, si Ay est défini par a7,

1 constate que AN = 7\1?771 rend M2 asymptotiquement minimal, lorsque I est une matrice

'thogonale quelconque, On peut, d'ailleurs, vérifier directement cette propriété dans

5% . 3%
h7), car le laplacien Af = 5+ —% a une expression indépendante de la base
BY,’ ay2

“thonormée choisie (pour le produit euclidien naturel dans R2).

3°) On comparera ce résultat (4,7), avec son homologue pour les densités dans R
©ir [ 4]); on obtient, dans ce dernier cas, et avec des notations analogues & celles
& nous avons utilisées ici:
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[ie=1). 1=

I

(4,8) A
[ cent0)ax
(1

On obtient dans (4;7) les développements analogues pcur RY, p quelconque.

4°) On peut constater que, dans un remére converable, il existe une estimation
asymptotiquement optimale, de la forme (1,3). Si le repére n'est pas choisi de manié
que (4,3) et (4,6) soit vérifié, les estimations optimales de la forme (1,3) seront
obtermes en minimisant M> dans (4,2), pour A = , et @ = B + L7, On obtient alors,
dans le repére choisi, les formules (4,7) pour les coefficients optimaux.

Ces formules n'étant liées au repére que par le coefficient:

(4,9) J1 (ﬁf)zdx =@ , or en déduit le:
2
4
Corollaire (4,3): Etant donnée une densité £, vérifiant (A) & l'ordre 4, et un noyad
K centré, sous forme réduite (3,5), 1l'erreur quadratique intégrée M° est asymptotiqu
ment minimale pour 1l'estimation (1,1), lorsqu'elle est sous la forme (1,3), avec un
coefficient déterminé par (4,7), et pour un repére 0y, ¥, tel que dans (4,9), @ soit
minimum,
Signalons que Epanechnikov (1969),[ 57 obtient, dans le cas des noyaux (1,2), le

critére du @ minimum donné ici en général, pour les estimations (1,1).
5°) (4,5), ou (4,7) montrent que, asymptotiquement, q;test, indépendamment de f,

proportionnelle & fng]]a/a. On en déduit donc que les noyaux qui minimisent r[Kg]]‘ﬁ

tout en restant sous forme réduite (3,5), sont asymptotiquement uniformément en £
les meilleurs pour le critére du M,I.S.E.; le méme raisonnement de calcul des varia;;_‘
tions que dans le cas unidimentionnel (voir [4 ]) peut &tre utilisé ici (voir Epanecl
nikov (1969),[ 5 ], Lehmann et Hodges (1956) ) pour obtenir de tels noyaux.

On obtient ainsi le noyau optimal sous forme réduite:

1
2.2
K(y,,y,) =—[6 - (v24y2)] , pour y24y° < 6 )
1 2 18 1 2 1 2
(4,10) =

=0, si y$+y§ > 6.

pour les noyaux les plus usuels dans R2. On comparera ce tableau a celui obtenmu da

[ 4] pour R. Les noyaux sont mis sous forme réduite (3,5), et on posera éventuellemed

9% ok
p = (v, 47,)%
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2 2 2
Noyau [[x°]] ~Mope /M
1 2
K =—(6 - pz), p236 —_ 1,00
18m 9w
1 1
s e s - 92,44%
4 4 1
: 1 1 1
il x=— ,fy, |etly, | <5 — 89,65%
12 12
T 1
- o= 2o 92,44%
2T 4 m
2
}"2 1 9
K __[1 i [ __,], b, ks* S 98,83%
5 125
i<l <o

:marque: Si K est un noyau produit (1,2), I((y1 ,yz) = k(y1 }k(y2) , k étant un noyau
ans R, sous forme réduite (3,5), on a:

2 2 2552
[[y“k]] =1, et [[X7]] = [[x7]]".
Le dernier noyau du tableau (4,11) est, en conséquence, le noyau produit sous
rme réduite qui minimise [[Ka]], ou, d'une maniére équivalente f[kg]], Il réalise

nsi 1'optimalité asymptotique de M2 pour cette catégorie de noyaux.

6°) La recherche d'un repére tel que (4,3) et (4,6) soient vérifiés peut paraitre
licate, particuliérement & partir d'un échantillon, Cependant, on peut, dans la
upart des cas pratiques, simplifier considérablement ce probléme en le ramenant a
recherche de symétries, en utilisant la remarque du lemme (4,1). Il suffit, en

fet que les axes de coordonnées choisis soient axes de symétrie affine de la distri-

arJ tion, pour que (4,3) soit vérifié,

B) Cas d'une densité dans gP:

On suppose ici, comme pour p=2, que (A) est vérifiée, et que K est sous forme

duite (3,5). On utilisera les notations simplificatrices:

Dii K(0,44,0,4,0,44,0) 1 D K(0,4072,5¢52,04,0) (2 en i et j)

1
]

ij

B(OF0a, 1 ey 3yee; 001 It elesl ) laa g b ATt i, 3 en j)

B
Ji
En se limitant aux premiers termes des développements (3,7), on obtient:

Z{ZDHM%.yHIHNJKH} § {py LAy wyyy,%00%
i

1<i<jsp

D
1]

12) +853T0AY v,y KIN0AY v K1 42y AL vy KINIAY X0}
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= e
Det (A, )
9 —I\-ﬂ— [« .

De méme que dans le cas p=2, on obtient:

Théoréme (4,4): Etant donnée une densité f vérifiant (A) & 1l'ordre 4, et un noyau

centré K, sous forme réduite (3,5); si le repére qu ,..,yp est choisi tel que:

(413) VYifj,1<4,55p,E =E; =0,
1'erreur quadratique intégrée M2 est asymptotiquement minimale pour l'estimation
(s pet(a,) | X
fN(x) = — ZK[A (X - x)] , lorsque:
i i=1
Mo o
AN = 0 . , avec:
1/k
/ P,N
= 3 1

44p

(4,14)

Hy ,..,HP sont solutions du systéme: v = 0, 1=E =ih,

P
v1,1s15p,2r>ijuiuj:c=f{i QHEH——dx=C.
3=1 3=1

Pour le choix précédent, en notant Mgpt 1'erreur quadratique intégrée minimale,

= L I O R =
2a94 [ | A+ 4+
ev) (0277 | [ { ) iy —5 } o™ 7P
{14 ; DX
i= 3

(4,15) Mopt ~

J=

Remarques: 1°) Une forme plus simple de (4,14) peut &tre obtenue pour A
constatant que:

en

3N

1
e e
(4,16) f{i }dx:PC,etque Ri,N:\/Ti‘—'—‘HP -
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Cependant, les formulations (4,14) et (4,15) de la solution sont tout aussi inté-

ressantes, et fournissent directement, d'une maniére analogue a (4,7):

Lorsque y, = Cte, 1 < i < p, est solution de (4,14), Vi, 1 < i < p,

o 5
24414 2 44
p[[x?]] Zl_ (p+4) pLLK?17 P jp(Af) ax | #*P
= +p 2 . R
e 2 » Yopt 4/(4+p)
Nf (Af)“ax 4p N P
P

On constate que résoudre en {ui,1si5p} le systéme (4,14) est équivalent a effectuer

| des affinités convenables sur les axes, pour se ramener a (4,17). En définissant @

par (4,9), dans RP, on en déduit la version dans RY du corollaire (4,3):

Corollaire (4,5): Etant donnée une densité f, vérifiant (A) & l'ordre 4, et un noyau
X centré, sous forme réduite (3,5), l'erreur quadratique intégrée M2 est asymptoti-
quement minimale pour 1'estimation (1,1), lorsque celle-ci est sous la forme (1,3),

avec un coefficient déterminé par (4,17), et pour un repére 0y1,..,yP tel que:

@ = J1 (af)zdx , ¥ soit minimum,
ﬁ,_P
Remarque: Il existe toujours un tel repére, ce qui peut &tre prouvé en faisant varier
les extrémités des vecteurs de base sur la boule unité (compacte) de nP, @ =0,y
ayant une borne inférieure atteinte, On déduit aisément que, pour un tel repére, les
conditions (4,13) sont vérifiées, ce qui fournit une démonstration plus générale du

lemme (4,1).

2°) La solution fournie par (4,14),(4,16), ou (4,17) n'est pas unique., Quitte a se
ramener au cas (4,17), on constate que si A s hi,N est défini par (4,17), AN=1;HH
rend ME asymptotiquement minimal, lorsque Il est une matrice orthogonale quelconque,
On vérifie directement cette propriété, car ® est invariant par changement de base

orthonormé,

3°) Lorsque N-w , est asymptotiquement proportionnel, dans (4,15) ou (4,17),

4
2--4+p - 2 A
a [[¥°]]7™, Le méme raisonnement que pour (4,10) permet d'obtenir:

2
HOpt

Proposition (4,6): Le noyau positif K, sous forme réduite (3,5), minimisant [{Kaj],
et fournissant asymptotiquement l'erreur quadratique intégrée M2 minimale, indépen-

-damment de £, par (4,15), dans RP, est, en notant p = (yf+--+¥§)% :

(ga1 )! 3
=W[(2q+4) =(p ] » p =,/ 24, sip=2q,
(4,18)



P. DEHEUVELS

14. (2gq+3)! [( ) 5
X = 29+5) - p :I, p =, 29+5 , si p=2g#,
nq22q+3(2q+5)%(2q+3)(q+1 !

On obtient les valeurs correspondantes de [[Kz]]:

(a+1)! o (2q+3)!
"‘W, si p=2q ; [[Xx7]] =
T+

2
’ K i
(4,19) [[x"]] T_rq(2{:“_5)%(2q+3)22q+1 (k8

sip = 29+,

&
Exemples: p=1 , K = [5 - p2] , résultat d'Epanechnikov (1969),[ 1,

20\5-
: 2

p=2 ; K ==——[6 - p°] , donné en (4,10),
18m

15 5
p=3 , K Fee

5 392m \[7

Nous donnons ici, comme en (4,11) pour p=2, et en [ 4] pour p=1, un tableau mesurant
1'efficacité asymptotique de quelques estimations & noyau usuelles dans ﬂ3 (p=3). Les

noyaux sont mis sous forme réduite (3,5):

Noyaux [[K2]] - MOpt /M
15 15
2
e B S o S R 1,00
392 m\[7 98m\{7
: e 3
K = soDi= s P N ,88%
20 m\[5 20m\/’5
1 2 1
(4,20) = aF

89,29%
(%)372 8 1_‘r3,_'2 ]

85,83%

2a\f3

27

X [1 —-][1 -—:I[1 :| 97,28%
3203 625\f5

[xi]sﬁ,qslss

Le tableau (4,20) montre, avec le tableau (4,11), Que 1'efficacité des meilleurs

noyaux produits reste excellente pour Rp,p=2,3. Pour les noyaux uniformes, cubiques,

et normaux, l'efficacité est sensiblement moins bonne que dans R (p=1),
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4°) La condition (4,13) est vérifiée si les plans de coordonnées sont plans de
symétrie de la distribution (& une translation d'origine prés). Dans le cas particu-
lier de la loi multinormale, il existe une indétermination d'ordre p-1 dans le choix
d'un tel systéme de coordonnées symétriques, puisque tout systéme d'axes conjugués

relativement & la forme quadratique définissant la distribution est solution.

5°) L'efficacité asymptotique atteingible par les noyaux positifs (ordre de décrois-

sance N_Q/(4+P) ) est de plus en plus médiocre lorsque p croit, Pour atteindre une

~1+e
?

efficacité supérieure (ordre de décroissance N ¢ > 0 arbitrairement petit), il

est nécessaire de permettre aux noyaux de prendre des valeurs négatives,

6°) Nous n'avons pas justifié jusqu'ici le fait que les noyaux sont choisis centrés,

Un raisonnement analogue & celui des théorémes (4,4) et (4,2) montre qu'en général,
-2/(p+2)
L

5 ; 7 < 2
lorsqu'un noyau est décentré, l'ordre de décroissance de M~ est en N et est

de ce fait toujours moins bon que pour un noyau centré,

V) Optimisation asymptotique du M.I.S.E. (deuxiéme ordre)

Nous avons corstaté, dans les remarques n°2 des théorémes (4,2) et (4,4), que
le choix de AN dans (1,1),pour obtenir asymptotiquement une erreur quadratique inté-
grée minimale, n'est pas unique., Ce fait peut sembler paradoxal, particuliérement pour
des noyaux non isotropes, comme des noyaux produits, En fait, cela provient de 1'ex-
pression asymptotique (4,1) ou (4,12), qui ne fait intervenir que des invariants ou
des moments d'ordre 2 du noyau, expressions qui ne sont pas modifiées par une trans-
~formation orthogonale, dans le cas réduit (4,7) ou (4,17).

On peut alors se poser la question de la détermination d'une telle transformation
pour minimiser les termes suivants du développement de Mz. Nous étudions ici ce

probléme, et tout d'abord dans le cas de densités dans Rz:

A) Cas d'une densité dans R2:

Nous allons, tout d'abord, faire des hypothéses sensiblement plus précises sur f
que celles du §IV, On suppose que (A) est vraie & 1l'ordre 6, et que:

(18 30
26l )

K318
4 (Gt )

0 (hypothése (4,3))
K(3!2) - K(2:3) - O.(VOiI‘ (3r2))

(5,40)

1}
1}

En général, si f est quelconque, il n'est pas toujours possible de déterminer un
repére (voir lemme (4,1) et remarque du corollaire (4,5)), tel que (5,1) soit vérifié,
Le cas standard de vérité de (5,1) est obtenu lorsque les axes sont axes de symétrie
de la distribution, ou plus généralement si 1l'une des hypothéses (B) ou (C) est vraie,
ce qui implique (3,4).

(5,1) étant vrai, par une affinité sur les axes, il est toujours possible de se

ramener au cas ol (4,6) est vrai:

(4,6) x(0,4) = k(4,0).
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Il est plus facile de faire des hypothéses sur X que sur £; tout d'abord, on peut

toujours se ramener au cas ot K est sous forme réduite (3,5):

[Cvix1] = [[y3E11 =1 , [[y,,%1] = 0 ;

En fait, la plupart des noyaux usuels sont des noyaux vérifiant 1l'une des hypothéses

(3551

(B) ou (C), en remplagant £ par K. On pourra donc supposer qu'en plus de (3,5):

4 r's ! . 3
(5,2) [Fy;X1] = [[ygK1] , [[¥]y3K1] = 0, si r ou s est impair,
Pour simplifier les notations, on supposera que AN = A;TEN ) BN étant une matrice

cos @
orthogonale directe: BN =
-sin @

=P

ST Al

rg

sin 8

cos 8

} on posera, de plus:

YZKN 5 Kgs = f[y.fng]'J = [[Id,yfyZKﬂ-

Il sera fait usage du fait due:

E.=k. =0 X =
30 ~ “03 BT ME X, =K,

aisément en développant ces expressions en fonction des K

YV B

:0, w

; ce qui peut &tre prouvé

0
rs®

Comte tenu de ces notations et hypothéses, en se limitant aux deux premiers termes

des développements (3,7), on obtient: WJ;
givoneg
B = 4\ (K(4,0)+k(0,4)+2x(2,2))
h6
i
i [K(O,6)K04+6K(2,4)K22+K(2,4)K04+6K(4,2)K22+K(4,2)K4O+K(6,G)K4O_|
4!
(5,3) :
+ O(AN) 5 .
s B
2 [[K T] 1 2R Bes
Ba=a -_[ k(0,0) + o(r3) J .
2 2 N
N KN N
On constate par (5,3) que, lorsque KN Cadi 8 NA; - ® , on minimise M2 asymptotiquement, 5.

B telle que:

uniformément par rapport a AN , en choisissant -

G cle) = K(o,s)K04+6K(2,4)K22+K(2,4)KD4+6K(4.2)K22+K(4,2}K4O+K(6,0)K4O
= a K04 + b K22 + c K40 , Ssoit minimum,
S ; oD g o)
En utilisant 1'hypothése (5,2), et en notant By sk =0 Ky = Kop dévelop-
pons (5,4):
(5,5) c(e) = (K4(a+c)+K2b) + (ésingzs)[z (bi=ia = c)(K4—3K2}J .

ke ; J i

On en déduit que C(8) est minimum: pour § = 0 to—, 8l (b—a-c)(K4-3K2) =10,
_ T km ; B =
pour 6 -T +2— y S1 (b a C)(K4 3K2) < 0.
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On dira, dans le premier cas (8 = 0), que le noyau est en position droite, dans le

leuxiéme cas (6 = % ), dque le noyau est en position oblique.
Nous résumons ces résultats:

‘néoréme (5,1): Pour estimer une densité £, vérifiant (A) & 1l'ordre 6, et (4,6),(5,1),
yu 1'une des hypothéses (B) ou (C), par l'estimation (1,1), avec un noyau K vérifiant

(330), (5,2), on pose:

0= 5(k(2,4)+K(4,2)) - (x(0,6)+k(6,0))

2.2

1°) On place le noyau en position droite, si () [[_'I:yjK“J'_]—3.[[311 .

K]]Jz 0, en position
blique sinon.

-1 5
2°) On pose Ay = Ay T SOt

2[[1(2]] l e Cc+o0(1)
6 CERSA| Y

5,6) Ay = | —— e -
2 i 2 o
NI (Af£) ax 41 j (Af) ax
RE RE

N

%€ = C(0) ou C(4m) dans (5,5), suivant que le noyau soit en position droite ou

blique: ) :
o(0) = [[y/x17 (0, 6)+k(2,4)+(4,2)+(6,0) | + e[[¥2y2K1)[K(2,4)+x(4,2) ] ,
e =3Iyx1] x(0,6)+7K(2,4)+K(4,2)1+x(5,0) |

2y 277 3€(0,6)-6[K(2,4) +K(4,2) 1+3K(6,0) |

xemples: 1°) Noyau carré; il peut se mettre sous forme symétrique sous les deux

ormes suivantes:

E=1A12, W, | et |y,| = J3,mx=1A2, |+,|=,/6.

fl our ces positions, on obtient respectivement: (K4=9/5 , K2='| ), et (K4:’i 2/5 , K2=2/5).

iQ 20, la meilleure orientation est oblique, si () < 0, la meilleure orientation

st la position droite,

2°) Noyau produit; ce cas englobe le précédent, avec I((y1 ,y2)=k(y1 )k(ya). En suppo-
ant que K est sous forme réduite (3,5), K4 = 52 , ol B, est le coefficient d'aplatis-

ement de k, On obtient:

En position droite: K, =B, , K, =1, v K = k(y, Jx(v,) ,

i

e : i : P o [x X
En position oblique: K4 :—(524-3) . K2 = %(52—1) s K-k[—v—z_LJk[v—;-] .

a) 5i1 < 82 < 3, la position oblique est meilleure si ()} = 0, moins bonne autrement,
b) si o 3 (cas du noyau normal), la position est indifférentiée,

el 3 < 52 » la position droite est meilleure si () = 0, moins bonne autrement,
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Remarques: 1°) Le théoréme (5,1) montre que, sauf dans le cas ol £ ou K ont une
symétrie de révolution pour les X(i,j) et Kij 4 un ordre convenable, les axes
asymptotiquement optimaux sont définis de maniére unique,

2°) Les axes optimaux précédents conservent leur optimalité asymptotique uniformé-

-ment en .
& e AN

3°) Compte tenu de la remarque 6 du théoréme (4,2), 1l'application pratique de ces
résultats consiste essentiellement & déterminer des axes de symétrie de la distribu-
-tion, puis & les normaliser, en y déterminant des échelles convenables, Ceci étant
fait, il n'y a que deux possibilités d'orientation optimale qui peuvent &tre choisihﬁ
soit en effectuant une hypothése paramétrique sur f, et en estimant (3, ou, plus
particuliérement son signe, soit empiriquement, ‘

4°) Le terme correctif de (5,6), par rapport & (4,17), est un bon critére pour
apprécier la validité des approximations utilisées pour obtenir les formules asymptmgm
-tiques., Pour une hypothése paramétrique particuliére, on peut aisément apprécier

la taille de 1'échantillon nécessaire pour que (5,6) donne un résultat sensiblement

égal a (4,17).

B) Cas d'une densité dans RY (p=3): i

On fait sur K et f£ des hypothéses analogues a celles du §B:

On suppose que (A) est vraie a 1l'ordre 6, et due, en notant:

Fi,r = X(0,4437;44,0) (1" en i),
(5,7) Foo oo = K(0j0a57,00,5,04,0)  (ren i, s en ), is,
ij,rs
Fijk,rst = K(O,..,r,..,s,..,t,..,o} (r eni, s en j, t en k), pour

i,j,k distincts, on ait:

Fi,r ) Fij,rs , Fijk,rst =0, si 1'un des r;, s ou t est impair, la
somme des indices r, respectivement r+s, ou r+s+t étant < 6, Plus généralement,
on supposera que (3,4) est vrai. Ces hypothéses sont vérifiées par exemple si
(B) ou (C) est vraie,

On suppose de plus, que (4,17) est vraie, ou, avec les notations (5,7): ki

P
1 2 ] :
Lo = : =F.. =j= Pa
§:F13,22 P Jﬂ (a£)%ax , c i F1,r+s Fll,rs i M TR
= RP o
On suppose que X est sous forme réduite (3,5), et que K est symétrique d'ordre 6:
T T
[[Yﬁ1--YppKW] =0, si 1'un des r; est impair,osri,r1+..+r156,1sisp.

On note, de mBme que dans le §B:

=

Ao = l§1BN » o0 By est une matrice orthogonale, o

~
]

,T [[B§1sY;K]] , K

0
R SHINE S

o e
ij,rs = [[BN ’ylyJK]] .

= [[yjy;x1] .
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On obtient, en se limitant aux deux premiers termec des développements (3,7

P 6 p
SRS T Mg P
B = i"N{ ZFM i LFij,zz} & —4;{1%,&,4 *63 ij,24%1j,22
i i i#j S i#j

8
. o) O3 g sikogassn
15,8) % Z Fij,o8800 % © ¥ ik, 280513 000 000y

T 1.k distincts
i i#j B

] i (AT % [ 2 ]
o BS = e () w0} 00 ) .
| &0y A N X

On constate, par (5,8) que, lorsgue Ay =0, N I\i - o , on minimise Mz, asymp-

B stiquement, uniformément par rapport a ?\N , en choisissant BN’ telle que:

iy

nel - F

OfBy) =) Fy gFs a * 6 ) Fig 0afiq 00 * 1 E ok
i3 ifj

W~

1

+ 6 soit minimum,

F. . Bl :
i, 5,k distincts gk, LR T e

On peut alors résoudre ce systéme en utilisant la représentation d'Euler de BN;
y Peut 8tre représentée comme un produit de In(n-1) matrices, représentant chacune
1e matrice de rotation dans le sous-espace défini par un couple de coordonnées.

On oktient dans RB:(EN étant supposé directe)

1 0 0 cos 8 0 sin § cosw -sing O
BN =0 cos {§ -sin ¢ 0 1 0 sin @ cos ¢ O
0 siny «cos § -sin @ 0 cos B 0 0 1

La solution existe toujours, BN pourvant &tre représentée continfiment comme

] 1 s
'image d'un compact de Rzn(n : ), le minimum de C(BN) existe et est atteint,

On peut, cependant, partiellement ramener le probléme de la minimisation de (5,9}

2 S 2 W
1cas de @°, traité dans le §A; supposons pour simplifier, qu'il existe une symétrie
mpléte des axes:

NS =K

3,10 B = Loe = : = =
B Fic " Fe v Fis0a = Poy v Fige oo ® Fono v Ky 2 "%y 0 Bygng #Epg

T iydsk

Supposons qu'on se limite pour BN a4 une rotation dans le plan Dyiyj ; on constate
lsément que dans (5,9), les termes contenant une seule fois i ou j ne sont pas modi-
fi€s, Seuls les termes X, . » K. , , K. _ sont modifiés, On est alors ramené A un
ij,22 1,4

3,4
"obléme résolu par le théoréme (5,1).
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On obtient:
Théoréme (5,2): Pour estimer une densité £, vérifiant (A) & 1'ordre 6, et (5,7),
(4,17), ou 1'une des hypothéses (B) ou (C), par 1'estimation (1,1), avec un noyau
sous forme réduite (3,5) et symétrique d'ordre 6 (hypothése (D)), on détermine une

transformation orthogonale By, telle que C(BN) (donné en (5,9)) soit minimum, On pose|

alors:
AN = R& BN , avec:
2 1 2
K —_— 2 s Inf
p[[x7]] p[[K 1 C(BN) +0(1)
(5,11) o et RO AR R e o By
N | (af)%ax 4(4+p) f (a£)%ax |#*P
RP RP

On obtient alors 1l'erreur quadratique intégrée minimale, & un terme du second
ordre prés,
Quand (5,10) est vrai, une condition nécessaire et suffisante,pour que BN = 1d

minimise C(BN), est que:

[K4 = 3K22:|[(7*P)F24 =g 3(1"2)F222:| t

Remarques:Les remarques 1,2,3,4 suivant le théoréme (5,1) sont valables dans RP.

I1 est utile de signaler que si on peut trouver la forme des noyaux optimaux asymp-
totiquement, l'optimalité de noyaux tels que (4,18) est définie & un équivalent prés,
Il n'est donc pas prouvé que pour les valeurs usuelles de N, on n'obtienne pas de
meilleurs résultats du point de vue du critére du M.I.S.E., avec d'autres noyaux

que (4,18). On s'épargne en tout cas le probléme de 1'orientation du noyau, si on
prend un noyau isotrope. Pour des raisons pratiques, il arrive cependant que des

noyaux non isotropes soient préférables, et on peut alors utiliser ce qui précéde.

VI) Calcul exact du M.I.S.E.

On peut, comme dans [ 4], obtenir des conditions suffisantes pour que, dans les

développements (3,7), les restes: §n+1

N - o, Ces développements peuvent alors &tre considérés comme des sommes de séries,

et on aura exactement:

@ ©

[pet(a.) | 1 "
(6,1) B ) Tmn, B - —— ([x]] = e

i=2 i i=0

Une démonstration généralisée dans Rp, de [ 4 ] permet d'énoncer:
Théoréme (6,1): Si £ est analytique dans RF, et somme de son développement en tout
point, si (A) est vérifié, et K est centré sous forme réduite (3,5), si les conditions

de la proposition (3,1) sont vérifiées pour n », si, de plus,

(AN,K) . gn(AN’K) , aient pour limite 0 lorsquefl:
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(6,2) [y Il < %

&
: -1 1 24 1
p LimSu Sup IC('q_1 ,..,qp) Sup [[AN iy __yPP}(]] -

n « q1+..+qp=n r1+..+rp$n :

Alors (6,1) est vrai.
Remarques: 1°) Dans le cas de la loi normale réduite, on obtient des simplifications
remarquables dans (3,7) et (6,1), Plus précisément, si:
1 Doy
£ = =g exp{—%iy.} , O a :
(2m)2P .
1=
q. Tl

B 1t2 = edit
ﬂ JL Jq e 2 [ :I dt } , d'ou :
T L "

d
ek B
K(q‘l ,..,qp) =0, si 1'un des q; est impair , 1 < i<p,
(6,3) : (4)%+uﬂ%(%f+ﬂ%+"+%) =
K(2q,,e0520)) = il

1
2P e 1
'rr 1= qi.

K(qq,..,qp)

(2q,)!

Sous réserve que A vérifie (6,2), on obtient dans R des développements
analogues a ceux qui ont été obtenus pour R dans [4 ]. Compte tenu que, si K est
sous forme réduite (3,5), les estimations asymptotiquement optimales sont de la

o - 2 2
forme (1,3), on se raméne, comme dans le cas de R, & des expressions B , B fonc-

?
tions d'un seul paramétre réel b, e :

La procédure suivante peut alors Btre appliquée:(K étant un noyau donné)

a) On fait une hypothése ne normalité sur £, et on estime une base, dans laquelle
1l'estimée de f est normale centrée réduite,

b) On détermine, compte tenu des paramltres estimés, et avec une recherche de
robustesse comme celle décrite dans [4 ], le coefficient 6n optimal, en utilisant
les formules (6,1)e

¢) On construit 1l'histogramme,

Cette procédure peut permettre, jointe a une procédure de classement, un classement

robuste de nuages de points dans /.

2°) La procédure décrite précédemment peut &tre appliquée avec n'importe quelle
distribution convenablement réguliére avec support dans ®F. Elle est & conseiller
systématiquement, parallélement a toute estimation paramétrique, pour donner une
représentation visuelle de la distribution, robuste lorsque s'introduit une erreur
d'hypothése sur celle-cis La loi normale présente 1'inconvénient d'avoir une infinité

d'axes de symétrie conjugués, Pour faire apparaltre éventuellement des axes de
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symétrie, il est intéressant de généraliser les hypothéses de normalité, en considé-

rant des distributions de la forme:
£f=(A+ Bq1(x)) exp(m%qz(x)) , Ol 4, et q, sont des formes quadratiques
positives.

VII) Utilisation de noyaux non nécessairement positifs:

Comme dans R, l'usage de noyaux pouvant &tre négatifs permet d'améliorer considéra-
blement l'ordre asymptotique de convergence de M2 vers O,

Supposons que K soit un noyau produit, de la forme:
K = k(y1)..k(yp} , ol k est un noyau dans R, tel que:
[[yrk]] = 0 , pour r=],;2...,m i Ccomme:

T 1) 4] T
[Cy,' esy,PX1] = [[y 'x]1eally Px]] = 0, s'i1 existe un r;,1<r sn.

On en déduit que:
*
VQi(Id’K) =0,1=1i<m , de méme pour V qui se simplifie,

Pour des estimations de la forme (1,2), ou (1,3), on obtient aisément alors une

décroissance asymptotique en:
y(2(m#1))/(p+2(mh1))

Nous étudierons plus particuliérement ce type d'estimation dans une prochaine note,
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