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RESEAUX (R)
1 ET GROUPES D'AUTOMORPHISMES TRANSITIFS

Pierre LECOINTE

Nous avons établi dans [l] l'équivalence entre réseaux
(R) et tableaux orthogonaux d'indice unité. Nous nous

proposons en étudiant certains groupes d'automorphismes
sur les réseaxix (R)j,_.| 3e dégager des constructions de
ces réseaux par utilisation des groupes de permutations.

1. RAPPELS ET DEFINITIONS.

1.1.- Définition des réseaux_^R), . (référence Xll)*
Soit E un ensemble fini d'éléments désignés par des points.

Soit F un sous-ensemble d'éléments de P(E) désignés par des plans.
Soit ^ une partition de F en N classes PL. (Card * 2,
i fe jNJ)* Soient q et k deux nombres entiers positifs (2<k<K).
Le système (E, F, N, k, q) constitue un roseau (B) de di-
mension k si l'on a :

(i) Tout point x de E appartient à un plan y et un seul de chaque
classe F..

i

(ii) h plans quelconques de h classes différentes se coupent en
• • ... . . # s

q points si h 6 k, ou alors si h>k, soit en 1 point, soit en
0 point. (Lorsqu'il n'y aura aucun risque d'ambiguité, on notera
en abrégé les réseaux Par 1Q lettre R).

- Rappelons au sujet de ces réseaux qu'on leur fait correspondre
des tableaux orthogonaux d'indice unité, ce qui justifie l'intérêt
de leur construction (référence [i])*
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56. 1.2-Automorphismes sur réseaux (R•

1.2-1 - Soient deux réseaux

R1 = (E1, P,, k, q^ et R2 = (E2,
Soit «* une application de UF^ U dans(i)œ est un homomorphisme de R^ dans R
’ x^E, , x,- €E2 ; vHpp , y,'
¥ x, V y, V F. avec x,£y, : x,« e

<BV-1 *
Fg, ^2, k, q_2).
E2UF2Ü^2-

si :

: Y F, € 1. , F.««*
i 1 i

V a c. T? oc .* 1 i(ii)« est un isomorphisme de R^ sur R2 si Œ est un homo¬
morphisme et si est une biject'ion de E^ sur E2 (resp^ de
F.j sur Fg) (resp^ de sur Ÿ^).(iii)Un automorphisme * de R^ est un isomorphisme de R.
sur lui-même.

1.2--2 - Soit un réseau (R) =(e, F, $, N, k, q).
Soit r un sous-groupe de G(R) groupe des automorphismes de (R)^_.|*
On dira que T est transitif sur (R), si T est transitif sur E,

*t '(resp^ sur F), (resp sur *£).

- Nous allons dégager maintenant les principales propriétés
des groupes f transitifs sur un réseau de dimension k.

2. ETUDE DES GROUPES T.

2.1 - Soit T un groupe d'automorphismes transitif sur un réseau
(R), . de dimension k. Soit F_ une classe de y et soit T. = IVk-1 1 11
le stabilisateur de F^.

1ère PROPRIETE.

Soit y un plan quelconque de F .

y« décrit F^ quand « parcourt .
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Démonstration.

Si * fcr„, on a Fm F.. Soit V.MF. , y,« I T'j* donc1 1 1 1 i 1 1
y. œ «F . Réciproquement, soit y’ e F^ ; puisque F est transitif
3 œ fe F avec y' = y.01. Supposons que œ ^F,, alors F,'* F .

Mais y-j K 6 F. donc y^« D'apres les propriétés des
réseaux* un meme plan ne peut être commun a deux classes dj ffê-
rentes j donc : F^ Œ Sj F^ et l'hypothèse Œ $ T ^ était absurde.

2.2 - Soit Wj, un plan de F^ et Fy^ le stabilisateur de y^.

2ème PROPRIETE.

Ty est un sous-groupe de T .

Démonstration.

Soit ««rv,i On a y.« = y,. Or, y, éF<( donc yM fe F,*'.J \ Il II II

Autrement dit, y « 6 F^f’>F^.
Par définition, F^œ est une classe de “f". Or, un mémo plan y^
ne peut appartenir à deux classes différentes ; donc : F^tt = F.
et |âjy
- Dorénavant, nous supposons que T. est un sous-groupe distingué
de T.

2.3 “ Soit 6E et soit y. éF. , V i e. jj ,K j , N plans de chacune
des N classes de plans, passant par x...

Soit alors Tp l'ensemble des automorphismes “« F tels-que :
(y^ y2> •••> yN) = (y^, y2œ, ..., yN“) soit une permutation de
(y,, y_, ..., y.T). Soit enfin Fy, le stabilisateur de x. et suppo-
sons que I’2 soit transitif sur (y1 y2 ... %gh

3ème PROPRIETE.

(i) r est un sous-groupe de T .

(ü) r2 - t'Jj
(iii) r | r1 r2 = r2 iy
(iv) r,nr2 = k = r2nryi = r^r,. .

V i€[l,»]).
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Démonstration.

(i) Evident.

(ii) Les plans y y0 ... y passent par x-. On a donc en1 <=•
. -N 1 N

vertu des propriétés des réseaux (R)^^ y^.
Or, V « 6T2 (y1 y2 ... yK) ~ permutation de y y0 ... y^.

N
Donc : x^ = “ iQ-j y^ > c'est-à-dire : « £f2 Œ 6 * ’x•

Réciproquement, soit « € Iic^ ; on a donc x^c- - $|
N
noc OC OC

, y.i a=i i 1 1 J 1 " J2

étant un automorphisme, les plans y

'N

y„ sont tous
JM

différents (puisque les plans y^ y2 ... y... l'étaient). Ces
plans ne sont pas parallèles puisqu'ils passent to\is par x^ ;
donc (y1 yg ... 5^)* est une permutation de (y^ y2 . .. jjr >
et «ê|pj|(iii)Avant de démontrer ce résultat, démontrons les deux

lemmes suivants :

LEMME_2 : Si y ||y' alors y« J y'“ V"«r.

En effet, raisonnons par l'absurde et supposons que y « n y

Soit alors x € yŒ n y’<* ; cela entraîne que x œ é y et que xœ

Ce qui est contraire à l'hypothèse.

LEMME_2 : Soit y^ 6 F^ , V i 6 [l,K] , y. « parcourt F^ quand «
décrit désignant le stabilisateur de

En effet, tout d'abord, soit « eFp. ; alors y." e F.a = F..

Réciproquement, soit y'^ «F. 3“ tel que y'. = .

Supposons par l'absurde que « f. fp^ . C'est à dire : F^œ = F^
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Alors, y.* e F. fl F.« , ce qui est imnossible (propriétés
1 .11 * ~

des réseaux) ; donc, F.3. = F. et œ £F-ir. .

- Démontrons (iii.) maintenant. L'hypothèse suivant laquelle
r est invariant va, bien sûr,, être essentielle.
Soit u un élément quelconque de F. Soit y', l'image de y

par u. y1. ~ y. u.

Si y'^éF^ soit y. € et soit a «s F g tel que y^ = y^ a
Soit || éFp^ tel que y'^ = y^œ . On a :

! y\ = y1 u = y1 a «.

*" 1 — *1 j
D’autre part, y1 = y^^ a ~> y'■ a || y1 ~^ y^ a e r
J 8 6 î| y.3 = y'^a y = y 1 B a soit :

/JVV = y! e a*

En conclusion :

/ yi n ■ yi » ■ * ^ 1 a-

En particulier : aaa^C^ = u^<= c.
Soit : c = a 1 u^ P a ~ v £ (puisque F^ est invariant).
D'où :

F
1 j

Alors : y1 u = y1 a ^ = y1 3a

Comme a Œ(3a) = u^ f. Ty^ cT ^
a œ = u^ 3 a = l>a avec
r = r, r, i r„ 1,.12 2 1

avec a éF„

et « , 3€

on a :

c'est à dire finalement :
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En effet : y. u = y, a « permet d’écrire :
-1 - 1 I

u<r a * v € Ty c’est à dire : a ~ va «,

Utilisons a «■= t'a ; en a ; u v t( a avec v 6 I'y cF
et a sr2

Soit en posant v Tf = :

u = a avec e et a & T
^

D’où le résultat.

REMARQUE.

Soit « Vrp. on a F^œ « Fjj . Soit a G tel que F^ = F^ a.
On a finalement : F, a = F, a <*, c’est à dire ao: a '6T .1

-1 . 1Autrement dit : - a a = T
^ (puisque l'est invariant).

Donc : Fp. = F..
1 I

(iv) Fy. fixe y- - Fx»n Fv. fixant y. devrait au maximum1 1 I J 1 X

permuter entre eux y^ y^ ••• y^_.j ^j + i ÿp mais cela n’est
pas possible puisque fçHj C f p- = F ^ ) ; donc si y. est
fixé V j ^ i , y. est fixé ou bien changé en y ’. j| y., mais si<1 J J
y’, y., ces éléments ne peuvent appartenir à r„.. Le seul casJ J
possible reste celui où y. y^ ... y„ sont tous fixés ; ce qui
implique le résultat à savoir : Fj nr^-j = F’x^nTy^ = fx-i^^y-*

2.U -

Hène PROPRIETE.

K désignant- le nombre de points fy,,

R le nombre de plans passant par x^,
on a :

Card [rx. ] K = Card[ry J R f Gard [a ^
et : Ai = TX1 Fy^

Ce résultat est démontré dans la référence [2>
Rappelons que : = A (x^, y^) = ( “tr ; x^ *y^).
On peut écrire dans le cas présent :

Card JTX1 ]qk”1 = Card[ryi]N = Card [aJ
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2.5 - En désignant par n l'ordre du sous-groupe
== Fy < ^ T « j on ci 1

1 *

5ëmc PROPRIETE.
îr .. »

Gard [r J - n |f| ; Card []' J = n-i K ;
3

1’’ . lr“* 1
Card [r] = n K q ; Card[_Fy^3 = q. ;
Gard [a J = n.| N q?" .

Démonstration.

On sait que Card [e] = q*. Cela entraîne : Card [H = q* Card [rx.j]
De même, Card [y^l = g ^ D'où : Card[A^] * Ca.rd
Or, Card A1 = Card Fy.. N ~ Card Fx^ q
D'où : Card tjl q* 1 = Card FV1 N

D'autre part, Card I’= Card F^ ~ Card rx.j q
Card ri Card Y ,

D'où : —■ "3 Card rx1 qCard M
i

C'est a dire : Card T. = Card q

k
soit : Card F^ = n^ q

Ensuite, vu la définition de et les propriétés des réseaux :

Card r « - q card T .1 yi
En effet, Fv^ est un sous-groupe de F^ et on a :

q

ri = ^9 ryi œi (avec œi = ■>)

Donc : Card Ty^ = n^
k-1

q

Cela entraîne :

Card A, = n. R q^ '1 I

Card TX1 = n1 N.
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Remarque.

Soit x1fey
Si Y OC = Y CCX1 1 X1 2

X1Œ 6yi si o: c ry.
avec « , « S Tyi on a

oc oc «£ r„ or — N •cnit <x £ M
1 2 *“ X1 *yi 1 -j *■

Vu le cardinal de ry^ , x^K ¥ a t Fy^ décrit y et on a :
ik-1

li * H si I ( avec 3.j “ 1)

2.6 -

6èsne PROPRIETE.

est un sous-groupe distingué de Tx.|

Démonstration.

Il s'agit de montrer que a N. a cl, ¥ a èrv,li

Soit le plan y^ de F^. Supposons que y.. = y a,, On s. le schéma
H N -j

y. I yi * I
-1

y^ est donc fixé par a a ; ceci peut se répéter V jy.
î

En effet, par définition, a permuté entre eux les plans

y1 y2 •“ yN » c'est à àire :
-1

yt “Mj > yj

Autrement dit, y^ y^ ••• y^ sont fixés par a a. Donc
x^ - Hy. est également fixé. D'où :

a"1 N1 a
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2.7 -

7ème PROPRIETE.

Soient V , y j.,

h plans quelconques pris parmi
(y n. y2» ••'> yK)• Posons :

On a

A12... h ** A12.. .h X1 * yi** yi'1 » J12»

« {a er e yi1, x1 t yii2' » x. € y

ÜJ £ y • 15 1 yi O Tyj 0 • • . fl Py .J lv “11 ''lo J 11

(Ty^. désignant le stabilisateur de y^.]0 J

" \ = Nh(yir yi2 ... Yl|) = rx^Fy
n, = Card ]

(1) Card |>12>_J = Card [rxi ] qk h = CardJYy^ yi2 ... y”]
u^ désignant un entier positif.

(2) N, = N. 9 nh I n1 et Card'd Lryi1 yi], = n-
k-h

(3) Si la décomposition de Tv. suivant N. s'écrit :
Ji1 ••* yih i

T. =NUN SU 11 tj <$ k-h1
yii *.. yih fW 1 2 u ü "1 °q , on a :

A12... h = rxi ü r*t 62 0 UI’x1 «qK*h*

Démonstration.

(1) On sait que Card JW. nyjg ... gflÉfe»]* q h. Il en découle
aussitôt que : Card [a.)2 J = Card [lXl]qk
D'autre part, par définition :

A
12...h

{« €T i gyil ... Xl "C 6yih}
{•€r : y-i-i œ 1 ••• yih “~1 passent par x }



P. LECOINTE

64.

Dans ces conditions :

Card |aM. J ~ Card Mpt
u^ désignant un certain entier.

1n

(2) Il est clair eue N, 1 N (et donc que n, = n„).h I ■§! h 1Par contre : Card IBmmHBBHI n, q demande à être* J 11 J h J 1
démontrée.

On procédera par exemple par récurrence, 1 'égs.lité étant
exacte au rang 1. (Card = n. ^).

Soit x1 é yin O . •. nyih
Supposons qu'ainsi y-j^ n

et soit x,K Y <* £ T,.. jJi .1 yih
... nye. ne soit pas entièrement

obtenue.

Alors 3<c e rv-, n . ..nr . et </-. WÆ tel queJ1 ï / lyj- ■) 1 * i'n
x. = x„er. (si 3.e point x. n'a pas été obtenu précédemment).11^1^
Mais si « £ rv; n ft Tv. , alors * cl’..••• Jih-1 1
Si œ ne fixe pas y-j^ , « ne peut changer y qu ' en un plan
parallèle, ce qui est impossible (homomorphisme).

« fixe donc y-j, , d’où la contradiction.

En résumé : x^œ V <* e Ty^ ttf y^ décrit yj^ n ...Hy-j^.
Si l'on a : x^ oc ^ oc^ , alors oc ^ cc^ et
D'où la décomposition : ^

’yj y’ v = ^ ) N. 6 .yi1 yi2 ••• yih 1 i
avec 6^ = 1 ),

et Card rv,- v ;

J ^12
k-h

(3) Soit œeA12><h. On a x.|« 5 yi1 n... ny^.
Supposons x^ = x « . 3 ni 6i 6 Tyi'{ yi2 • • • n
tels que :

(n1 6Nr

x1“
■ *1 n16i

*1 h 6 *Xl
_ 1

soit : a n16

xi = X1 n1 ^i" a ^onc
. -1

X}. Donc

, c'est à dire ; 6^ «
-1

a G T X1
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Or : f^f®! « i; nrx1 â r. cionc s n. c i
1 xi

donc “ = u avec, u

On a mis ainsi en relation * x

ÜÉ
Fv, <5 • avec N. 6 .1 i 1 î

D'ou 12. . .h ,U s, 5i
1*1

c . q. f. d.

3. CONSTRUCTIONS LIEES A LA TRANSITIVITE.

3.1 -

Théorème :

Scient F,- îra_ ... F.r, h classes11 x2 xh

quelconques (V h <k).
Soient . et y'j. V je [J > 2» ...» hj

J
. «

deux plans distincts de R
J

Alors, il existe « feF tel que :

y'ij = yij Œ > v J e b >h] •

Démonstration.

Nous démontrons ce résultat par récurrence,

a) Le Cas particulier h = 2.

Commençons par utiliser un résultat élémentaire de théorie des
groupe s :

Soient A et B 2 sous-groupes d'ordre a et b

admettant comme intersection un sous-groupe

D d'ordre d. Le complexe C = AB contient
exactement —— éléments distincts. C est un

d

groupe si et seulement si A et B commutent.

Dans le cas présent, nous sommes intéressés par les groupes

r1, Ty,, Fy^ et Ty i y g • Etant donné que 1M ^ - ly. Iyg contient
k-1 k-1

n1 q n1 q k *
— = n q éléments, on a T' ^ et et Tyg

n1 q’"‘'
commutent en conséquence : T. = = t72 ryrrY. r,foy i j 2
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Dès lors, il s'agit de montrer que les classes :

ryi 1 avec « • efv- - (ou ce oui revient au meme
Jl 32 * 1 -jIHi ryJj i i * 1

et. rvîr2 avec « . éFy-j - Typ (ou ce qui revient au même

ont une intersection non vide.

On peut écrire :

œ g e r - r
j2£1 ?2‘

1 I ^ H «
01 yi a]^ (avec \ifry2 “ ryi}

r I U rr 1 X. 12o2 y?. j2
( avec -?2*ryi - Ty2]

On a alors

r,nrv =r. u
i"‘y2-‘y2- r {IVi ‘ f, ‘yi y2 ”j,

D'où :

I Ü

r . U U r
1 j2 y1 V2 J2

1 2
OC OC

De meme F = U U r œ2 œ1
1 J, 02 y1 y2 j2 L

En résumé , on a donc commutativité, à savoir :

r = I U r .1 I = U U r
1 «52 Ô1 y2 0-j i2 J2

yi y2
2 1

oc oc
,

j2 J-l
(1)

REMARQUES.
1 1

œ) On a utilisé le résuïat : Ty^ «j A Ty2 = y^

En effet, soit u fiTy^ °=j O Fy2 («cl tFy^ - fy^)
u fe Tv, d'une part.*

1
D'autre part : u = v “j avec v £ Ty^.
D'où : v = u(Œj ) 6 Fy2 et v e Ty^ y2
et réciproquement.

I
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b) si "I e r.j 1 1
avec Œ,j, 6 ry2 " ryi

yi comme r1 « ryi ry2 ■«! = u «•]
1

et ry, - ry) u.'l^ = ry) „'iJ1

Cela étant, revenons au résultat à démontrer qui est que :

■>1 “.i,n 'Va"! * *_ '
C'est à dire, puisque :

r » U rFyi j2 Fyi j2
2

C. .

_ U r J
j1 yi y2 j

(2)

Kous allons raisonner par l'absurde en utilisant la relation (1)
A savoir que, dans (2), il ne peut exister de valeurs de « • et

2 . . . . J1
oc. , telles qu'il y ait plus d'une solution, c'est à dire :

°2
*1 2

Supposons qu'il existe et <* tels que (2) ait 2 solutions :

2 1
_ 1 2

n CC. OC = no oc . a. (r
J „ £ .1 «"1

2 1 _ 12.
yi y2 % * - yi *a “j, " >

H ce . ce n r» a ’ a ( r„ oc
3 j'2 nk j.*, uyi y2 j'2

1 2»
OC OC f

y-\ y2 j*!

On en déduit :

1 / 2 \ 1
(oc ) f 2 \ -1 1K ) n n oo

J o • 2 J1

t 2 r1 -1 1'V ”3 n|< “j*.

Soit : «i
2 / 2 .“1
j, (f»i ) (n. n9) «• («.0 2^2 1 2 J1 J ' -j

1/1 s”1 -1) = n3 V
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Ceci est impossible :

A _ -i
1 n2 è ryi y2 n? nii & ryi y2

i

2

mf’Wn1
-1

e rY2 ryi
2 2 ”1

(voir remarque) et «•, (*. ) G rv, - rvo (voir remarque).
J p «3^ " i J't-

Dès lors :

Autrement dit, les classes (2) se coupent comme des droites :

c’est à dire, suivant une seule classe que l’on peut écrire :

soit : Tyi y2 j2 j1
soit

1 2
y1 y2 “d1-, "j'a

Le résultat est donc acquis pour h = 2.

REMARQUE.

On utilise le fait que Ty, y? « ÜSLJ1 J 1

(resp* F,, y2 “j 6 ryi ‘ rya>-

1 te1 Us - - r' -1 ’ e *yg ‘yi

En effet, sinon on aurait : u «.(«., )
Jl J't

-1

U € ryi Y2 et V € Fy1 y2*

Donc : Œj 1 (oej . ) 1 = v é ry 1 y2

Mais alors et <=., définissent la même classe, ce qui est
1 1

contraire à la construction.
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b) Cas general.
Soient maintenant h plans y., yp
d5 abord que :

. y, . On vérifie touth

C r = r r
i yii la

j

<

V i, ^ i.

r!= ryi-i rw2 >'i3 h

r , = rv. rv. v. v i, r_ ... iv 1 y3-•] yi2 yi3 • •• 1 2 h
V i, i, V h,

Cette propriété de T est d'autre part, vérifiée par tous les
sous-groupes F , ryi » ••• , R. v. v. > V 1.Hj ^ 1 yi2 sy 1 y 12 Jil
Ceci permet la généralisation de (1).

En effet, par exemple :

et :

r = r r
1 yi Y2 ••• yp

H U#i#è
01 yi oi

avec «^fery2 _ yh - ryi
Mais alors :

r 1 nr = r = U (r nr i = U r1 y2 y2 j/ yi Lg y2 % yi y2 L
et l'on a aussi

r = U r «?
^ 02 Jg

avec 1 6 rv - r.
j2 yi y3 ... yh y2

D ' ou

r. =
u y r.

1 02 j 1 y 1 y
2. 1

oc oc

et ainsi de suite ; finalement :

rffl U r
. 1 Ô1 Ô2 *• jh 71 72 Yh jh Ôh-1

«h Œh-1 «2 «1
0g j -j
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avec lyi m yi -i m 11 ry'i

Il est bien certain que l’ordre dans lequel on a classe les

plans yu est arbitraire et que l’égalité précédente s'écri¬
rait aussi bien :

ri I
U

j1 j2
BH yic yi>

3 h
C 1
m

h-1

cih-i £1
J-1

(3)

pour toute permutation (i^ i^ ... i^) de (l, 2, .... h).

(Autrement dit, il y a globalement commutation des «*, ce qui
est a rapprocher de l’égalité (1) ).

ip
Supposant alors que h-1 classes Œ (avec

« 1 6 ry;, ,,, Vj I I M ) se coupent,, nousji-\ -^î-i yii+i ••• yih yii
allons en déduire que h classes rv- « se coupent et le
résultat à démontrer le sera par récurrence. Soient donc les

plans y^ y2 ... y^. Considérons d'une part les plans
h I M g 1 * SK ' • ' yh-3 In- Iy1 y2 ... yh_2 et yu , d’autre part les plans y1,y9 ... y^_, y^_

et yh.

Dans un cas comme dans l'autre, suivant i'hypothèse de récurrence,
on sait que :

(a) y1oc^n....n y>,_o <L' n yv B n/ ^, J*"2) n y (“h)h-2 n ^h

.(i)(avec CC 6 Tyi y2 .. y.^ y.+i ... yh * 7 £

(b) y, Œ n .... n y^., a r ' n yh_1

- m , v i)

y., .... n yh_3 «(h 3) o yh-r(h~1)nyh “(h) ^ *
■(avec de meme « fe Tyi y2 ... yi+1 ... yh " ryimm .vü
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Plus précisément5 étant donné le cas h
classes :

2, l'intersection des

- (a) peut, s’écrire :

F « 1 )
. ly^y2■•^Yh 4-1

2 h-2 h*7 or . cc

d2*’* J h-2

fixés.

f (b) peut s’écrire :

\mm Æ
. y 1 y2 • • • yh J h-2
Jh-2

C'est à dire, respectivement :

i
y1 Y2 ••

oc ah
• yh-2 yh

et ryi y2 ••• yh-3 yh~1

en posant
1

; a a a -

*>1
h-2

*

Jh-2

et 6 = "j’i h-3 h-1
... “il * i 1V 1d d h-1

on est remené à 1'intersection de :

ry1 y2 ••• yh-2 yh K avec ryi y2 •** yh~3 yh-

d '2
h-3
‘d’ h-3

h-1

I 'h-1
...h

fixés.

0r : ryi l'2 ••• yh-3 yh ~ ryi y2 yh~2 yh- y^ y2 ••• yh-3 yh-1 yh

On retrouve avec de nouvelles notations le problème résolu en a)
concernant h ~ 2, que l'on peut, donc démontrer comme en a).

3.2 - Çonstructions_découlant_du_thgorème_précedent. c.q.f.d;
Soient y\ V i £ [l ,k] *t yh || y^ V i. On vient de voir qu'il
existe « 61^, tel que : y'^ = y^a , V i t [l,k]Jh^k, par exemple.
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Considérons ffe = fj y- et x

i ê[i,n]
=Dr'i
i s [l,ï]

On a par application des propriétés d’un automorphisme : x’^ =
Dès lors, soient ^y'i y'g ... y'j * H^y'^ > ^y'. désignant
le stabilisateur de y'. ; de même soit Fxi.j le stabilisateur
de X* et enfin N'h = ryll t y*h O rx'-f 0n a :

y 1 y'2 ••

Tl ç: cc ^ Fx' 1 1 :

y\ yi y2. yp.
V h k

N’, =h' = * ' n, « = œ Trv1 o rVi"l œ-h I 1 U -vt .>1-'

Tous les problèmes de construction sont donc apparemment résoli

1+. CONSTRUCTION DE TABLEAUX ORTHOGONAUX D'INDICE UNITE.

Soit r un groupe d'ordre n. N q . Supposons que T soit
le produit de deux groupes et tels que :

r *= r1 t2 = t2 ri avec : Card[ril - n1 <ik 5 Card [^2]=
n. N : T est invariant T. Soit T un sous-groupe de F.i 1 y i c~ * 1
avec Card[F ] = n q“ Soit N = T HT,, aveci i i «y i d.

Card [nJ = n^ et posons enfin : rx^ = en supposant
: F n T - = T n F g Soit alors :yi *1 1 X1

y,| = N^ UN^ “g U ... UN^ q‘ la décomposition de Fy

qu

r

suivant le sous-groupe N .

Posons : A1 = rx ||T Œ2 U . ur
k-1

La construction d'un réseau de dimension k est alors

la suivante :

'Points du réseau : (Tx ) ot » V a fe T
Plans du réseau

1
Classe F

■planB..y1-Z&-^-Zg :A-

, V « fer

, V ce er1
, v oc 6 r.
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ILa justification des propriétés des réseaux (R). ,
K 1

conduit à imposer aux données précédentes, la con¬

dition supplémentaire suivante :

Condition : Soit Y h 4 k, a^, a^., a, € r tels que :
ai~1 ryi ai ^ aj 1 ryi aj ct ceci v aie'[ai» ap* I * V

6 ^ a2 ... aj , on a :
1 _ r -1 „ -1 ,, "I k-h
\ Caxd [^J ryi &1 n ... nah iyi ah J = n1 q

Démonstration.

Avant de justifier la construction, un certain nombre de
remarques sur les données sont nécessaires :

a) Tout d’abord I‘y ^ C F ^ et T ^ invariant entraîne que :
a 1 ry1 a cr| » v a er-

Soit alors

et soit y.J
i

■

r = U
2 i=1

N. ~f. la décomposition de F, suivant w
1 1 1 p 1

H ||| (V i). En désignant par Fy. le stabilisa-
= f. rv _ *£.. On voitteur de y., on sait que l’on a

donc que :

r
fi ly 1

V i e[i,N ] ry c Ft

b) Soit R = FX1 r> ryi, soit &rxi , on a a = rXl.
D’autre part, on vient de voir que ig!;’ Tx « cFj.
Donc : « ^ H ’ roa:*-s œ c. FX| ; donc «cN^.
Finalement :

e ^ K. « cN, V « € FY, (N. est invariant dans FY„).1 1 22 3 __ic)Soit « e TX1 ; on a H1 c ryi , donc « « c « Fyi « ;
donc : N, c °= 1 Tv « . Autrement dit :

* I

N est un sous-groupe de r,r.
* 1

(V i)
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d) Fy.C r1 =4 Fxi n ryi c r*i 0 F1 j donc FX1 nr^cii,
Mais i est

i
un sous -groupe de ry. ; comme N est un. sous-groupe

de r2 fp-i | N, est un sous-groupe de rx-) n ryi/
D’ OÙ :

N! | FX1 n TYi (V i)

e) On a donc désormais : N. = T. nro = T, n O Fv.
I le î i A1 j x

V i g[i,Iî] et est invariant dans - I'x . Soit alors :

yih " ïji, n ryi2 n •••nry. V h < k

y i, yy ••• yîh désignant h p'J ans quelconques de (y* y,

On a évidemment

N. i r„l A B
1 X1 m y,-1 J Ï2 • • • "'M

V h 4 k

f) La condition supplémentaire indiquée dans la construction
k-h

signifie que : Y h $ k Card [l'v. v 1
. y±2 •••

On en déduit que les sous-groupes :

n1 «

ri » ryi1 » ryi1 yi2 ’ Yi2 ••
entraînant la transitivité étudiée en 3]

En effet, par exemple : F1 = ryi - r2

k

1 *yi, l7i0
k-1 k-h+1 1 2

n1 q
n1 q n1 q

k-h
n1 11

yi^ ont les propriétés

v. puisque
#th

- On est maintenant en mesure de justifier la construction propre¬

ment dite : rappelons à ce sujet que le plan y1 est identifié a A
et y£ V i à A^ décomposition F^ = .O^ "oi étant donnée.

Nous devons démontrer :

(1) - Par un point quelconque, il passe un plan et un seul de
chaque classe.

(2) - h plans se coupent en q points h ^ k
Si h > k h plans se coupent en 1 ou 0 point.
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a) Etude des points et des plans.
Soient les décompositions de P ^ suivant fy^de Py suivant
N, et de T suivant K.

2 - * X1

ï, - V’Vi *i

r = M B. T.
1 1 1

K.

rv - y, n g.xi 1--1 1 i

«) Vérifions tout d’abord que par un point quelconque, i]
passe un plan et un seul de la classe F

Point quelconque :

Plans de la classe F,
FX1 “0 >"otr

1 i Œi eF1

Four démontrer ce résultat, remarquons que :

ri = ^ rv1 œ- " V ^ Ni “• •i i i j 1 J i

Mais F “ T
.j T,p == I' T1 c'est à dire :

r = r ^ Ug tf. oc = vJUr n -f. «.'•* M M r if. oc.1 12 i J 1 j i i j * 2 1 1 i i ,i 12 J i

(En effet, C et donc Tx-j = rx.j).
Tout élément de T peut donc s’écrire u 'f. «. avec u 6 fv .

J T- ■1
Dans ces conditions, il existe une et une seule valeur de**. et a.J i
telle que : Isa, « = TY„ if. «.^ x-, o X1 j i c.q.f.d.

B) Véril'ions que par un point quelconque, il passe un plan
et un seul de la classe F. V i.

Point quelconque : * , oc <j r
, X1 o ’ o

Plans de la classe F. : A, 3. «. , p. ç Tv.
i 1 i j i x ■j êri

Pour démontrer ce résultat, on peut remarquer que :

ri = j* ryi Œ,j -j èri " ryravec
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-1
Donc , puisque Fv- - rv 3--«y i î v 1 î

ri“ 'ih''Ty^h’i^■ ï ijH,
or : r = rx, I = rx, V yBi'1 », \ -I Wi "j

Or : 3. fc Sk, , donc 3- 1 N, = 7 et fixement :
î X1 X1 i 1 *1

r r: U ü F -f B • B ' ..

k j X1 k pi j

Soit alors le point Tx^ Œo ; il existe une valeur et une seule
de f, et œ ' . telles que : T Œ = 7y f 3- oc’.. Le résultatk j ^ X1 o X1 uki j
est donc établi. c.q.f.d.

b) Etude du parallélisme des plajis.

D’après a), les plans d'une même classe sont donc parallèles
(sans points communs).
Ce résultat peut se démonti’er directement et alors , la démons¬
tration faite en a) devient inutile puisque chaque plan contient

k—1
de façon bien évidente q points

Autre démonstration.

Œ) A! ° A1 Œ = ^ v “ 6 ri " ryi
On a : A

1 * Ürx, et S1 ” * Urx, Tv -•

Raisonnons par l'absurde et supposons que :

FX1 = rxl Œ ; cela entraîne ^ Œ ^ 1 = u £TX1
soit à i*' » “f. u “if..

J i

Si u «N. , TJ. ^ u V- £ rv-i i or : « 6 f. - Pv. } d’où contradiction ;
|J 1J| I J I

Si u €fx.| - , u ^T1 et <* Î3 , d’où contradiction.

D’où le résultat annoncé.

—
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fs) A1 a n A1 a ^ = <j> . a6rx, ’ K 6 r 1 ' ryi ^yi ~ yi

Raisonnons toujours par 1'absurde et supposons que :

jE *£•’ a = rx -f. a On a donc :1 i J

if. a «a, ^ 'f. = u 6 rY,.
• î X1

if
Or, on a : a Œ a =36T^ - Ty^
En effet :« £ r* - Ty,. ; donc : (5 a
c’est à dire :$ 6. T ^ - Ty^»

I)’où : f, BIT 1 = u € TX1 avec BeF1 -

On est ramené à «).

"*) A1 a c£|) n a1 a - <j> , a fe TX1 , ® | ' ryi (yi = y«

Par l’absurde, on a : rv. Tf. a <*, =X1 î 1

Soit : TX1 TJ. a = >X1 %. a «g ^
or, p = «2 «1~1 t r1 - ry..

*1

On est donc ramené à g).

c) Intersection des plans.

Soient a„ a_ ... a„ € T- , tels que : yl - y. a. V i * [1,N J
d. i n d n iii

(Autrement dit : N^ a. avec a^ = 1).

Nous allons étudier, pour commencer, le cas particulier de l'inter¬
section de deux plans.

«) Intersection de deux plans.

Démontrons tout d'abord que : Card [a ^ A^ aJ " n-j N qk
Nous allons utiliser la condition sous la forme :

Oard ryi y. = ni qk_2
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On a

U n rn. I ryi r' ■ ry, 8J ' BI n H HIJi I ai)

Or H I WÊSBÊtm (1)k 1 k.

On a :

a, fr mmk l- y i 19 ■ 9
N étant invariant dans FY

1 X1

\

et :

B r'Tv0 H^BII19 B aJ

xi B

O BLk M g
J U ak ai

1 rv a.
~1 1 a.]

“J xi î •J iJ

I
O Fxi 1 a.]|r

(Ceci , vu (1)).

Finalement :

U a. r,,. .. = A n A
k k yi yi 1 1 1 |

1

N

Or Card U
k ryi y • s 1Ë n

X k=1
9

1 *
_o

£L k-2
= n^N q

REMARQUES

On a utilisé (D a(S 1 US2) = a S1 U a S2
(2) a(s1 n s2) = a S1 n a s2.
(3) ûj ryi I n ak rKI= *■ V j ¥ k.

Ceci est exact : effectivement : si a. u = a, v » on a :
.1 K

-1
a, a. = v u = w : le seul cas possibîe est celui où w £N ;

K J 1
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alors a. = s*. V et a. serait dans la meme classe que a, ,
J *

_ J . k
ce qui est contraire a l'hypothèse.

- Démontrons maintenant de- façon generale que :
r -, k~PCardl A. a,œ r> A. a. 61 = n, N q * f a. , a. £ F .
L1i 'J 1 liJ^

U , e « r,.

fî * ai ; y'- = y- m
J 1 ü

y. «.
J

Vu la transitivité, 3 $ t avec y'^ ~ et » . = y^.
Il suffit donc d’étudier :

Card [A1 a^Tf n A^ a. ’dj , que l'on ramène au cas précédent
(ce problème va être vu en détail maintenant dans l'étude du
cas général).

ji) Intersection de h plans.

Tout
k-h

d'abord Card [A^ a-j^ n A^ a^ H ...OA^ s-i^J = n^ N q

On utilise la condition sous la forme
. 1 _

12 ••• yih-
h h

k--h

f^i 1 yi2

Carà L^i-, yi2 ... yihJ « *
h h .

= O a- "1 T a- = O a • "* ( vJ H ) a •

|M| |m &ij yi &ij j=i l. k “i k; aij
n .. ai.-i( UEi y ai.

S! f kK1 ai ai.i II aij d

a. rv- v. L a.
i yi-, y^2 * * * ^ ih j=î

U
i ai ryi1 yi2

J = I *■ K I 1 ■‘■J

« u n I
ih

1 J k
H 1 a. a,- . rÇ, a.-1 i |J Jk I*

= I k 1 i H1 *i)a‘j~’lk “i;

0 <flf a^. ^ ^ a^..
J k x i xj ük &$
Ë 1
j k rXl \ aij

j A aLd 1 J
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On a donc finalement :

U
i a-i ryi1 yip .

u,
v. g I ‘A g a,- .■H 0 1 1J

D'où :

Card [9 A 1 aiJ = B n1 «
k-h TT k-h

= n
1 N q

REMARQUE.

On justifie facilement le résultat- :

ai H yi2 • yihnat ■yii yi2 ••• yi]

En effet

a. u = a, v
i k

-1 -1 I I
a, a- = 'v u an«!—I
k i ^11 ^j-2 * IB

Le seul cas possible est celui où v6l,. Mais alors a. et a,A 1 i k

appai’tiendraient à une même classe, ce qui est contraire a

1'hypothèse.

- Démontrons enfin :

k~h
Oard [A1 aii aig «2 n ...nA, aih «h] - n^ N q

avec «
1 oc2 ... a h (. t .

Par la transitivité,
en effet, si y'^. = yf •

J J

« fe r. tel que : y'.1

Donc que : rv*‘ v'.-
w i ^ ±2

Si x1 Ç é 0 y'£. , on

X:1 Çœ~ Ç ?yij ’

et Ç 6 ( 0 A. a£.)« .
J ' J

on peut ramener ce résultat au précédent
œ. = y. a,' . k. on sait au'il existe

1 11,]!
"

«j - V
••• y'ih H “ 1 rïi, Vi2 ... yih "
a : x. Ç t Oyp .ï soit :1 J 1J

donc : E « C. Q A. a,1 .

J 1 u

D'où le résultat.
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Mais l'on peut opérer par un raisonnement direct

I H - | ryij “ ■ ? Hi *1 y \i I

= n Br.1 1 ~1 I Oa a.»
î -1 ! ( V n m ) B I *.

i 1 i ü

IMultiplions par 8,. et formons £

IMHBj i ^K {V Mi si> ai.i

0 fil PM B ai- 1 fl ai. 0= ~|
I lIS ’ki 1 xJ

J 1

11

1 HP [P (T 8-i ■ "* if. a- .te) ]J L1 X1 9

- ? [ y *Z y a-: . « =
m

H Ay û, a.-. <cI 1 xj

Donc :

St1 », h5>

et Card [0-i 1 aj « K fc=1 n,
k-h Rj k-h

q = n. N q

Remarques :

1 ) On a encore utilisé le résultat

B • re rv i. i. i. n b, il USB v ». ... v 1 • = <f> v ■ u I1 J 3-1 / i2 •" y ih k * 11 ^ 12 y ih v 1 ¥ k

c 1 est à dire :

3- ry. v. v. œn3k ryi y. v. * = <j>.i «yii y 12 ••• yK ^i2 •• yih

-1
(Par multiplication à droite par <x , ce résultat est analogue

à celui de la dernière remarque).
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2) La formule :

* pUi m... y'ih3 - 9 4i aL

perm.et de remarquer qu1 une multiplication à droite par
é rvi. I. I. ne change rien.^ il j îj ••• ï ih

Ceci est exact également pour :

P B, rvI. = A. a• .
k k J ij ! xj

avec œ ’ tî rv t •y î.

c ’est à dire : A, a-; • « a < ~ A, a.; . « ?K. ç Lt...
| J J i j J J S»

Soit en posant «'• = Œ Œ.* J J

A.. . Œ' . = 4, a : . «,
1 *J J 1 ü

Ce qui permet de ramener 0 A, a|. <*. à 0 A. a^ . qui lui
< f J 1 Jj 0 J « ^J

est égal.
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