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RESEAUX (R)l'—1 ET GROUPES D'AUTONORPHISMES TRANSITIFS

Pierre LECOINTE

Nous avons établi dans [1] 1'équivalence entre réseaux
i B

| (R)ys
| propesons en étudiant certains groupes d'autcmorphismes

et tableeux orthogonaux d'indice unitf. Hous nous

sur les réseaux (R).__1 de dégager des constructions de
no

ces résesux par utilisation des groupes de permutations.

1. RAPPELS ET DEFINITIONS.

1.1.- Définition des réseaux (P) ﬁré?ér&nc Lll)

Soit E un ensemble fini d'éléments désipgnfc par des points.

Soit I un sous—ensemble d'éléments de PIE) 6€sign€s par des plans.

Seit f une partition de F en N classes Fi' (Card EFi] P2l
i &[1,H]l Soient q et k deux rombres entiers positifs (2<k<H).

| Le systdme (E, F, %, N, X, q) constitue un riseau (H)k11 de ai-

pension k si l'on a :

(+) Tout point x de E appertient & un plan y et un seul de cheque
clesse F..

i
(ii) h plans quelcongues de h classes différentes se coupent en
qk"h points si hgk, ou dlors si h>k, soit en 1 point, soit en
0 point. (Lorsqu'il n'y aura aucun risgue d'ambiguité, on notera

en abrégé les réseaux (R) par la lettre R).

k=1
- Rappelons au sujet de ces réseesux qu'on leur fait correspondre
des tablesvy orthogonsux d'indice unité, ce qui justifie 1'intérét

de leur corstruction (référence [1]).




P. LECOINTE
56.

1.2 - Automorphismes_sur réseaux (R)

3=
1.2-1 - Soient deux réseaux (R)k—1
Ry = (B, Fou #,, Nyu &y q) et R, = (E,, F,, %, k, q,).

Soit « une application de E1 UF1‘35} dans E_, UF

. u’!’a.

2

(i) = est un homomorphisme de R, dans R, si :

[ o . i I -HE [ .uei'
V2, 6E , = 6E, i Vy el ,y.= LIE,VFie§1 . Fy

N3t kY y1 ¥ Fi avec x

1 ey.leFi : x*ey1'=¢=.Fi=.

1 1

(ii) « est un isomorphisme de R1 sur R, si = est un homo-
morphisme et si = est une bijection de E, sur E_ (respl de

1 2
F, sur Fg} (respt ae ¥

3 sur fb).

1

(iii) Un automorphisme = de R1 est un isomorphisme de R1

A s
sur lul-méme.

1.2-2 = Soit un réseau (R)k_1 =(E, s 1, Ny ki q):
Soit T un sous-groupe de G(R) groupe des automorphismes de (R)k_1.

On dira que T est transitif sur (R) si T est transitif sur E,

k=1
(respt sur F), (respt sur ).

- Noue allons dégager maintenant les principales propriétés

des groupes I iransitifs sur un réseau (R)k-1 de dimension k.

2. ETUDE DES GROUPES T.

2.1 = Soit T un groupe d'automorphismes transitif sur un réseau

(R}k—1 de dimension k. Soit F1 une classe de % et soit Lo T

le stabilisateur de F1.

1ére PROPRIETE.
Soit y un plan quelconque de F1.
y= décrit F1 quand « parcourt ﬂ.

—_— ————————————————
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Démonstration.

8i = €F1, on a F1= = Fi' Eolk ¥y ﬁF1 Y = & P1“ donc
¥y = eFl. Réciproguemeut, soit y' GFH ; puisgue T est transitif

Jeel' avec y' = it Suprosons gue © ¢F1, nlors FTx 7 F1.

Mais v.e € F. done y,« €% 0F. . D'aprds Jes propriétés des
i : 1 1 1

1

réseaux, un méme plan ne peut &lre cowmun & deux classes di £Té-
! = 5 + . . "

rentes j done : F,i*z = et 1'hypothese wmik: F1 &taitl ebsurde.

2.2 - 80it ¥, un plan de F1 et T ar de v,

2épe PROFRIETE,

Ty1 est un sous—groupe de F1.

Démonstraticn.

Oz

Soit « ery1. On a Ve TR

Autrement dit, ¥z F1r1F1¢.

eF1, donc ¥ & P,

1 1

Par définition, F1m est une clacee de j?. Or, un méme plan Iq
ne peut eppartenir & deux clacses Gifférentes ; dene : F,= = F,

et =€ I‘.I.

- Dorénavant, nous supposons que T, est un sous-groupe distingué

de T.

2.3 —Soit =, €E et soit - eF& & Vi eﬁ,ﬁ] , N plans de chacune
des N clusses de plans, passant par x1.
Soit alors FE 1'ensenmble des swtomorphismes = €T tels  que

(31, Yoo ooes yN)I = (yia, YoSs eees me) soit une permutation de
(y1, Yoo wees ¥y). Soit enfin Ty, le stabilisateur de x. et suppo-

o Lo sod ansitif su 3 S 5
sons que I, soit tran itif sur (j1 Ys yN}

38me PROPRIETE.

(i) I, est un sous-groupe de T .
(ii) fo ™ PX1.
(iii) ¢ Iy =BT

Rl ls Bila e
(iv) T nl, =N, =T,00, =T,k (y;€F; » ¥ ie[r,n]).
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Démonstration.

(i) Evident.
(ii) Les plans y1 y2 Fithi yN passent par Xy On a donc en
vertu des propriétzs des regeaux (R,uk__1 s Sl e

Or, v = ET2 (yl Yo ov- yp) = pernutaticn de ¥, Yo vo0 ¥

N N’
N
. r::__ —n. | S B & Y e o )
Donec : x1 S iy Ji s clest-e-dire : « GIE =haé | ron
Réciproguement, soit « €Ixq ; on a donc x1“ =¥,
N
::n‘y sy xﬂ: =iox Eyaﬁymﬂ .l"l"‘I
o . 1 1= g~ My
« &tant un automorphisme, les plans ytﬁ 2 e ynu sont tous
A4

différents (puisque les plans y. y. ... ¥, 1'étaient). Ces
o2, E

Plens ne sont pas paralléles puisqu'ils passent tous par x
)lﬁ

1 H
done (y1 Yo «ee Yy ces YK)

& T
et « o

est une permutotion de (y1 ¥

=
[ =

(iii) Avant de démontrer ce résultal, dZmontrons les deux
lenmes suivents

LEMME 1 : S8iy

}y‘ alors y= H v« Ye€T,

En effet, raisonnons par 1l'absurde et supposons que y= N y'= 5 ¢
. e - _1
Soit alors xeyx n y'« ; cela entraine qus x « 1& Y et que x= ‘e y'.

~

Ce qui est contraire & 1'hypothése.

LEMME 2 : Soit ¥ ef& A ef1,N] S parcourt Fi quand «

décrit 'r; » Twy désignant lec stabilisateur de F..

En effet, tout d'abord soit « erpi 3 alors Yl Fia = P

.
Réciproquement, soit ¥'e 2 3=« er tel que y'; = y;= .
Supposons par 1'absurde que « # rFi . Blast & dine = Fiﬂ = Fj=¢ Fi'
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Alove, y,e € E, nFia , ce qui est impossibtle (propriéiés
3

des réseaux) ; donz, Poai=Foel = g

~ Démontrone (iii) mairterant. L'hypothése suivent laguelle
T, est invariant ve, bien siir, Stre essentielle.

Seit u un &lZment guelcongus de I'. Soit y'. 1'inage de ¥,
par u. y‘i R )

Si y'iC—.F'i soit yieFi et soit ael, tel que y, =y, 2
Soit “&TFi tel que y'; =y," . On a :

e = a = «
/}'i )’1-1 Y.la-'

; = =1 :

r o - = a =2 =) 1 - — ) n

D'autre part, ¥y ¥y @ _{m». ¥gs H ¥4 T T € 11
= 3! e s = 3 & 1

s &1’.' yR=vy'; e =yl =y, B scit

En conclusion :

En particulier : a=a B8 =u, & ry1 cr..
=]

Soit : = =8 u, Ba=vVveE I‘1 (puisque T, est invariant).

1
Bitoll

Alors:y1u=y1a°‘-=y1ﬁa. avecaér‘g
et =« , Bt"-'l".l

Comze a =(Ba) @ = u, € Ty,cly , one:

a==u, Ba =%a avec Xels i c'est & dire finalement :

30 = Ty By
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Eneffet < s

= Sl
u = e L v & TyT ., c'est & dire
Utilisons a «= ¥a ; cn & u=v¥a
Soit en posant v¥ = 31

2§

u = ‘r1 a avec 1

D'oll le résultat.

(=] F1 et a & 12

u =y, a« permet d'dcrire
1

q = ve =,

avec v € I‘y,l er i ,7&F1

el a & F2

REMARQUE.

Soit « erFi on a F.« = Fj . Soit a €T, tel que Fé = F.l .
On & finalement F3 &= F1 a«, c'est & dire a= =& '€ F1.
Autrement dit Tp; = g I & =T (puisque Test invariant).
Donc : Tpi = P1.

(iv) Fyi Tixe s rx1r\ryi fixant ¥ devrail su maxirun

nan wer Voo

pernuter entre eux ¥ y2 cee Vi g yj+1 ©+ ¥y Wals celan est
pas posshle puisaque Ty;cTy (I‘l\,ic 'y 7 I',I) ; done si y; est
fixé v j % i, ¥ est fixé on bien changé en y'jH Vi rais si

y'j” yj, ces Eléments ne peuvent appartenir & T

possible reste celui ol Yy Yo

L

implique le résultat & savoir 1

(i b

2.4 -

me

L&me PROPRIETE.

K désignant le nombre de points

R le nombre de plans pass

on &

s Yy sont tous fix€s ; ce qui

Le seul cas

> i

yo & B Oy miTy AT

1

de.
(y"!
ant per *qa

1

Card [iy, ]k = Cara[ry,] B = cara [

et : A1 = Fx1 A1 ry1

Ce résultet est démontré dens la référence [2}

Rappelons que : 4, = A1(x1, yl) ={ el : X, e=y1}.
On peut &crire dans le cas présent

Card [Ty, ] = cara[ry JN = cara [2,]
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2.5 - En désignent par ny 1'ordre Gu soUG—Eroure
N1 = ry_.lnr1, on a :

Sémec PROPRIETE.

Car&[r1] o
Card [1"] =i e c"""‘dl.ry-l-_t . gk_-_-‘ ;
{!ard{[\,J =n. "o

Démonstration.

: 1= o . k
On sait gque Cerd [E] = qK. Cels cntraine : Lard[rl= g Card {rx1]
De méme, Card [’ ] = okhl Dol ¢ Carala } = Cz“d[“ Tt
e ,)’1‘ o . PovATAl 1k 8 s 1}:.'J_1 .
P e il |
Or, Cerd Fl = Card kF%? N = Card 1x1 q
D'od : Card Ty q = Card Ty, N

k
D'avtre part, Card I'= Card P1 F2 = Card Px1 q

Card T Card, T

~ 1 2 k

1 5 = o

D'ou : Card N1 Card Ii1 q
' 5 1 n A = A k

C'est 4 dire : Card r1 = Carad N‘ q

soit : der1=n1q'

Ensuite, vu la définition de I, et les propriétés des réseaux

Card =g card T_.
A ¥i

En effet, Fv1 est un sous-groupe de T1 et on & :

q
w % =
T s S ey {avec 1 1))
¢ k-1
Done Card Ty1 =n,4q
Cela entralne
Cerd A, = n, N g
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Remsrque.

Soit X &Y, X" e ¥,
S1i x1 11 = x1 w2 avec «1 y &
e, u) G I'.. 0l - =N 3501t
12 S T
Vu le cerdinal de Fy1 s X
gk—1
U
= - J .
Ty1 =553 M &

2.6 -
6éme PROPRIETE.

4

Démonstration.

I1 s'agit de montrer que

Soit le plan ¥y de T1.

a~1

——— e v i

y; est denc fixé par n_1 N. a

1

a

Supposons gue i =

si « € Py1
- = Py1 on a i
=aE N1 T

et on a :

« € T'v. dferit v
v 6‘31 dgcrit vy

[ avec By = 1)

esi un sous—-groupe dictingu? de Fx1'

: N1 a cl

1

¥
4

¥ a e]‘x1

e,

Ny

a
TR R aE

ceci peut se répéter Y y

5

En effet, par définition, a permuté entre eux les plans

Yy ¥p -+ ¥y » clest é dire
a_1 Ny &
¥y = Yy S iy T
Autrement dit, Yq¥5 one Yy sont fixés pur at'-1 N1 a. Done
x, = Ny; est également fixé. D'od :
=1
a N, a CN,.

1 1

On o le schéma :
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|
i s
i
Téme FROPRIETE.
}‘ -
I Soient V¥V k -'g}'( s ¥igs ¥ips ++o1 ¥iy
h plens quelcongues pris parmi
1 (¥1s Yoo tecs yﬂ). Poscns
S PIE TSA CO I £ ST £ PTIEET R £ %)
o o« o’ )
= {« €T PRy € Yiqs Xy € Vigs ees Xy eyih]
i - T, T R
a; ¥ig o0t Vig ¥iq ylg Yiy
\ (Fyij désignant le stabilisateur de Uij)-
\
| - = T L) = e e
‘ L Nh(311 Fip oo ylh) LW ¥i.thad Py
= nh = Card [Nh ]
On a :

(1) Carad [ATE...hJ = Card [l‘x1 -qu—h = Card[f'yi1 Yip cos yih] LS

u désignant un entier positif.

. = r - k-h
(2) N, =N s O=in et Card Lryi1 n Yil n, q

k 1 h 1 1

}1 (3) 8i 1s décomposition de Pyi1 b suivant N1 s'éerit
{ Ty k-h

‘ Cygy -o yip =B UMWy 8o U u R .

|

4 k-h

| Bop 0 T @ Dy 85100 o v UTy, 8¢k

:

‘ Démonstration.

| (1) On sait que Card &34 nYip 0 "'“yip]= qk_h. I1 en déccule
aussitdt que : Card [ATE h] = Card [FX1]qk_h.

D'autre part, per définition :

i. e TR S

| f= <l o T s Yip ol passent par x .}
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Dans ces conditions
3 L ; |
Card [8,5 4] = Cara [[Fi1"'Yif n*

w désignant un certein entier.

(2) 11 est clair cue LA (et done que n, = n

Par contre : Cerd [TyiT"'Fih gire

démontrée.

On procédere par cxemple par récurrence, L'égalité Etant
exacte au rang 1. (Card Tyq = 0, qk_1).

Soit € vi e ) - solt %= o« & : P
oit x, €yi, N ny;i, et soit x, Ve e r¥11 Pos ¥iy

Supposons qu'ainsi Yiq 0 +e0 ¥y ne s0it pas entilrement

obtenue.
Alors « [y Y e e T e
lor I« € Pyi; 0 nr?& - t ¢ 1Y1h el que
X, = xge (¢i e point g n'a pas €té obtenu précédcrment).

is si = ; : < el
Méls s f < Pyi1 (i e ryih*T , -alors « l.1
51 « ne fixe pas Ml bl peut changer Y gu'en un plan

paralldle, ce qui est impossible (homemcrphisme).
= fixe donc yj;, d'od le contradiction.
En résumé : el ¥ SNg Ty

il LWy ﬁet‘qlt Yiy N "-”Fih-

s ' 5 = S I
S5i l'on a : Xq @, Xy %g s alors S E, € N1 et u1€rN1 o
D'ol la décomposition i

Uiy Tip wonTom B un) PO A0 iasteR Rt Rl
k-h
et Card Ty s =n, ¢ .
Y11 312 ces ¥ip 1

(3) soit “€hin e On a X% £ ¥i, Moo NYiye
Supposons x; = x.@ . 3 n, 6; € r?i1 Tigii o4 Wiy UH eN1)

1
tels que
X; = x, 0, 5i' On a done
5 =1

PO . H §. = = . 2

X4 x| n, 61 , 80it Xy n, & f; Den
'1 % 1 -~ = ” & - - T

ny ﬁi [ - Ix1 s ¢lest & dire n, Gi a € Ix1
soit : 3_1 n, 6. = «,

1 1
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Gr : n, GH1 = q n Fx1 etianei e dondla) T n, Gl

donc <« = u 6i avec v & FX1.

On & mis ainsi en reletion Ty, 6, avec H1 éi'
qh—h

b inaks Mg learel ot 5%

B

ErgeTids

3. CONSTRUCTIONS LIEES A LA TRANSIUWIVITE.

Secient Fj1 Fiz S Fih h classes
quelconques (V h <k).
Soient yij et y'ij ¥ le E1, i S ha
deux plans distincts de Fij.
Alors, il exisle «é&T tel que
y'ij = yij = ;¥ Je€ [1,h].
Démonstration.
lous démontrons ce résultat par récurrence.

a) Le Cas particulier h = 2.

Commencons par utiliser un résvltat élémentaire de théorie des
groupes
Soient A et B 2 sous—groupes d'ordre a et b
admettent comme intersection un sous—groupe
D d'crdrz d. Le complexe C = AB contient
exactement %? €léments distincts. C est un

groupe 51 et seulement si A et B commutent.

Dans le cas présent, nous sommes intéress&s par les groupes
I‘.I, FY“.’ r¥2 et I‘J|r1 ¥ Etent donrné que l"1 =I$—1 1‘3,2 contient

k-1 k-1
e K
e ey 212 = i
n,q €lépents, on a T 1 T1 et]}1 et Ty2

rot 9

1
k-
ny q

commutent en conséquence : 1"1 = ry1 rFE = FYE Fy1.
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Dés lors, il s'egit de montrer que lcs classes

1 :

i : ) -
ry1 ¢j avec « . €T . = ry, (ou ce qul revient au meme

1 3fve y SpE
u:j1 (<] ].-1 3 TY1)
uz 2
2 j2 avec "y €Tyq - T
2

et Iy
. e

2
@ gl =T}
Y
32 q 2
ont une intersection non vide.

On peut &crire :

1 i
T, = Hrﬂaiﬂ (avec acj‘(:ry2 - Ty,)
U, .2 2
= i Sl .
e R hoavee = My vl

On a alors

= U « = L’ T u.1
By lye = Ty My =g flugh g sln s,
¢
1 2
"ol ro= U Uy «) of
- )
U P TR P
De méme : Fes k) k) Iy, ¥o o !
S le 2 94

~

En résumé , on & donc commutativité, & savoir :

RO 12 U U 2 _
I‘1 = v - rY!}' @, « = r . ['y‘ 3"-2 L J
Ja d1 2 J1 Jdo J1 Jdo dp d4q

(ou ce qui revient au méme

REMARQUES .
Cut » 1 1
=) On & utilisé le résulat : Ty, «j1r1ry2 =T v2 %,
i 1 1
En effet, soit u €Ty, =j1r1Fy2 (wj1ery2 - ry1)
1
u € TYE’ d'une part.

D'autre part : u = v a; avec Vv € Ty1.

1 T
D'oll : v = u(¢j1) € Ty, et v € FY1 ¥o

"et réciproquement.
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53 e o Ty, €F ® Dy Tl Ty @R
g) Si “316 F1 Ty, comme F1 v Tyo i u o« 3
1
i 1 = ) T S a1 e =R R kil
avec « J1 I3 Ty2 Ty1 et Y1 39 ¥4 1 i 71 31
Cela &tant, revenons av résultat & éEmontrer gui est que
1 N 2
Py1 “J n Iy2 “j ¢
1 2
C'est & dire, puisgue :
(2)

Hous &llons raisonner par 1'absurde en utilisant la relation (s

. . 4 - 1
A savoir que, dens {2), il ne peut exister de vdeurs de *y et

2 o ; . el
« , tellcs gu'il y ait plus d'une solution, c'est & dire :

)

2 ; 1 . 4
Supposons qu'il existe »= et «“ tels que (2) ait 2 solutions

2 1 1 2

D1 0:% cv:1 = n2 ::1 u2 (l‘y e w) e e ]"y y b }
32 J1 17¥2 Jo 1 ¥2 31
2 i 1 2 2 1 1 2
B e e s el Sy s, AT ' =
Bt 9 il i Yive 'y

sl s 1
(«5) = (—32) Ry omg ey
e | 1
keagt Mg my =i
: 2 g1 -1 T e el -1
Soit : o, & n « - .
J'Q( Je) (‘1 ng} 1(“3'1) n3 nh

67.
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Ceci est impossible :

)

=1 1 1 }
By My elyyy, By 'my elygys wjles) €Ty =Ty,
: z onl
(voir remarque) et =§,D(a§2} € Ty, = Ty (voir remarque).
Dés lors
B, Vg el les g
3 MU T SENe
Qi)
“2 “2 )“1 n # . € Fyqa = F
ila s 1 1 ¥1 Vo
Ceci est impossible ; & moins que «.? =S et «! = «!,
do Jn d4 dy

Autrement dit, les classes (2) se coupent comme des droites

c'est 4 dire, suivant une seule classe que 1'on peut &crire

5 2 1 ¥ 1 2
solt 1k =, : solt : r o G
X132 5, “31 R

Le résultat est donc acquis pour h = 2.

REMARGIE.

oA . 0l el

On utilise le fait que Ty, y, wj1(uj,1) e Ty, =~ Ty,
t 2 2 -1 3
(resp” Tyq ys «ja(mj,g) € Ty, rye).
; : 1 el
En effet, sinon on aurait : u Ij (e 3 ) = v
1 1

USRIy ye °F ¥ Sl e

15 e
ks “51(“3‘1) s ¥elyiae
Mais alors ¢; et m;, définissent la méme classe, ce qui est

1 1

contraire & la construction.
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b) Cas gfnéral.
Soient maintenant h plans y, ¥, ««+ ¥y O vérifie tout

d‘*gbord que :

= Lty Vijo ig
-_— . v - S - -
ST TR Sl Tl

r_ =7 it ¥ h.

Y

. ie .
311 1y12 yi3 o yih 1

Cette propriété de F1 est d'autre part, vérifiée par tous les

sous—groupes I, P ] R o ; o ¥
group ¥ij e £ P *OYEg Fig 2 Vig
Ceci permet la généralisetion de (1).
En effet, par exemple
S I R Y
et :
I 1 s
iy HFM i ERCR e R

lMais alors

1 U 1
(2] - = -3 = -3
Eyfilye = Tya 51”)'«, j1nry2) 51 ve 5

et 1'on & aussi

| 2 2
13 T « ; aiRes Gl = -T
1 %’2 Yo 32 SvEs ']2 Y1 }3 Gl yh ¥y2

D'ol :
e S0 R ey
1 dg 3 Fi¥2 G5 d4

et ainsi de suite ; finalement

T = he1

2 o
1 j1 j2 - jh Y12 - 7h 3y jh—1

sy

o«

e
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2 s -
Rvee sy Eilyeigs L. Fiet el oy T g ¥

. (et b Lt
5

I1 est bien certain que 1'ordre dens lequel on a classé les
plans y, est arbitraire et que 1'égalité précédente s'éeri-
rait aussi bien :

L,J . “51

r.= . R : . ®mz e e K
¥ig ¥12 s Vi Iy Jp-1 1

Tl e (3)

d ) e i T

pour toute permutation (i1 i2 eee 3y

(Autrement dit, il y a globelement computstion des =, ce gui

est & rapprocher de 1'égalité (1) ).

Supposant &lors gque h-1 classes Fvil = {avec

i
« * @ Tyt e P e yil) se coupent,: nous
allons en déduire que h classes rYil sl se coupent et le
résultat & démentrer le sera par récurrence. Soient done les
plans y, ¥ +or ¥y Considérons d'une part les plans

Yy V5 o0 Voo et Yy, s d'autre part les plans LA PUERIR (N S

et Yo

Dans un cas comme dans 1'autre, suivant 1'hypothise de récurrence,

on sait que

=2 «
(a) v, 1(1)n Vi n( ) - yh( h) # ¢ .
L) L S
(avec & Ty, opcn o dard e SHETN A
. ay (=3 <(h=1} «{(h)
(v) ¥y Nt NY g n ¥, nyy 7+ 0

- (1) -
(avec de méme ="' € Ty, ys .. yi ;i ¥igq oo ¥h Ty
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Plus précisément, étant dommé e cas h = 2, 1'intersection des

- (a) peut s'éerire

\-J Tv1y2 Y «{m ) “3 m§?“‘ “?:2ﬁ =
jh_.l v = h Jh—] 1 1 - o s _]

- (b) peut s'éerire

1N m(h"?) a 1 ::2 x].l_3 c:h—1 u‘h
L J ¥4 Fp wse iy Ih=o ilie 0 sfsia it 3!

Jh_e i [ 2 h=5 h—1 I
fixés.
C'est 3 dire, respectivement
h h
| (I & & i . «
f Y1 ¥2 +«+s ¥Yh-2 Yp et Y1 %2 «vs ¥h-3 Yh-1 I 8
| en posant : « = «l =
PES ' il dh-2
. h=3 hei
et g = Gl ok J'h—3 leh"'l

on est romené 4 1'intersection de

T
¥1 ¥2 <ob Yo Y T avec I¥1¥p «+- ¥Yn-3 ¥n-1 ¥p k

GrEEAT . 3 = i T
F1¥%0 +o- Yh-3 ¥ ¥q¥p =+ Ip-2 ¥h  ¥q¥2 c¢ ¥n-3 Yh-1¥n

On retrouve avec Ge nouvelles notations le probléme résolu en a)

concernant h = 2, que 1l'on peut dorc démontrer ccmme en a).

3.2 - Constructions décowlant du_théoréme précfdent.  c.q.f.d:
Soient y; ¥ ii[‘l,}!] et y'i [ Vs ¥V i. On vient de voir qu'il
existe = EI‘1, tel que : y'i o TS Yie [1,3{] h ¢k, par exemple.
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Considérens x, = r} v o (ﬂwh”:
i ef1,x] ie

On @ par application des propriétés d'un automorphisme : x'1 =i e

Dés lors, soient Ty|1 AT N ATzt Ty, désignant

Je stebilisateur de y‘i ; de méne soit Fyry le stabilisateur
(] + 5 Al -

de x 7 &b enfin W = T

T .
yl1 3"2 Ve ),!hn 'X“" On & @

-1
F =« el Vh i
YLy le s gy ry1 Yp «oe ¥y s
=1
S e oy
k‘; - -~1
- 1 = A= I « = o« Y =
N, =N B, Rl

Tous les problémes de construction sont donc epperemment résolus.

. CONSTRUCTION DE TABLEAUX ORTHOGONAUX D'INDICE UNITE.

-

i k :
; Soit I' un groupe d'ordre o, N q . Supposcns que T' soit

le produit de deux groupes T, et I'_, teis que

1 3 :
D sF L =TF ' =yvec Card[?1] = ay qk ; Card ET2]=

g

1 2 2 1
n, N F1 est invariant T'. Soit Fy1 un Scus—groupe ce
k-1 :
. i = N =
avec Card[ y1] N . Soit N1 Fyir‘ll‘2 avec

1
Card [Nﬁ] = n, et posons enfin : TX1 = F2, en supposant

=

1

e o T P =T e itial
qu ¥ n X1 1 n x4 Soi? &lors

= N, UN, = U...UN1°‘-qh

T 2 o
Vi 1 1 %2 la décomposition de T

¥

suivant le sous-groupe ..

=
U...UT}”aq .

2

Posons : A1 = Fx1 U Ix1 o

de dimension k est salors

La construction d'un réseau (R)k-I

la suivante

Points du réseau : (Fx1) A 3 V€T

Plans du résesu : A? @ s N ED

Classe F, : A1 = 3 W= €T
¥

Plans VYo oe Yy 8, = » Yoo Fx1.
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Le justification des propriftés des réseaux (]’.)k_1
conduit & impeser aux donnfes précédentes, la ccn-
dition supplémentaire suivante
Condition : Soit ¥h £ k, Biy B s 8y € F2 tels que
< =1 : , r
s + St e 3 =
e. Ty, 25 =5 FY1 a, ot ceed Voo, €lay, 8y, o0ey 8y

S

=L J J
i &j € [21 By ves a}J , On a

. =it i - k-h
Card [a} Fy1 gq .- r\ah Yyq oap ]~ n, q

Démonstration.

Avent ée justifier la construction, un certain nombre de

remsrques sur les données sont nécessaires
e) Tout d'abord Iy, cT, et Ty invariant entralne que
7 s Y=l

(e Py1°~'C1'1

N

Soit alors T, = ;:% N, 1} la décomposition de T, suivant K,
et soit ¥y, = ¥4 11} (v 1). En aésignant pﬁ: Pyi
teur de y., on sait que l'on & : rYj = 1& T o R voi b

le stabilisa-
S A
donc que

vie[i,w]ry. er,

s 8 ] s ht —
b) Soit H o= FX1 n ry1, soit “"Tm , 0n o« rx1 o« = I‘x].
D'autre part, on vient de voir que e 1 Ty, = € L

= radel s Ny - : =
Done : = N, « €T, ; mais « VN, = &y, 5 donc & N, «cW,.

Finalerent

o R U R (N1 est invarient dans Px?‘

€Ty, , done e "Hieex 1 =,

Sai o .
c)Soit & o oniia ] 1 ¥

x1 1

done N1 ce FY1 « . Autrement &it

N1 est un sous-groupe de rYi ()

3.
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A s * . : i
d) T-Vi Gl I‘Z"i cly, N 'y i done Fxq N 1"31,.].-51\“|
Mais N1 est un sous-groupe de rVi 3 comne Nl est uUn sous-groupe
o = P st SCUE— Q@ s e
de F2 Fxq o N1 est un scus—groupe 4 ]'xqf n Tyj
D'od :

= s 3
N1 ]"_\:1 _n.,_Iyi (v i)

¢) On a donc désormais : N, =T, nl, =T ATy, =T, NTy,

s
Yi &{1,!1] et l\!1 est invariant dens L= T

xq Soit alors

T3 Hae s iy Pyj, N Tyg, N ---nT ¥hgk

Yip

yi1 yia <o Vip désignant h plans quelcongues de (y,i Yo =e- FN)'
On & &évidemment

N1-‘—PX1ﬂ1‘yi1y. e yih

f) Ie condition suppldmentaire indicufc dans la construction
IO, £ k-h
inifi ue : Y h k Card [Ty . 2 = .
signifie que & 2 [5’11 ‘Vle cow i 1 (o}
In en d&duit que les sous-groupes

Iy rFij s PYi1 R ryi1 ¥pp o Vi ent les propriétés

entrafnant la tiransitivité &tudife en 2).
En effet, par exemple : I', = Ty. Ty. . puisgue
k-1 S Laae 40 TG O
n, q
Okwh
19

k. 22
n,lq -

n

- On est maintenant en mesure de justifier la construction propre-
ment dite : rappelons & ce sujet que le plan ¥, est identifié & A1

et y; ¥ Toee A, 1;, la décomposition T, = %;G N, 1} étant donnée.

Nous devons démontrer
(1) - Par un point guelconque, il passe un plan et un seul de
chaque classe.
(2) - h plans se coupent en qk_h points h €k

81 h =k h plans se coupent en 1 ou O point.
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Fh

a) Etude des points et des plans.

’1 Soient les décompositious de T, suivant Ty,,de "y, suivant
1 3 = 1. suivent B
i N‘: et de l"2 xq suivent I
|
' Kk lij Fov=a

i = U

ly1 ¥ J.v1 {;L

U
S N .
r){1 i 1‘| 8]

«) Vérifions tout d'abord gue par un point guelcongue, il

pesse un plan et un seul e 3z classe F1.

Point guelconque : 1",[.| €. 1= €T
Plans de la elasse F, : A, <. s = el
! 1 i ] 1

\ Pour dfmontrer cc résultat, remerquons que

'.—.U « — L’ UIﬂ “ e
L e T
1 = =T fect 3 ir
Mais T I‘.] 1‘2 [.2 l".I c'ect 8 dire

| = U\J ".u:L)L.JT‘
| ! lﬂ2i.j“1,3i i

(En effet, N, eTy et donc N, Tx, = F)q).

1
Tout £€1€ment de T peut donc s'Cerire u (J =, &vec ueI'X1.
Dans ces conditions, il existe une et une seule valeur de'o’j et =,

telle que : rxi N rx1 'fj “3 cag.Lad.

B) Vérifions que par un point guelconque, il pesse un plan
et un seul de la classe Fi ¥ 1.
Point guclcongue : I, = , = €T

X1 o o]

Plens de la classe F, : A, B, e B, € Ty, » =

D
=
Pour démontrer ce résultat, on peut remarquer que

.
' Eg = e

~ 1 -
avee «', € T.I l‘yi.

u !
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Donc , puisqgue ])’i = 8. 1y1 Ei.

=U -1 nzuu = : -~
Bomo WA Ty Bpesmis W BE Bl

= = U Ug -1 «t, =U Y -1 '
Oniialis iy il e 3 By By % B ST {rxlﬁi N1)’E}<Bi 3
=i SN WY
Or Bi £ I'x1 , done Tx1 Bl W= x4 et finalement
= U 0] 1
Bow LR fpet
Soit alors le point Px1 = 5 31 existe une velewr et une seule
« ! 3 . = e y As Lo
de ‘Jk et 1 telles due !‘xl o I‘x1' Ty Bi = 5 Le résultat
est donc &tabli. Critins o

b) Ftude du parellélisme des plans.

D'aprés a), les plans d'une méme classe sont donc paralléles
(sans points communs).

Ce résultet peut se démontrer cirectement et alors , la démons-

tration faite en a) devient inutile puisque chaque rlan contient
s . k-1 s
de fagon bien évidente g points
Autre démonstration.

a)A1nA1u=¢ v=er1—ry1

Ona:d, = lJI‘X1 "Fi et A1 = = UI‘x,i 'ﬁ‘l. x,

Raisonnons par 1l'sbsurde et supposons que :

fra -1
Ty $3 = Txy ¥; = 5 cela entraine 6j ST = el

ey

X1
soit 2 =i=l b,
4 i

L sor : «= €', - I‘y1 , d'ol contradiction ;

Si u€N1 s ‘Kj u a‘i € Ty.] 5 : 1
; il o S
5i 1.1El‘x1 -N, 5 #1‘1 et a‘j v er, , d'ol contradiction.

D'oll le résultat annoncé.
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Ve

¥

o T ] < T o = 3
i B) b,&nA, -~ B aerx_1L AT =l ¥ =y, a)

2

i Baisonnons toujours par l'sbsurde et supposons que

! r>:1'fi‘3‘=rx1'%9“" On & done

Sl =l
. « > = (2
~5J a «e 5 u eF

: x1°
L 1
i Oy, onig. & &'« &8 =ﬂ€]”1--l"y‘|
A EaTed . - - —1 _1 -
En effet :« €T - Ty, ; dooc : f =aca e I‘yEL 2 = l"y,1
" i ( -
c'est 4 dire :B e]"1 I'yt.
! 5 -1
S e . TN =
D'odl : fj B'Ki u é Fx‘l avec BE.1 I‘;,r1

On est donc ramené a B).

¢) Intersection des plans.

Soient ag a3 s By er2 ,Ntels que : Y. =¥, & e E[1,N]
E =) ; =1).
(Autrement dit : T, & _\71 a, avec a, 1)

Nous allons étudier, pour commencer, le cas particulier de l'inter-

section de deux plans.

«) Intersection de deux plans.

5 e
Démontrons tout d'abord que : Card [A1 n A, ai:] =n, N qk

Nous allons utiliser la condition sous la forme

# k-2
Card Ty, y; = 0q @
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OnieL
. p = . - U [ : \
Pyg 0 Tyy =Ty [2,7 Ty, e = (U0, %) a(a” (5.11 &) )
Or Ix1 = N‘I ay .
On a :
T TR e LAty =1 N o =
ak[r)"l“jyi-} = [D.k( .] N! 5) J \:[&.K E’l { J 1‘11 iJ} ai J
N. étant invarisnt dans T
1 X4
= U ~ i a “1-
8, (Ty, nTy.) [5m e %]a [V, e a7 a;]
et :
U = =
k k[[‘y.lnl‘yl] [U N, a f] n[UU K, & a8y bs Pi-]
- () . B il
fJ l-'x1 q5_]-l 8 [J Lg% 33 ai]
Lo ; e
(Ceoit v (1))
Finalement :
i a Ty1 ¥ A1F\A1 ai
|
. K-z k
a el = e i
Or Cerd = Py1 i k£1 n1 q n1N el
REMARQUES .
On a utilisé (1) a(s1 us,) = e S L a Sa
qQ = g
(2) E(S'!n”’E) aS Na s,.
(3) ajfy1yink1"y1yl=¢ ¥ k.
Ceci est exact ; effectivement : si aj u=a Vv,ona:

=1 . =1 .
B.k j—vu =w 3 le seul

cas possible est celul oll w &N

3

1
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alors a. = 8, ¥ et aj serait dans lz méme clesse que 8y
3 ; ;
ce qui est comtraire 2 1'hypothése.

- Démontrons meintenznt de fagen générale que
i k-2
v : - T
Card[t.,l 8.« N 61 aJ. B_l n, N q gai,aj er,.
« , B =« I‘1.

.Y ='r == . = e =S
}1 3131 31 5 Yo y1"-" ¥

avec y'. =y.f et y!'. = y. %

Vu la transitivitZ, 3%e¢ I‘1 q 5 3 3

I1 suffit donc d'étudier :

Card D“l e, Tna, e %), que l'en raméne au cas précédent

(ce probléme va &tre vu en détail reintenant dans 1'étvde du

cas général).

Toul d'abord Card [A1 a;. N A1 2i, N ...r'“ﬁ_‘ aihld =n,_ Na .

1

On utilise la condition sous la forme :
- Q2
Card [_[‘yi1 i o 0 n

1 4

P 1)
. = i T it = .
13’:11 b sy = i alj Ty1 al'j L B’lj ( N, §) a;.

BE sy % 1.]
U Unu 1
R U AR T B L

@y,

= Jj k r"i hk aij
i A

= . a:
Jo lj
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On a donc findement :

&) i . 1 :
R TR T O T
Dloil : -
0 e k=h = k—h
Card [i ﬂ1 &li] 521 29 @ =5, N q 5
REMARQUE.
On justifie facilement le résultat
a. Iy, Sl T @S 2
£ OFE s S S g B T e, e i s
En effet
e, u=a v
=1 IR ] r
Gy g e Yiq ¥ip wes Vi, -

Le seul cas possible est celui ol we il,. Mais alors ai'et a

appartiendraient 4 une méme classe, ce qui est contraire &

1'hypothése.

- Démontrons enfin

Card [ﬁ1 Bt Nby 85, 5N -.onby agy wh= n, Ng

i

k-h

avee «, «

g Sp e « Y}EF1.

Per la transitivité, on peut

] ‘. =y:. x, =
en effet, s1 y ij ylj i y1
« & I‘1 tel que : y‘ij =y, =

Donc que : Fyri1 ynie

5i X, £ € ? Y'ij y enia s
1

X, Eu_ = n ¥i. o donc @ E

Jd " 7d

et £ € ( ? 8, &ij)z .

D'oll le résultat.

remener ce résultat eu précédent :

&ij = o sait qu'il existe
¥ .
Ll =
Yiq Yip ¥ R
3 g‘yl «  s0it
u—T C ? A1 ﬂij |
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Mais 1'on peut opBrer par un reisornement direct

0 = N =1 = ﬁ“""l e = -
3 Fy'1j i ‘Hij 3 ij PYl alj =
= 2] «_1 a = (L"‘N {_) as o«
4 5 i1 =]
Multipiions par 8, « et formons g.
oH as)
U R = el el S Ol o
E Al Yij-] kL e LR R =
A U (| =
= I B ES o o«
J [1 1B By 2 R 1
o L) e .
.ili(ﬂ J {1&13)1
= e ) o IR
“ [V re, 4] &5 ALY
Done
\ k) Bko: I_I.]l Ty1ijF |:‘.;\l£1 aj .«
| " -
i L L= k-h
Cara 2. o« |= =
et Card {j 51 i3 ] k=t 0q 94 n, ¥gq

Remargues
i) On a encore utilicé le résultat

O B « T : . = .
81 }'I]_.‘y'ig.--}"ihngk Y‘i,l }"12--. y'lh ¢ Vidx

B, T A

i Y49 ¥ip +oe Vipy = G

kray Yip ++e ¥ip

s LI -1 2
(Par multiplicetion & droife par = , ce résultat est anzlogue

& celui de la dernicdre remargue).
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2) La formule :

e B} i
K 8}’. < [ll'b,.ui.l ol y!ib] 9&1 5"1‘.‘]

,
2

permot de remarquer qu'une multiplication & dreite par

«! ne change rien.

'3 Fy|i1 Y'ig ylih

Ceci est exact égalsmeni pour

] : = i qvee ! € T
e Ek « Fylij A1 alj « avec «' € Iyui_
J
clest 8 dire : A, a3. = =. = A 8;. =« V=,
ie 1 S il

Soit en pesent «'. = = «.,

Ce qui permet de remener AW

[t

a5 0al St Ny
173 3 J

est égal.
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