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CHAINES DE MARKOV NON HOMOGENES A CAUSALITE CONSTANTE : MATRICES
D'ECART D'HOMOGENEITE

B.LE MAIRE G.MAUFFREY

Soit Y/, une chaine de Markov (& nombre fini d'états) ayant pour suite

de vecteurs d'états la suite (Pn) et pour suite de matrices de tran-

niN*

iti 3 é ite M
sition, & une étape, la sui ( n)n&mx

Nous supposerons, dans toute la suite, que la suite (Mn) n'est pas
nécessairement constante, c¢'est—a-dire que la chaine n'est pas nécessaire-
ment homogéne, mais que l'on a du moins 1'hypoth&se restrictive suivante :

2 ; %
Hypothése :3C ,matrice , Nn¢g N, Mn+l

une matrice C , dite de "causalité” markoviemne, telle que la matrice de

CM c'est-a-dire qu'il existe

transition pour la période n+l se déduit de la matrice de transition pour
la période n par prémultiplication de Mn par €

.

Définition : Nous dirons que nous avons une chatne d causalité constante.

(Le cas C=I nous ramenant au cas particulier des chaines homogénes).

Remarque : §'i]1 existe au moins une matrice Mn inversible, C sera
: ; =1

bt édiatement de M et d uisque : =M . H

obtenu 1imm " t de Mn+l s P q c o Mn H

I - QUELQUES DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES

Définition 1 : Une matrice pseudo-stochastique est une matrice dont

la somme de chaque ligne est égale a | .

Lemme : i) L'ensemble des matrices carrées pseudo-stochastiques (de
méme ordre) est un demi-groupe (%) possédant un élément

neutre, la matrice unité

% o : o
Pour la multiplication matricielle.
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ii) Le sous-ensemble des matrices carrdes pseudo-stochastiques

(%)

inversibles est un groupe

iii) L'ensemble des matrices carrées pseudo-stochastiques est un

ensemble convexe.

Les démonstrations, &lémentaires, ne seront pas données ici.

II - ETUDE D'UN CAS PARTICULIER : N (nombre d'états) =2

A - Quelques notations : (La chaine considérée, & 2 états, est supposée

a causalité constante).

-El iF El (si on suppose que C
Posons MoS=R ke = C_]M est inversible**)
( 1 2 G EZ 2
=l
= DM2 s, en posant D = C
Wi
M. = =
M, M3+ A " DM3
4 4
d, 1-d)
1 1
L D = 4 i (D est en effet pseudo-
2 2 stochastique)

Nous allons maintenant relier Ei,i=l,2,3,4 a di,i=l,2

%

Voir note en fin de page précédente.

Cette restriction n'est pas trés forte et, de plus, correspond & un cas
particulier trés facile a étudier directement : en effet, dans le cas N=2,
C non inversible signifie, puisque C est pseudo-stochastique, que les

2 lignes de C sont identiques. On peut alors voir, immédiatement, que
1'on a M P! dés que nzl , avec, de plus, les 2 lignes de M iden-
tiques.

On a alors, toujours pour nzl, non seulement un processus homogéne, mais

aussi un processus stationnaire.
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® B - Théoréme :
alors

Ea '55 ﬁ

S % d—'_d—z%

dans le cas ol M2

la chaine est

% Démonstration du théoréme

1°) Posons M, =

1 = M
La relaticn D =x M2 12 + _f

est tnversible.

85.

5i d]#d2 (voir note en bas de page pour le cas contraire)

-EI E] -El
- = (C,-Cy . )

5 2 E2
Si MZ n'est pas inversible,

homogéne et stationnaire.

immédiatement, par identification :

dlmz T (l“d])pz =

L
=
’

d2m2 + (I—dz)p2 ="p =

c'est-3-dire :
4, (my=py)=my~py= )

dy(mypy)= - &,

ml l—ml
M, =
] . L lEpy
+ EI
.t (=M‘) donne
2
—El
EZ

et, en supposant M2 inversible.
d S LR £ =(m,-p,) (1-d )
el B St inseRy 1
2 57
(E]) _52
dZ = m,~p, s Ez=(p2—m2)d2

Si on pose

théoréme que - A

mz—pz

k=d1—d2 on peut voir immédiatement,de la démonstration du

Une démonstration plus rapide sera donnée dans la partie E de ce méme paragra-

graphe , mais les liens entre les di , les
a eétudier directement.

& et les Ek ont paru intéressants
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2°)8i M, n'est pas inversible, c'est-a-dire si my=p,, on a alors,
nécessairement :
'l_ -
sl [P R Ra
1 d2 l-'n:l2 m2 l~m2
|
1 m, 1 My |
= = M2
o R

Le processus est alors homogéne et stationnatire.

3°) De méme, en utilisant la relation :
£ e
G, =M ] 2 3 (=M.)
&, & °
4 %

on obtient (pour m, # PZ)

By
Gp Tk S| on (EusElE e, o) ,
o g (€3] '
(E,)
£y
C2 vk —mﬁ— ou EL, = C2 (mz-pz)
I—d2 '-cl2
o ¢ | i = 1
4°)Les relations (EB) CI = d]"dz et C2 d] =T liant les

coefficients des matrices inverses C et D , jointes aux relations |

(EI.) et (Ez) donnent alors :

13 Es
S 3

o.q.EJdd.

Rappelons que 1'on peut montrer aisément que :

m,=p
§ =0, = st
1 ~2 m]—pl
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C - Corrolaire :
i) 51 o # oy (M2 inversible) alors
e R l +E] =E
12y =1 0<|C “C I <1 MESHE S R — .
i n 1 1-(C,-C,) +&, 5
% -2°)  si Cl—Cz; > I| lim Mn n'existe pas
—_— *
2 1 = = = =M
3y sij€.-C, = 11 1 Cp=1 M =M, , Unel
> (%) ) C]#l Lim M_ n'existe pas
4°) sil cl—c2=4| My o =My » Vned
My g = My » YmeW
i) si| C!—C2=O| A le processus est homogéne, et stationnaire
i1) Si a, =a, Mn=M2 ,¥n 2 2 (Le processus est homogéne, et

stationnaire).

Démonstration : La preuve du corrolaire est immédiate, puisque

reposant sur les propriétés bien connues de la série géométrique.

D - Stochasticité de la limite (éventuelle) de la suite (Mn)
neN

Nous allons maintenant nous intéresser, dans le cas ol (Mn)

converge, aux propriétés nécessaires de cette limite.

Les propriétés des matrices de transition sont telles que 1l'on
doit avoir, YnéN , Mn stochastique. On a d'abord le lemme

suivant
Lemme : S7 lim Mn existe, alors cette limite est stochastique.’

Preuve : La limite éventuelle de cette suite doit aussi étre
stochastique, 1'ensemble des matrices stochastiques étant

un sous-ensemble convexe borné fermé.

* Ce cas ne peut d'ailleurs se produire dans la pratique, car pour n

suffisamment grand, M e serait plus stochastique.
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Remarque : Nous avons vu, dans le paragraphe C , dans quelles conditions

la suite (Mn) , c'est-a-dire en fait la suite
nelN

c“_].M]

convergeait, au moins dans le cas N=2 , N &tant le nombre d'états.

Nous allons généraliser ce résultat dans le cas N quelconque, en mon-
trant que si toutes les valeurs propres de C , en dehors d'une seule

(qui est toujours égale a 1)}, sont strictement inférieures, en module, d
1, alors la suite (Mn) converge : de plus, quelle que soit la matrice C ,
si la suite (Mn} converge, c'est nécessairement vers une matrice stochas-—

tique dans le cas ol toutes les Mn sont stochastiques.

Avant d'établir ce résultat, trés général, nous allons donner une autre

démonstration du théoréme B .

E - Autre forme du théoréme B

Théoréme : Si E|,E,,...,E sont les différentes matrices d'écart,
(0

En b Rn_lEl L on

alors %
étant les 2 valeurs

| —
(&)

propres de la matrice C , avec A =

Rappels : M2 =C . M] = MI+E],...,MH+] = C.D% = Mn+En

Preuve : D'aprés le théoréme de Cayley, nous avons

(eSO (G RN =8 O

d'oli, en post multipliant par M1 , premiére matrice de transi-

tion
(C=-1I) CM] = A(C—I}HI
= (C~-1) H2 = R(C—I)Ml
o R

n = :
c ayant les mémes valeurs propres que C , nous aurions,

delmenell e
gt oty
C1 I—C]
Puisque a pour valeurs propres 1| et X , on a ,
C2 I—C2
1 e
par identification : CI--C2 =\ = T (= ET:ET ) R

* C a toujours | comme valeur propre, puisqu'elle est pseudo-stochastique
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III - EXISTENCE D'UNE MATRICE LIMITE DANS LE CAS GENERAL D'UNE CHAINE

CAUSALE A N ETATS

A - POSITION DU PROBLEME (conjecture de LIPSTEIN)

Soit C une matrice de causalité réguliére d'ordre N . Soit

MI une matrice carrée stochastique d'ordre N . Nous nous proposons

de trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite

’ on—i
(Mn)nzl soit convergente, avec Mn— G M

1

Nous aurons, pour cela, besoin de quelques propriétés des poly-

nomes minimaux d'une matrice.

B — POLYNOME MINIMAL D'UNE MATRICE

Etant donné une matrice A il existe un polynome P(X), normé,
de degré minimum tel que P(A) = 0. Ce polynome, dit polynome mini-
mal, divise, en particulier, le polynome caractéristique de A .

On a, plus précisément

P(X) = (X- 20)80 (x—zl)ﬂl.‘.(x—zk)sk

avec Z 52 a2 valeurs propres, z. de multiplicité as

d'indice Bi

DEFINITION : z, est valeur propre a spectre simple ssi la dimension
du sous-espace vectoriel propre associé a ziest @ .

On peut démontrer que

Théoréme @ z, est a spectre eimple ssi z, est d'indice 1 (i.e
1'exposant de (X-z;) dans le polynome minimal est égal &
)

Remarque : Si toutes les valeurs propres d'une matrice d'ordre N

sont & spectre simple, la matrice est dite scindée.

s N :
Cela signifie que R est somme directe des sous—es—
paces propres, qui sont, ici &gaux aux sous-espaces

spectraux.
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C - FROPRI¥T:S GENERALES DES MATRICES D'ECART
Rappelons qu'une matrice d'deart E est une matrice dont la somme
des éléments de chaque ligne vaut zéro.
La chaine de Markov, & N é&tats, étudiée ici Etant supposée
a causalité constante, nous avons
M. =c™
n+l 1
et nous poserons :
Ene ™ Maep = Myyy = (€D Cyy
4 T r=1 o,
Soit ¢ X +Ar-]x R Ao le polynome minimal de C .

| étant valeur propre de C , nous pouvons écrire

[ ==1+8
r

il -2
= - +
Ar-2 Br-2 =5
A =-B_ + B
P p p-1
AI = -Bl 5 Bo
A = =R |
(e} (s} |

L'équation minimale peut donc s'écrire en faisant intervenir C : |

T o =
(c-DC” " + B _,(c-I)C “ + ... + B (C-1) = 0 (Eq4)

D'ol :

Lemme 1 : Les matrices d'écart E, vérifient une équation de

récurrence linéaire d coefficients constants, d'ordre

r-1 , r étant le degré du polynome minimal de C .
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En effet 1'équation (En) devient, en la multipliant par Can F

T4l r+n-2 - o
(c-1)C M, + B__,(C-1)C +...4B_(C-1)C™M =0

et, en remplagant (C—I)CnM] par En+l

En+r i Br—2 En+r—!+"'+ Bo En+l =0 (Eq5)

c.q.f.d
Lemme 2 : Quelque soit nzl , Enpeut s'éerire comme combinailsc.
lindaire des (r-1) premiéres matrices d'éecart

E = E a(ann) Ei

les a(i,n) étant déterminés de fagom wiique par des
équations de récurrence linéaire a coefficients cons-

tants, lorsque les E; ,i=1 a r-1 sont indépendants.
Démonstration :

i) Par récurrence il est &vident que les E  peuvent
s'exprimer comme combinatsons linéaires des

r-1 premiéres matrices d'écart, c.a.d :

E = { a (i.,n)Ei

ii) Par identificationgthes a(i,n) doivent donc véri-

fier les équations

lgigr=1 , a(i,n+r-1)+ Br_2 a(i,n+r=2) + ...+ B0 a(i,n) = 0| (Eq

Remarque : Cette équation de récurrence se résoud de fagon
simple.
En effet : B__, représente .'opposé de la somme des r-l

valeurs spectrales de C (différentes ou non), |
étant exclu (I fois).
Br—3 représente le produit 2 2 2 des r-l valeurs

spectrales.

Br—A représente 1'opposé du produit 3 a 3 .

(x) Cette identification étaut possible, puisque les (Ei) sont
supposées indépendantes. i=1,...r-1
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Ces racines (spectralEs) €étant notées zi,Osisk s 2 étant

d'indice Bi , avec z Bi =r-1 , il est bien connu que les solu-
i=0

tions de 1'équation de récurrence (Eq6) sont de la forme

B8

(Eq7) | a(p,n) =

I 1%
I t—1pe

A(i,j,P)nJ_lz? pour Igpsgr-1

i=0 j

les A(i,j,p) €tant déterminés par les conditions initiales

(a(p,k) = 6pk pour lgksgr=1
Lemme 3 :Ni=0,1,...k ¥ j=1,..., B.3p t.q.}(i,j,p)# O

)

En effet, dans 4Rr-] les vecteurs e = (6
P 5 s o el

pL
représentent la base canonique : si le lemme était faux
cela signifierait que ces r-] vecteurs indépendants
seraient chacun combinaison linéaire de r-2 vecteurs,

ce qui est absurde cegefid
On a donc, en particulier,¥i 3j 3p t.q.A(i,j,p) # 0

On a donc le

o n
, avec Mn+! = Ml + izl Ei (= MlJ
est convergente, dans le cas ou les ¥ -1 premiéres ma—

Théorémel La suite (Mn)nal

trices E  sont indépendantes, ssi les conditions suivante

sont satisfaites.

C, | est valeur propre 4 spectre simple
C, les valeurs propres de C différentes de | sont de mo-
dule strictement inférieur 4 1.
Démonstration
On sait en effet que la série de terme général
Ul naz? est convergente ssi |2i[ <] (avec a20)

Du lemme 2, de 1'équation (Eq7) et du lemme 3 on déduit

alors le théoréme précédent, puisque

=

2 B.
r=1 k 1 P
E = 1| 1 Y ROR U - (Eq7bis)
p=1| i=0 j=1

Ce théoréme correspond & la conjecture de Lipstein reprécisée dans
1'article de HARARY-LIPSTEIN-STYAN 'a matrix approach to nonsta-—
tionary chains" (Op.Res. N=D 1970) dont la démonstration et les con
ditions de suffisance n'avaient pas encore été énoncées, a notre

connaissance.




|

chaines de Markov non homogénes & causalité constante : matrices d’écart d’homogénéité

v -

93.

Corollaire

Si 1 est 1'wnique valeur propre de C , alors la suite (Mn)n>]

est convergente ssi C = 1
On a aussi le :

Théoréme 2 : La suite(Mn) est convergente au sens de CESARO dans le
cas des (En)‘ indépendantes ssi les conditions

s e e e
suivantes son%’vértfiées.

Cibis Toutes les valeurs propres de module | sont a spectre
simple.
C2bis Les autres valeurs propres sont de module strictement

inférieur a I.

RECHERCHE DE LA FORME DE LA MATRICE LIMITE DANS LE CADRE DU THEOREME

C ETANT UNE MATRICE SCINDEE

A - NOTATIONS

Soit ZysZyseesZ les valeurs spectrales de C autres que
1
z—zj
N S T = . e G R e S
ous poserons l(z) ng ey ( 1(ZJ) 13)

B — EXPRESSION DES A

L'équation Eq7 peut ici s'&crire, puisque B,=I Vi (donc j=1)

en posant A{i,l,p) = A(i,p)

a(p,m) = )  A(i,p) zr-ll lgpsr-1 (Eq8)

Isngr-1

Nous sommes donc ramenés i (r—1) systémes de (r-1) &quations

pour déterminer les A

A = ; 5 5 v
Pour p fixé nous avons r-1 équationsda r—l inconnues, qul peuvent
se résoudre de fagon simple

Multiplions la n-i&me &quation par %T if“)(o), oll Egn)(o)

désigne la valeur de la dérivée niéme du polynome Ei au point O
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En ajoutant alors membre & membre les r-1 équations nous obtenons

Tl r~1 |
e (n) i Tk (p) _1_ g I (n)
nzl — % (0) jzl l(J»P)sz £.77(0)x = (_n£1 T By OB, )
c'est—-a-dire :
i L e B
jzl A (i,p) nzl ar 4@ e =P ox

De la formule de Taylor pour les polynomes de degré r-1, on obtient

r=1 () ,
'Z: A(3,p) ii(zj) = £ip (0) x =
j=

D'od | ACE.p) = 1§P) (0) % %T ‘

C - FORME DE LA MATRICE LIMITE DANS LE CAS OU' LA MATRICE EST SCINDEE

L'équation 7bis s'écrit :
r=1 [ r=1 2B ()
E = J ——— | E

1
it p=1 i=] L2 ¢ p

c'est-a-dire que Mn+ est alors égal a :

(p) |
n £=1 sl i (0)
M = M Z ) E 2 zk] E
e k= {p=l ( i=1 2 Ahiwe
(p)
=1 tx=1 % (0) n
=M+ LD — ] z?] E
p=1 |i=1 B Badeat LR

Soit, a la limite, puisque {zi [<I 3 pour dslnd s er—1|

et feed agp)(o)
t % Mo il o S LR

Nous allons montrer que M _ peut s'exprimer uniquement en

fonction des coefficients BP ou Ap .
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Théoréme 3 : Dans le cas ol C est scindée, et sous les hypothéses

du théoréme 1 , on a :

| r=1 =1
TR R g P LR N TR !
I+ ) B
p=
Preuve Seit  Pi(z) = i)
—————— i z=2

D'aprés la formule d'interpolation de LAGRANGE, tout polynome K

de degré inférieur ou égal & r-1 peut s'écrire sous la forme :
=1 P.(2)
K(z) = — K(z.) (ici z =1)
g FilE) 5

En prenant pour K le polynome unZté nous obtenons
T D (2 )
i

1 = i
iz Fi(z;)

soit, en dérivant n fois

=1 2™z
il

o = aidseay i
i=o Fi(?)
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=1 gl |
Remarquons que, puisque P(z) = 1 (Z"zi) =[ i (Z‘Zi)] (z=1)
= e

et que !'(.i(z) =

pour l=izr—|

| e ) Bz
(1-2) ——— = =
z; Pi(zi)
Pi(z) 2.(2) £l (z)
1 . o i
BoCa ) I=z. 1=z,
Uk i i

De fagon générale, on aurait :

1™ @) ¢ (2 1 (o)
e l--zi - Pi(zi) =N l—zi
1M (0 p(™ (o) p" (0 P, (0)
D R T 1
e =z "0 P (z) "Bz s )
=t 200 =l pi(k) (0) P, (0)
Al e — A !
S izl (=2, k! iEO 7| Brieey ntakity z,)
1 P (0 P,
= 'lz'l— W ....... + k PD(])
or Pé“)(o} =n! B
% ril
= (k) } B 1+ B
i ryl g o) | _n=0 .
o2 IR =} r=1
1=1 i N
1+ 1+ ] B
n=0 n=0 °
Ce qui nous donne :
\ rEI L=
M, =M + - Gl e B Y B
° it k=1 n=lc+ | k
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V - CAS DES RACINES D'INDICE QUELCONQUE
A — PRELIMINAIRES

Nous sommes toujours dans les hypoth&ses du théoréme |. Soit

zo=-l et z],zz,...,zp les autres racines de 1'équation minimale, respec-
tivement d'ordre «,,0,,... O_ avec tu =Ll
1*72 P Tharl

Q.
(X-z;) oty B._ 7! o wy

P
Nous noterons R (X) = 1 o
=1

1.
1

a,
£.(z) = 1 (z-z.) 3
35 A ] Il - a3
J‘fl j#l {Z]-. zj)-‘]

;ia(x)= (1-X) R(X) et a partir de R on définira de méme

L}
o
—~
™~
—

x

i#0 Li(z)

(i=0) Lo(z)

Rappel : La base de Lagrange pour l'interpolation polynomiale de 1'Hermite
est 1'ensemble des polynomes Ei j(z) igigp
3

=3 ok
et 0..]5&.1 1

vérifiant les conditions

(m)

v j OSJsai_l Yk #1 Vosmsuk"l fi,j (Zk) = 0
(m) _
FL s e

Tout polynome de degré inférieur ou :égal ar -l s'E€crit alors ¢
Bl :
e I E 14 (z)

=1 i=0

ik

Un calcul assez simple, donné en annexe, montre que :

Lt St g g0 3
fi,j(z) =, E Ch (T] (21) (z-zi) gi(z)
n=j 1
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Si a(n,q) est le coefficient de Eq dans 1'expression de En nous
avons, en prenant comme base de 1'espace vectoriel des suites solution:de

1'équation de récurrence

2 Ogigp Si n<j

OSJEQi-i

5 =§ 12 (X )L’.._z“
(ﬂ,Q) i3] j=0 i,j:q (n_j)! i

Les A(i,j,q) étant déterminés par le systéme de r &quationsia

r inconnues

ui—l )
2 ke k! k
OgkgN-1 E I A,1,9) sy oz, =6
o i=0 (k-3)! 1 kq
Multiplions la e équation par '&'T fj(_k} (0), et additionnons les
i I’
r équations. D'aprés les conditions imposées aux fi . , et la base choi-

i o n (n)
51e)le coefficient de A (m,n,q) est z, x fi,j (zm)

Donc seul le terme en A(i,j,q) a un coefficient non nul, égal i zd .
D'od : ] fi(q).(O)
A, ) = —HE—

q-: Zg

B - DETERMINATION DE LA MATRICE LIMITE DES 4}1_1

En remarquant que pour Ezl[ <] (ce qui est supposé vrai ici).

o

i j 1 =
{ [_1!‘)| zl'li = qu di.[l—z] »
n=g ‘0737° 1
Nous obtenons
oy o ai—l
1
MM+ ] .‘.T Yimf a’ [gzl £ (| E
q=0, & 4=l 30 2 o :

(%) d? e représente la dérivée d'ordre j de la fonction lr»—l—
% -2z 1~z

1 -
au polnt Zi
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En considérant 1'interpolation de 1'Hermite par rapport au point
z; d'ordre a et zo=] d'ordre 1, nous avons une formule semblable &
celle donnée dans le rappel, ou nous noterons les polynomes d'interpo-

lation avec des lettres majuscules.

En particulier pour le polynome constant égal a 1 nous avons :

E Fi,O(z) i %’Q(z}.

i=

L.
i

avec i e
¥ gl = 1E:=0 [ ](zi) (2 = 2,37 1;(=)

et FD,O(Z) = R(z)

Pour trouver M  mnous allons tout d'abord démontrer que :

Bt B
i |4 ) 5
ti=a) jzo (T—T](zi) Ele = Tagl®)
En effet : e 5 ed
i (1) B (m-3)
NCRCCIES (]—l;] ) I Cjn[—‘.—](zi) (zmz)™ (®)
= i) :
| : .
i m . (D) (i)
cam e 1| £ @
m=0 1=0 m 1

Or d'aprés la formule de lei bnitz

m i (m-3) R \ (m) 1 (m) 1
jio Lo [Tl- (z;) [1_21(29 =(w)](zi) ={E—i—](zi)* =
D'old a, -1

a.-1 4 1 (m)

1 L Ay e e e A e
(=2} jZO (ﬁ] it 5 l--zi at mEO L, i 1
c.q.f.d
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Un simple raisonnement par récurrence montre que :

a,.=1 :
2 (i)
1 [ll—z] (zi)fil'j‘) (0) = F(k) coss # kL F; (0) = Rz ic_t_?(n) ©)
j=
D'ol
i i Q) P
¢ i & % i=1l g =0 -
L O
g T (0)
2=0 L i=1 L'O
Or
L 2 i [
izl Fi( 3) COISRT S Fé,g; (0). avec Fé,g (0) = 21 B s
D'ol : e
‘ =l
; E 1[ (]f(‘” fﬁi_l : il
q! T-z (@) =N =) EiaE =L
B S Bary 0 Bt et
ce qui donne, en posant Br=l
"
B
= L=q+1 =
YR
2=0 e

On retrouve donc,cogge dans le cas des racines distinctes

: lgrl 8

_ g=q+l _ ©
M o=M + } st

q=0 ] B

=0 ©

Soit’en revenant i la définition des Eq

R IR T ST
L I r =1 o o
! B,
=0
| gl = 3
M= s R(C). Mo (ce qui vérifie bien (C-I)M_ =0
E B soit CM =M comme on s'en doutait)
E:O e =] -]
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ANNEXE

Détermination des fi J.(z). Le premier systéme de conditions entraine

]
que fij(z) est divisible par ii(z).

Soit fi,j(z) = Ai,j(z)ki(z) ol Ai,j est un polynome de degreé a;

Pour déterminer Ai j(z)/il suffit d'utiliser la deuxiéme série de

conditioms et la formule.de Newton. En effet

S e e (3
- 1,]
=T L Ty
Soit
AP (2 = 0si p
i (p-3)
Ai(l?} 1zy) =Cp(gi_z?)‘] (z;) (Formule de Liebnitz)
a. -1 (p-3)
1 1 P
Donc A, .(z) = LT (z;)%(z-2})
sl p=] i

REMARQUES
i
Théoréme : 57 1 est valeur propre simple la matrice limite M

quand ¢lle existe, a toutes ses lignes identiques.

Démonstration : Puisque M_ = CM_, toute colonne de M_ peut étre
considérée comme vecteur propre de C associé a la valeur propre
1. Dans le cas ou | est valeur propre simple, les vecteurs propres
sont de la forme : ,d'oti le résultat.

?
En particulier dans le cas de deux &tats si C# I et si M_ tend vers

une limite stochastique K M_ peut étre associée & un processus homo-

géne stationnaire.
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REMARQUE 2

5S¢ M est réguliére Zes(Ei) sont indépendantes.
REMARQUE 3 il
Cas ol les (Ei) sont dépendantes (cf.2 exemples ci-aprés)

i=1,,.r-1
Alors, on peut écrire, les Ei étant indépendantes, 1=l,..:,p-1

avec P<r (Cp'fap_lcp-l cea F all) M=0
le polynome cP+ ap_lcp_[... + a1 divise le polynome minimal (1) et

pourra étre appelé polynome causatif de M; il faut et il suffit alors
de raisonner sur le polynome causatif de M (| est toujours racine du

polynome causatif).

Démonstration de (l)isoit Aqad 27**hp s¥ les racines du polynome causatti

de M . Si par exemple p n'était pas valeur propre de C alors ]un vec=

/
teur colonne de M, note Mo: ; tel que

p-l ,
iE?(C—A.ll) Maf 3 et( C-uDMC = A, I) M =0
. = (C-uD M =0
—3 1 valeur propre de C e fiad

1 0 a be

.L _l_ ] 1 1

Exemple 1: Si C = 2 2 4 Prenons M = LA

“1a 2 an b cn

alors le polynome causatif est (C-I) (C- % I) . M =0

: i L 4 Sl
i1.eC™M CM = 3 (CM-M)= E2 =) El

¢™ converge\bien que c" ne converge pas.

Dans le cas ou les (Ei) sont dépendantes le polyndme causatif

= = W T ' = e
le role du polynome minimal:*bn'a donc 1'extension du Théoréme 1.

Théoréme 1bis : La suite (Mn) est convergente ssi les conditions
sutvantes sont satisfaites : Ha

c, = | est d'indice | dans le polyndme causatif

C. : les autres racines du polynome causatif sont de module

2
strictement inférieur a 1 .




chaines de Markov non homogénes 2 causalité constante : matrices d’écart d’homogeneite

103.

REMARQUE 4 (Exemple 2)

Dans le cas de deux états le cas particulier se réduit au cas ol

M] est non réguliére c'est-a-dire M] stationnaire.

REMARQUE 5

Si 1 est valeur propre a spectre simple et si toutes les valeurs
propres -de C apparaissent dans le "polynome causatif' de M] la limite
M, conserve la méme valeur que celle trouvée dans le cas oi le 'polynome

causatif' de M; était le polynome minimal de C

Les conditions sont nécessaires pour que le passage a la limite
fait pour le polynome minimal soit licite (on peut évidemment étendre
ceci au cas o 1 est valeur propre a spectre simple et ol toutes les
valeurs propres de C sont de module strictement inférieur a 1).

K(c)
K(1)

w . oi K est le "polynome causatif'.

En effet on a M, =

Montrons que R étant le polynome minimal de C./C-T

(R(c) L K(C)] .
(o]

L1}

FTa) ) 0 On peut écrire R(C) = K(C)=*B(C).

Ce qui revient donc i démontrer que

K(C) K(1) =
@) {B(c) o) I |4 =0

=

c'est—-d-dire que C-I est en facteur dans le crochet.

K(1) _ R(O) , K(D)
ae’ Bl mepy T E() R

=1 c.q.E-d:

Donc,si le polynome causatif fait intervenir toutes les valeurs pro-
pres de C, il suffit d'utiliser les résultats obtenus dans le cas
général. On peut méme par un raisonnement analogue i celui fait dans la

remarque 2 utiliser le polynome caractéristique de C divisé par
C-I a la nuissance 8
REMARQUE 6

Pour que |1, A], 32... lp soient les valeurs propres de C qui
interviennent dans le polynome causatif il faut et il suffit que si
FO{F!,...FP sont les sous espaces propres associés A ces valeurs propres,

=

tous les vecteurs colonnes de M soient des vecteurs de

B8 O FI@... @Fp
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VI- CAS DE TROIS ETATS

M matrice 3%

C matrice 3x

)
3

Nous allons donner la matrice limite dans le cas général et la

matrice limite et la forme particuliére de

CAS 1 : C

Dans ce cas Mn

T
w =

Soit encore
|

a pour valeurs propres |

B
B+af

M dans le cas particulier.

,0 et B distinctes lal<|g]<1

converge quelle que soit M

I T

(Cz- (a+B)C + aBI) M .

M = ————

= (1-a) (1-B)

avec o+ = Trace C — |
af = Det. C

D'autre part

identiques.

Soit C a b
= a' b
al'' b

P
M = |p q
LEQ

M _est une matrice dont toutes les lignes sont

m1 mz I-'m]—'m2

= 1 ] D | T

M m] m, 1 mIﬂnz
mT mE ]ﬂﬂT—mE

(1-a) (1-B) Pp= ml(a'b""a“b'+a") + {b"+a"b-ab”)mi+(I—a”"b"+ba'—ab')mT

(1-a) (1-B) Q= mz(a'b”—a"b'+a”) + (b"+a”b—ab“)mi+(l—a“-b”+ba‘—ab')m£

CAS 2 : G

a pour valeur propre

l,a,B distinctes }a[<]<‘5[.

En particulier @ et B sont réelles soit (1,1,1) et (&,m,n) les vecteurs

propres associés respectivement a | et o .

il faut et il suffit

A+ ul
Ml= A+ um

A+ n

que
Algqtig,
X'+ u'm

A+ u'n

Pour que (Mn) solt convergente

M1 soit de la forme .

1=X=A'=(u+p')e
1-2-A"=(u+u') m
I=A=A'=(u+u') n
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La matrice M_ a pour forme

M =
o
|
L=
CAS 3 :
C a
simple et
Dans
Mm=
My a
a
=
a“
M= (P

ot

| 1 A(l=a) A'(1=a) (1=A-A1") (1-a)
m‘ (C-al) M.l =(-l—_a] A(l=a) A'(l-a) GI=A=x") (1-a)
A(l=a) A'(1=a) (I=A=)A") (1-a)
A N 1=x-x"
A A' 1=-A=1'
A A 1-A=2"

pour valeur propre simple 1 et double a , a étant 3 spectre
{a|<| (cest réel)
ce cas la matrice limite existe quelle que soit M et on a
1
+ — = =
M = EI avec 2a = Tr C-1
toutes ses lignes égales
b 1-a=b Pour que soit valeur propre i spectre
b' 1-a'-b'| simple il faut et il suffit que
v e
B l=at=kt e al=l
b= b'-a=b"

=a m1+bm'|+(1~a—b)mT . Q=am2+bmé +(l—a—b)mg 1=Qq-P

Q 1 -Q-P
Q 1 - Q- P
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CAS 3bis

C a pour valeur propre simple 1 et une valeur propre double o

d spectre non simple [a|<|

Dans ce cas M_ existe quelle que soit M et on a

Mw=M+-—--—]_2G2El+ IZEZ
(1-0) (1-a)
M a toutes ses lignes égales.
L'expression de M_ est la méme que celle trouvée au cas | en

remplagant (l-a) (1-f) par (i—a)2

C a pour valeur propre simple | et double o , ® &tant i

spectre simple ou non ! Iai>l

Dans ce Mn est convergente si et seulement si M est stationnaire.

CAS 5
Ca 1 comme valeur propre double & spectre non simple

Soit (%2,m,n) un vecteur propre & droite associée i lavaleur propre o

On est dans le méme cas que le cas 2 pour |a]<1
Si |a|<1 on est dans le cas 4.

CAS 6

v

C a | comme valeur propre double & spectre simple et |uI<l 5

convergence quelque soit M

1
=M 75 Fy

M_ n'a plus obligatoirement toutes ses lignes égales.

CAS 7

C a 1 comme valeur propre double 4 spectre simple et g>1 . On se
raméne au cas 2 ou (g,m,n) désigne un deuxiéme vecteur propre associé
a 1t Cas ou M, est la matrice associ€e 3 un processus homogéne non sta-

tionnaire.
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cas 8
C a 1| comme valeur propre triple d spectre simple.
c=I
CAS 8bis
¢ a 1 comme valeur propre triple d'indice 2 ;

alors on ‘est dans le cas 7.

CAS Bter

C al comme valeur propre triple d'indice 3

Alors il n'y a convergence que si M est stationnaire homogéne.

Recu en 1976



