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RESEAUX (R)k—l ET GROUPES D'AUTOMORPHIS MES
NON TRANSITIFS

Pierre LECOINTE

Nous allons dégager un Trocédé ¢= construc-
tion de tablesuxz orthogonaux d'indice unité
& pertir de tableaux d&j& construits eu &tu-

| diant la structure d'incidence gui leur correspond.

e

| L. RAPPELS ET DEFINITIONS.

———————— k-1°

Soit E un enscmble fini d'é1Zments désignés par des points.
Soit F un sous-epsemble d'éléments de P(E) désignés par des
plens. Soit ¥ une partition de F en N classes Fi(Card [FiJB,E,
ie ﬁ,n]). Soient q et k deux nombres entiers positifs (2< ks N).
Le systéme (E, F,'f, N, k, ﬁ) constitue un réseau (R)k_1 de

dimension k =i l'on a

(i) - Tout pcint x de E zppsrtient 2 un pian y et un seul de
chaque clesse Fi'

(ii) - h plans quelccngues de h classes différentes se coupernt
en qk_h points, si h <k ou alors, si h>k soit en un point, soit

en 0 point.

: 2) Défirition &'un errangement (T ).

Scit X un ensemble de g éléments. Soit k un entier > 2. Soit

f une application de Xk dans X :

¥ bl
(x1, Xps aees xk)E i — y = f(x1, Xps wees xk)é 2
possédant la propriété suivante :

v(a1, & ooy B )€ T (Wi [1,¢] 5 1tappli-

o3 vera By Biigs
cation glx) = f(aT, e
de X sur X.

ceea Bi s Xy Brs eees ak) est une bijection

2° i
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On d&finit sinsi un arrangement (Tk) noté :
c

[x1= Yos wees X3 f(x1, ey xk)] s x,€X ¥ ic[i,k]

Soit une famille de L errengsments (Ty) construits sur un

L

enserble ¥ de g €léments
[x.], Xps eees X fi(x1, Koo nees ::_h_)] s ijX ¥ j€[1,k;| iED,h]
Cn dit que ces h arrangements (T, ) forment une famille

d'arrangements orthogonaux si et seulement si la propriété

suivante est satisfaite :

1

f1(x1, X5y wees xk) = g
L

S fE(xi’ Xgs aees xk) =g
h

=

fh(x1, Ky voes xk)

Tous les systémes extraits de I 2 i équations et 2 i inconnues
1 : i :
(xt1 Xy oo xt;) € X ont une solution et une seule et ceci pour
: j : . -
tout 1 et pour tout a* , i€ [1, S B il [h,kj ]

¥alex »d=1,2, ..., hy, les autres x. syant des valeurs fixées
i

quelconques dans X.

L'existence de h arrangements (T, ) crihogonaux construits sur

un ensemble X de q £l&ments est €quivalente i 1'existence d'un
. : k ;
réseau (R)k—1 de dimension k, de g points et de N = k+h classes
de g plans parslléles (E, F,4, N, k, a}.
'intérét de ce théoréme est exprimé dans le résultet suivant

(référence [2] ) : 1l'existence d'un résesu (R),_, de dimension k
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k . o P
de q points et de N classes de g plans paralléles est &qui-
valente & l'existence d'un tableau orthogonel de caractéris-

tigues (1, N; a, k).

Scit I un groupe de permusations agissant sur un ensemble
X de q £léments. Supposons gue I ne soit pas transitif sur X
et soient X1, Xps +evs X les classes d'équivalence de XG, -
Supposons d'autre part que T soit un groupe d'automorphismes
sur le réseau (R)k_1 défini ci-dessus et correspondant & X.
On doit avoir pour cela
(i)—Vmar,Ver,VyeF,?FfF tﬂsqmaxeyeFi,
one :xsey«€F « (avec X« €E, yx e F, Firxé':f-)
(ii) - ¥« €l', = est une bijection de E sur E, (respt de F
sur F), (resp® de 4 sur ‘5).

En usant du théoréme L), on constate facilement que

en désignant par y le plan d4'équation f:(x1, Kgs vens xk) = at
FS

de la clesse Fi et passant par le point x =(x1, Xgs eos xk)’

le propriété x« € yao € Fie Veer s'écrit

\ (-4
a=tlr s o x gy sy xe= ) E[fi(x1u s Xy cues xka)} o EFit
; i
s0it : X « éfia [k1a, X% eeny xk=] =g=x € Fiﬁ

En notant zlors g la bijection existant entre les plans de

la classe F. et les é1éments de X, on a :

- 3 %
xeyeF, =2 x<«é€y== &Hhiﬂ =\ﬁﬂaf)ﬂix

Nous savons que les orbites des pcints et des plans du réseau
(R)k—1 forment une décompositicn tactique par I' de ce réseau (R)k-i
€tudié en tant gque structure d'incidence. Nous ncus proposons dans

cet article d'étudier la structure quotient de (R) _, perr.

k
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I1I. STRUCTURE QUOTIENT D'UN RESEAU (R)k—i'

Soit I' un groupe de rpermutations agissant sur un ensemble
X de q €léments. Supposcons' que I' ne soit pas transitif sur X

et soient alors X, X? XS les s classes d'Equivalence de
I =

X/r. (Le reletion d'équivalence R est &videmzent la suivante :

ar & - « =
(x1,.-2) R <= J=&TI avec x,x xz).

1
Supposons d'eutre part que T scit un groupe d'autcmorphismes
sur un réseau (R)k—1 = (, F,-§¥ , N, k, q) correspondant & X.

Nous nous proposons d'étudier la structure gquotient de {R)k )
el

par T, que 1l'on désigne par (R)k—T/ . Précisons que l'on a :
T
= E/p =E;y Epy vevs B avec E, = {xi'! : xieEi,°=€'1"}

1 ' ; )
-F/I.=F,F2, kg avec FY = {yf .y_;:‘:?",cél'}
—’57r =Fr, » FIp » «+v » F1g evec Fr, = {F : F;eFr; , = €T}
et :

-—EiEFJ &= VxeE, , Vyer Je €l tel que x= £y

- FJGFIJ. & VyeF , ¥ FjeFr; J=el tel que y= ¢F;

Soient alors les g plans d'une classe guelcongue Fi de (R)k_1.
On sait que Fi est en correspondance biunivogue avec X. On peut
écrire : Vie[1,N], By o= LPi(X) (t{i désignant une bijection).
S eF. et si y correspond & 1'élément & de X, on & donc
y = H"i(a). Alors V¥ = €l : y« &F,= . Nous allons distinguer deux

cas suivant que F« = F, b ¥ i g[1 ,N] ou que B s %* F, sont

possibles.
ler Cas
Veer ,vie[i,f] : F==TF;
. 1 2 FN : .
47r est composée des N classes F , F, ..., . Par ailleurs,

le ddcomposition de X en classes suivant T' entraine la méme
P
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décomposition pour chague classe de plans Fi, 4 savoir

- j G F. =8 Ax.)
Fifl“ Fi Yie [1 ,S:! et Fl L? Cxa)

sd sd L

Vie [1,N] LY ge [1,9]7 (qi désignant une bijecticn).

Cela signifie finalement gue : ¥ y €F, e eF, i Vi CRay
1l Ty

Nous avons donc dans ce cas

2 n

E/I‘,=E1’E e

T j
N
'¥/r =F', F2, ..., F

c'est 4 dire que chaque "classe" F* ae 4?} est composée des s

plans Fi,j s tag e_[?,s].

Nous supposerons dans toute la suite gue I' posséde la propr
(P) suivante
Propriété (P).
. f e i 5 P -
Soit \)L‘]ll XJS XJk} un élément guelcongue
de (X/F) ‘. Soient & = (a‘, By vens ak) et
b= (bT’ Doy vees bk) deux éléments quelcon-—

ques de Xj1 ng

que : b = aa«.

s o e A @ B
XJk lors J=¢T te

On a alors les résultats suivants

Propriété 1

|
| : ~ k k
! E/I‘ est isomorphe & ()(/r ). (Card [E/r] =3s).

Démonstration.

Soit x&E1. Soit ¥ i 6[1 ,k] yi le plan de Fi passant par x :

< o« «<
xey; eFi. Ona ¥ eEeP i x e Zs € Fi = Fi. Supposons que v
corresponde & 1'€lément a; de Xj.. On a alors

yi&Fi,. = L"(X'.

i 4 Jl). En resume : xﬁyieFi’

o ~ ‘-fi(}(ji).

iét

F/ ={Fi,'} Vi€ [1 ,NJ Fole [1,5] (scient sn "plans")

M\
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D'autre part, yi¢ correspondant & at de Xj,, on a égelement
1
X« Ey‘¢ € F j = \&(in). On met donc icl x = en correspon-
2y L :
dance avec (a ol s Bp Ty weas BT ) €léuent de X34 Xje... Xjk'

Cette correspond&nce est une application. En effet, si x = x« ,

<

3

gt ¥ iefl,k] (y. et ¥ sont paralldles puisgue Fia = Fi

£'ils pascent tous deux per x, ils sont confondus). Nous avons done

i i % - . '
une application de £ dans KJ1 XJQ sns XJk. On en déduit que 1l'on

peut mettre en relstion chaque &lément de E/, avec (X/r)k. I1 reste
1

d montrer que cette relation est une applicaticn bijective. Tout

d'sbord, c'est une application puisque 1'on & dé€fini une applicaticn

de E, dans Xj1 qu . xjk

1 et que ceci peut &tre répété pour tout
€lément de E/ . D'autre pert, cette application est surjectiv

en effet : V(a‘1 5 a'2 A )G Xjp oee X5 on a :

\fi(a'i) = y'i (y'i F - ) et ¥' : y o e vl K defln;ssent un point
x' et un seul de E. Utillsons alors la propriété (P). On sait qu'il
existe «€l tel que a'; = a;= ¥ i s dlol y'i =Fy« et finalement
x' = X« . En résumé x'EE .

Il est d'autre part, blen évident que l'application est 1n1ect1ve
Effectivement, si E * E2 la construction ci-dessus fait corres-
pondre 3 ces deux elements de E/T des &léments différents de (X/ )
Propriété 2

Supposons que les k classes F iyl b

F

13 2 k
servent & caractériser 1l'isomorphisme de la
propriété 1, alors, chacune des N-k classes
de plans restent correspond & un arrangement

(Tk).En outre, elles constituent dans leur

ensemble -k arrangements (Tk) orthogonaux.

Démonstration.

a) Soit x €F, isomorphe & Xj, X . Soit F; une clesse de

j2 N Kjk
plans quelconque avec i >k. Soit ¥ le plan de Fi passant par x.

Soit a, € X, la valeur de X correspondant & yi» Onoe:

e .= &F, = up . Faison re &
¥e= €T xe €y, Fl,l q;(xk) Faisons alors correspondre
Kj1 xj2 i Xjk . XA soit

155 (0 (e

1 %5, ij ces xjk) = XA
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On définit ainsi N-k arrangements (Tk). En effet, tout d'abord

(1) est une application & savoir que X, dépend de i (classe

A
e L . n . = e o Fait & AFinie
choisie) et de XJ1 XJz S ka et est ainsl parfeitement définie

Veel s xuex‘jj Xjp «-- X-jk ) XTEY.© eFi, 3 ‘"Pi(xﬁ\)'

3 > s . vl 2 Y. o . ~ 3 3
b) Soit x €Xj, X5, «+o Xj €t x'€Xjr Xj, ... Xj, (avee Jy # 3"y

Suppcsons par 1'absurde que les plans ¥i et y'i de Fi passant

respectivement par x et x' appartiernent & une méme classe F. X
L]

Nous pouvons azlors définir x (resp” x') comme 1'intersection des
o : > R
plans (y2 Yg vor ¥y yi) (resp” y

aux mémes ciasses F. . ... F,_ . !
23J2 kaJ}; i, A

y’3 ot y'k y'i) eppartenant

i 1O

. Mais alors en vertu de

» 1818 @ : e i = e . JE
la propriété (P) 3J«erT tel cue : (y - i) {y2 Y. yl) .

i
c'est & dire : x' = x «. Donc x et x' sont dans une méme classe, ce

qui est contraire & 1'hypoth3se. (Ceci est valable ¥ i> k).

On a donc bier d&fini des arrangements (T, ) en nombre lN-k.
k

c) On peut répéter le méme type de raisonnement pour montrer que
les arrangements définis ci-dessus sont orthogonaux. En effet,

soient i1 Ll it > k et les classes Fi, Fi

> o e Fit'

Soit x er1 Xje Eario th X o Xz

Jt+1 Jk
1t . . . .
et X eXﬁr1 v KJ't th+1 o xJk
(avec j1%j'1 ja# j'2 jt# j’t).

Solent Vigq o0 ¥y Yi, yi2 aheis yit les plans de Ft+1 S Fk Fi1
1 B ', LA
el AR TR

e Fk Fi'l e w Fl

rassent par x. De méme, soient y'

les plans des classes Ft+1 & passant per x'.

Supposons que ces plans appartiennent tous sux mémes sous-classes

F : e B Pl el Lo
R 1ydeey 0 kg Tiredig vt Fieagse

Er vertu de lec propriété (P) 3= €l tel que :

‘(V't+1 ces y'it) = (yt+1 erts yit)t . Donc x' = x = , ce qui est

contraires & 1'hyvpothése.

t
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En résumé, on peut €ncncer le résultat suivant

~THEQPEME 1-

Soit un réseau (R)k-i = (g, #,%, N, g, k) adrettant un
groupe d'sutomorphismes T non fransitif possédant la pro-
priété (P) sur X et tel que : Y« eT , Vi€ [1,]}1]

¥ Fi e §: Fi « = Fi' La structure d'incidence gquotient

(R)_/r = {E/p , F/ %

N, s, k} est un réseaun

P2 A

Cas général : F.= = F. ou bien F.«# F,
i i i 3

Dans ce cas 5/I,= FIy » F1p 5 000 s FIs1 avec

Card [Fr.| = 1. : :
[ IJ] J J=1 =g

Nous supposerons dans toute cette partie gue = > k.

Tout d'sbord, tout se passe comme si [1 ,N] avait 2té décomposé

I... On a alors

paxr I en s1 classes I1, IE’ cees Igy
—E/I, =E1’E2""’En'
= F/r = Fxs 3 V(2 [1,51] v je[1,s] (soient sqs plans)
3
5 = ¥ 1 1 < 1 c
- /1,, =0 ¥ ie [1,511 (soient s, classes de s plans)

En effet, soit y un plan de la classe Fi ;0n 8 y=iE Fiw S Sait FIi

=

la classe & laquelle appartiennent Fi et Fic et supposons gue y
corresponde & 1'8lément a de in. Alors y= correspond & a= de in.
Snt Gt T T e e o (e e Tl e T

Asprenes Ay Ils']i (J- : sdg Il 3di
Comme d'sutre part, on salt que : By $.(X)i, on peuk Serire

¥ «&l F.c =4§. (X:.) soit en résumé
2 1 ‘ le Jl
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ce qui sigrifie que le plan E’Ii = &3t en correspondance
3J]

biunivoque avec in. In effet, scit rF:i le stabiliseteur

deFida.ns EsGnsal

pour la décomposition de I' suivant Ty,.
I1 lui correspond la partition suivante de in g
X U Xh
At

h &Ii Ji

c'est & dire : si =, et =, g Ty, =y , 2lors :

LPh [5.1 @ 1]
h [P"i < 2]

[ 4;(e)] L
)
[ ‘{’i(ai)]

¥ = et ¥; cEEFh avec a, «, et a, = EX}-I'
avec : o $n [Xgl] y ¥hel,
et finalement

= lPIi(in}.

R
Li.ds

Dans ces conditions, soit a &lément de in appartenant & Xj.

~

il lui correspond le plan y = Y, (a) appartenant d la classe

Fh et inversement.

Nous allons démontrer maintenant les rdsultats suivents (avec

sq1>k et, rappelons-le, la propriété (P) }.

Propriété 3.

E /!. est iscmorphe 3 (K/r }k

(Card E/F =5

Sk
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Démonstration.

-9
(pour les sutres déronstreticns, on fixera de la méne fagon

Faisons : . 7 : : i 3
Falsons le choix de F1, Fys +eoy F, dans FI1 Fiz e FIR
une classe Fj dans chague FIj 5 T 02 k)

Choisissons &galement de fagon arbitreire un point x. dans
E 3
cheque classe Ei'
Soit alors E1 et %, €E,. ¥ i G[1,kj soit ¥; le plan de F,
passant par x,. On a ¥ ciE T X, =€ :;'i“ EFi“- GFIi.
(Remarquons tout de suite que maintenant X, = peut €tre confon-

du avec x, sans qu'il en soit de méme pour y.= ).

Supposons que ¥y; corresponde & 1'élément a; de X3, (¥ i€ [TJﬁ),
r a8 1 . = = G = . sl
c'est & dire : y; 9, (a;) Fl:Ji ql(xal)

On sait que s ¥V = €I correspond & aicc de ot

3.8 plus préci-
i

~ .
sémen « = €F,x 3. =Y. (x: ).
ment, x, = €y, = 5 4y =Y (x5.)
On met ainsi X4 en correspondance avee (&, , 8. , ...,8.% )

1 2
de X5, Xj, «+. Xj . Clest & dirve qu; l'on feit correspondre & E,
1214 . . .
1'€lément X3, Xj, ... Xj, de (X/p ).

K
I1 s'agit de montrer que cette correspondance entre E/f et (Kfr)

est une bijection.

- Du moment ol ¥; correspond a a; de Xj; s ¥.= correspond 2

un élément de X3, ¥ ié€ [1,k] et x,= correspondra Z un €lément

1
(ou plusieurs) de X5, Xjp -++ X

Jx*
- C'est une surjection. En effet, soit in ij s Xjk un 2lément
quelcongue de (X/r)k et scit : Fr. T Y1:(X3;) et ceci ¥ i€ M1,k] .
sJ31 -
3 ' ' ' 212 + 1 . h v
Soit (a 185 0. 8 k) un é&lément gquelcenque de XJ1 XJE XJk

\f 1 e - n 1 1. 0 Al A
Aa i(? 1) de Xj; correspond un plan y'; de FIl,Ji

On a dorc bien une application.
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En vertu de la propriété (P), il existe =eT tel que a'i = as
Yo« et a e; correspond y; ¥ .

On & done y'. = y. = Y= et x', intersection de y'. est 1ié
A i 1 a

b
8 x, par x', = x .

- Nous avons enfin d&fini une injection. Soit en effet x', un
J 2

o avee E2 5 E,. I1 existe =€T tel que

x'2 © = Xy Xg désignaent le point arbitrairement choisi dans E,.

point quelconque de E

i lors y¥! : l vlans R e sant
Soient alors ¥y g ¥'5 e ¥ Kk les plans de F1 F2 Fk passan
par X,. Supposcns par l'absurde que y'i corresgonde & a‘i de in
¥ i. En vertu de la propriété (P), a'i = agi D'ol y'i 5 9y
Y« et finalsment X, = X, = jce gqui est contraire & 1'hypothése.

Propriété k.

Supposons que k classes FI1 FIE A FIk

A

servent & caractériser 1'isomorphisre
de la proprité 3 ; alors chacune des
51k classes restantes correspond g un
arrangement (Tk). En outre, elles cons-—

tituent dans leur ensembtle si-k arrange-

ments (Tk) orthogonaux.

Démonstration.
¥ i>k, soit la classe Fi de F1.. Soit ¥ le plan de Fi passant
3 . . . - + r.
par le point X, de XJ? XJ2 e xﬂk' Seoit ey la valeur de X

correspondant & y.. Plus précisément, supposons que a, € X, .
B P PP 2\ A

Dens ces conditions : ¥ « € : x.,= € y.= € Fim s A =Y. (XA)
o~ 3

1

(a,= € X)). On met donc ainsi X, en correspondance avec

A A

Xj1 ij v Xjk' Cette correspondance est une application puis-—

que X est déterminé per le point x, de Xj, Xjp +e Xjk et par

A
il s 1 o 4 - :
1'indice 1 de Ii sicilest-g=dire par XJ1 XJE sea XJk et Ii' On

peut deonc poser :

fIi(Xj1 Xjp vee Xjk) =X, ¥i>k
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Nous allons montrer qu'ainsi sont définis (s1~k) arrangsments

(Tk) orthogonaux.

a) Effectivement, voycns tout d'abord que l'on a obtenu des
arrangements (Tk). En effet, soit x, € (jq Xip =ee Xjk = B,

et x'1 G'in1 Xje e xjk = E2' Tout d'abord, il existe « tel
que x'1 =Xy Remplagons donc x'} par X,. Soient alors

(y21 y3) ey ;‘fk! yl) et (Y'2, Y'3: ceey Y'ka :V'i) les plans

de F_F_ .v. F Fi passent respectivenmert par x

B k 1 et Ky

Supposons par 1l'absurde que Vi et y'i correspondent & &y et

1 ~ - t o
a § de le meme clascse XA . D'ol les valeurs (a2 a3 cer By ai)

et (3‘2 oy a'k a'i) de Xj, ... xjk X, . En vertu de la propriété

A
(P), i1 existe =€ tel que a' =g« (e tiefon . 010

h h
D'ol y'h Ty (¥ h) et X, = xy= , ce qui infirme 1'hypo-
+ 3
thése X, €E, = E,.
On a donc bien des arrangements (Tk).

b) Soifstmaintenant Tiy Tiy -.. Ii, et solent Fj, Fi, ... Fj_ les
1%

t
classes choisies arbitrairement dans F, FI2 e FIt. Soit
~ . - . 1] D o~ T . . 2 .
X, £E1 = XJ1 XJE Fae XJk et x 1 EEH = er1 XJr2 o Xth XJt+1 s XJk
: ;s : i
avec j, #* J g e dy #*= ] £*

J= €T tel que x; = x' e, Intéressons-nous 3 x, et x.. Soient

1 1
. . . t 1 1 1 5
(g 2ol ¥y Tig woe Fig) 00l e ¥ b @ g ¥ lig o G )
5 . + ot i
les plans de Ft+1 slee Fk F11 aas Flt pessent respectivement par
X, et Xoe

Supposons alors per l'absurde que yi. et y'i. ¥ j e[1,t] corres—
pondent & Eij et a’ij ¥V e[1,t] des pémes classes g Bap oor Xy

! g ; ! TR R T
D'ol les valeurs (at+1 see 8y Bi, eeo 8y ) etal ...l aly a ‘

de (th o Xjk Xp oo X;t). En vertu de la propriété (P), il existe
L ; ; T
« el tel que a p = ey ¥ he(t+l coik iy .. 1t). D'od

¥'y = ¥p= (¥ h) et x; = x,« . Ce qui infirme 1'hypothdse suivant

laquelle E; == E,. On & donc dbien des arrangements (Tk) orthogonaux.




Réseaux (R)_ 1 et groupes d’automorphismes non transitifs
55.

‘ ~THEOREME 2-

est un réseau (R}

| k-1°

\I. APPLICATIONS.

& partir d'un tableau d'indice unité, on pourra par application

dice unité.

En récumé, ncus pouvons fnoncer le résultat suivant

Soit un résesu (R)k-1 = {E, F,ﬂ?, N, q, k) admettant
un groupe d'automorphismes I' non transitif, possédant
lg propriété (P). La structure d'incidence guotient

(R)k—T/r =4 E/F 3 F;r - ffr 25158, K } avec (s1> k)

2) Construction de plens_en_blocs_incomplets partiellement

orthogonal construit en 1).

peralléles ; deux variétés sont Ay
pondants se coupent
D'ol :
k
v=gN , k=N ,b=g
no = g-1 A n1 = (I‘I"")q.
S e RO
Foor T 5 By T Bt
1 = 1 = -1 1
SR R Sy

(référence 11}) d4'un réseau (R)k_1 constitue un PBIBD

=D

On pourra dorc essccier des familles de

I1 est facile de constater que la structure d'incidence duele

sont assimilds sux blocs, les plens aux variétés. D'autre part,
deux variétés sont Ao*associées si les plans correspcndants sont

-associées =i les plens corres-

1

Q
= = - \
s W By (¥-1)q

(N-2)aq.

PBIBD 2 chagque tablesu

: les points

des +théorémes 1 et 2 déduire de nouveaux tebleaux orthogonaux d'in-
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