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RESEAUX (R) ET GROUPES D'AUTOMORPHISMES

NON TRANSITIFS

Pierre LEC OINTE

Nous allons dégager un procédé de construc¬
tion de tableaux orthogonaux d’indice unité
à partir de tableaux déjà construits eu étu¬
diant la structure d'incidence qui leur correspond.

E. RAPPELS ET DEFINITIONS.

1) Définition d'un réseau (R), «.
— j

Soit E un ensemble fini d'éléments désignés par des points.
Soit F un sous-ensemble d'éléments de P(E) désignés par des

plans. Soit Ÿ une partition de F en N classes F.(Card {.F^J^-2,
i <= 0 »Nj). Soient q et k deux nombres entiers positifs (2<k«*N).
Le système (E, F,^”, N, k, <j) constitue un réseau (R)k_.j de
dimension k si l'on a :

(i) - Tout point x de E appartient à un plan y et un seul de
chaque classe F^.

(ii) - h plans quelconques de h classes différentes se coupent
Ir — Tp * * t 4 , 4

en q * points, si b ^k ou alori, si h>k soit en un point, soit
en 0 point.

2) Définition_d'un_arrangement_(T^).
Soit X un ensemble de q éléments. Soit k un entier 2. Soit

k
f une application de X dans X :

(x1, x2, ... , x^) € X1"' * y = f(x1, x2, ... , xfc) é X

possédant la propriété suivante :

V(a^, a2, • • • * * aî+i * * ‘ * » ^ ^ » V i 6 »kj ,1 appli¬
cation g(x) = f(a , a2, .1, a.. , x, a., ...» a^) est une bijectior.
de X sur X.
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On définit ainsi un arrangement (T ) noté :

EX1S x2* “ * 5 * ”^X1 * ■ * * » * xiÊ ^ ‘ ,k-l

3) Définition des arrangements_(ïv)_orthogonaux.
Soit une famille de h arrangements {TL ) construits sur un

ensemble X de q éléments :

X1 » Jt 1 ”* \ > fi(x1> x2* V] * X.iex v H1-*] i£M

On dit que ces h arrangements (T ) forment une famille

d’arrangements orthogonaux si et seulement si la propriété
suivante est satisfaite :

i -l

*VX1» x2* * *’* xk^ 1 a
/

fgCx- » x2, ...» xü = a‘

L fh(V x2> V =
h

Tous les systèmes extraits de I à i équations et à i inconnues

(x^ ... xt^)€ X ont une solution et une seule et ceci pour
tout i et pour tout a*”1 , i € [l, 2, ..., min [h ,kl
Ÿ a^tX , j s 1, 2, ..., h, les autres x. ayant des valeurs fixées

quelconques dans X.

k) Théorème Jréférence

L’existence de h arrangements (T, ) orthogonaux construits sur

un ensemble X de q éléments est équivalente à l’existence d’un

réseau (R), de dimension k, de q points et de N = k+h classesK- i

de q plans parallèles (S, 7,^", N, k, q).
L’intérêt de ce théorème est exprimé dans le résultat suivant

(référence \2j ) : l’existence d'un réseau (R) -j de dimension k



Réseaux (R)jc_j et groupes d’automorphismes non transitifs
45.

de q" points et de N classes de q plans parallèles est équi¬
valente à l'existence d'un tableau orthogonal de caractéris¬

tiques ( 1, N, q, k).

5) Automorphismes.

Soit r un groupe de permutations agissant sur un ensemble

X de q .éléments. Supposons que I* ne soit pas transitif sur X

et soient X.s X0, Xg les classes d'équivalence de X/p .

Supposons d'autre part que T soit un groupe d'automorphismes
sur le réseau (H) défini ci-dessus et correspondant à X.K“ l

On doit avoir pour cela :

(i) - y a sr , V x 4 E, V y € F, V S tels que x * y £ F^ ,
on a : x « 4 y « € F_. <* (avec x °= £ E, y <* £ F, F.= é4)

(ii) - V oc éTs œ est une bijection de E sur E, (resp^ de F
sur F), (resp"^ de ^ sur ).

En usant du théorème k), on constate facilement que :

en désignant par y le plan d'equation f.(x , x^s ..., x, ) = a1
Xi d. K

de la classe F^ et passant par le point x =(x^, x^, ..., x^),
la propriété x® f y« é F. « Vocép s'écrit :

r lxi“ • M ’ ••• • v - yï •••> y fl- *
soit : X a 4 f .a rx.oc, BpI . . . . , X. <*"] = a * £ F.œ

i L 1 5 2 k J i

En notant alors la bijection existant entre les plans de
la classe F. et les éléments de X, on a :

i

x £ y £ F. =? x « e yŒ = M (a. H* = ^.«(a.« ) £F.«i ii i J ii i

6) §tructure_quotient [référence [f] ]
Nous savons que les orbites des points et des plans du réseau

fpf|jg forment une décomposition tactique par r de ce réseau (R)^.]
étudié en tant que structure d'incidence. Nous nous proposons dans
cet article d'étudier la structure quotient de (R), ^ par r •
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II. STRUCTURE QUOTIENT D’UN RESEAU (R), , .
k-1

Soit T xin groupe de permutations agissant sur un ensemble
X de q éléments. Supposons-que T ne soit pas transitif sur X
et soient alors X* X~ ... X les s classes d’équivalence de

i c. s

X/p. (La relation d’équivalence R est évidemment la suivante :
(x^, gw) € R <=> 3Œ€:r avec x^»c= Xg).

Supposons d’autre part que T soit un groupe d'automorphismes
sur un réseau (R),., 55 (E, F, , N, k, q) correspondant à X.
Nous nous proposons d'étudier la structure quotient de (R)^_,
par T , que l'on désigne par <K)k_ 1/F

Précison s que 1 'on a :

-E/r = E1 E
* ^2 9 ...» En avec E.

i
= { x.Œ :

i
x.
i
fl.

"i
J.

OC
9 éT}

- F/r | F1 .F2. avec F^ | { I m*
•j

*»

cF° cc
9 6 1}

- *£/ ='r Fl 1 » Fl2 » • • • » FIs avec = { F *
j

F.
J

ZFj i *
* tr}

et :

- E. tF*j 4=> VxtE. ,
l

V y fcF° 3 « er tel que x « e y

- F^ € F-Cj VyéFJ , V Fi
J

3 « fer tel que y« 6: F
j

Soient alors les q plans d'une classe quelconque F. de
On sait que F. est en correspondance biunivoque avec X. On peut
écrire : V i € [l >n] » F. = <^(X) désignant une bijection).
Si y 6F. et si y correspond à l'élément a de X, on a donc
y « ^(a). Alors V <* €T : y <* é F^œ . Nous allons distinguer deux
cas suivant que F^“ = F^ , V i £ [l ,N] ou que F^œ F^ sont
possibles.

1er Cas

v» fer ,vii[i,ii] ; F.

•*/. est composée des N classes F , F^, .F^. Par ailleurs,
la décomposition de X en classes suivant T entraîne la même
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décomposition pour chaque classe de plans F. , à savoir :

liBi H lllà^i(4
V i 6 [1 .K] , VjÊ [1 ,s] . désignant une bijecticn).
Cela signifie finalement cme : ¥ yéF. • : y<= € F. . V <* € T
Nous avons donc dans ce cas :

■hp> m n

F/ = { F. . } V i € ]j ,nJ V j é [l ,s]] (soient sn "plans"i

^/r | F1/^ fN
c'est à dire que chaque "classe" F1 de est composée des s

plans F. . , V j £ [l ,s] .

Nous supposerons dans toute la suite que T possède la propriété
(P) suivante :

Propriété (P).

Soit (Xj.j ... Xj ) un élément quelconque
de (X/ )k. Soient a = (a^ a^, ..., a^) et
b = (b^, bg, ..., b^) deux éléments quelcon¬
ques de Xi, X- ... X • . Alors 3 fe T tel•M J2 Jk 3
aue : b = a <* .

On a alors les résultats suivants :

Propriété 1

E/ est isomorphe à (X/^ )^. (_Card [s/p] = s^)
Démonstration.

Soit xfeE . Soit V i é [l y. le plan de F^ passant par x :
xty. &F.. On a Y <* 6 T : x* a y/'t ~ Supposons que y^
corresponde à l'élément a. de Xj^. On a alors :
y. a F. . = HïiX;.)® En résumé : x£y. €F. . = Hf. (X-î. )«»•’i |,J| i Ji i i»Ji i Ji I
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D'autre part, y.** correspondant a a de X:., on a egalement :
1 «i

x oc ç v.“ CF.. 1 iP. (Xi.). On met donc ici >; = en correspon-
i i,j. 'i *

dance avec (a Œ , a «, ...., a,« ) élément de X;. Xc ... Xi, .
i d a « i jg «Jk

Cette correspondance est une application. En effet, si x =x« »

y^ ~ ^ it[l,kj (yd et sont parallèles puisque F_^cc = F^ ;
s'ils passent tous deux par x, ils sont confondus). Nous avons donc

une application de dans Xj Xj^ ... Xj^« On en déduit que l'on
peut mettre en relation chaque élément de E/ avec (X/ )^. Il reste
à montrer que cette relation est une application bijective. Tout

d'abord, c'est une application puisque7l'on a défini une application
de E, dans X;, X: ... Xi, et que ceci peut être répété pour tout1 «J 1 «12 «Jk
élément de E/p. D'autre part, cette application est surjective :
en feffet : V(a'^ , a'^ > a'k)ÉX0, Ok

on a

if. ( a'.) =y'. (y'. CF. . ) et y' y' ... y' définissent un point
x' et un seul de E. Utilisons alors la propriété (P). On sait qu'il
existe “Cf tel que a'^ = a^^ V i ; d’où yh = y.<* et finalement

• == Xcc . En résumé x' € E^.
Il est d'autre part, bien évident que l'application est injective.

Effectivement, si E # E la construction ci-dessus fait ccrres-' 2 ^
pondre à ces deux éléments de E/p des éléments différents de (X/p )

Propriété 2

Supposons que les k classes F^, F^, ..., F^
servent à caractériser l'isomorphisme de la

propriété 1, alors, chacune des N-k classes
de plans restant correspond à un arrangement
(T ).En outre, elles constituent dans leur

K

ensemble N-k arrangements (T. ) orthogonaux.

Démonstration.

X;, . Soit F. une classe deJk x
a) Soit x€E^ isomorphe à XJ1 Xj2 ‘
plans quelconque avec i >k. Soit y^ le plan de F^ passant par x
Soit a^ C X^ la valeur de X correspondant à y.. On a :
¥« ;

XJ1 XJ2 •

xœ ty.oc tF. , = <f. (X, ). Faisons alors correspondre à
i i, X i X

.. X;, , X, soit :«Jk X

fi'XJ1 XJ2 ••• Xjk> ’ XX ( 1 ) Vi> k.
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On définit ainsi N-k arrangements (T^). En effet, tout d’abord
(1) est une application à savoir que X^ dépend de i (classe
choisie) et de Xj Xj2 • Xjk et est ainsi parfaitement définie
v«er , « Xj, Xjg ... X:Jk €yi°c €Fi, X = ^i(XX)#

b) Soit x 6Xj Xjg xjk et m.cm^ m2 Xjk (avec J1 ^ j * p•
Supposons par l'absurde que les plans y. et y'^ de F. passant
respectivement par x et x' appartiennent à une meme classe F.

_ 4. * 1 » "■
Nous pouvons a3.ors définir x (resp° x') comme l'intersection des

plans (y2 y ... yk yi) (resp y' 1 y
aux memes classes F,

... y', y'.) appartenant
j xi

.. F, . F. , . Mais alors en vertu de
k,jk i, X

tel que : (y... y'.) = (y2 ... y y
Donc x et x' sont dans une même classe, ce

la propriété (P) 6 r

c'est à dire : x' = x

qui est contraire à l'hypothèse. (Ceci est valable Y i>k).
On a donc bien défini des arrangements (T, ) en nombre N-k.

K.

c) On peut répéter le même type de raisonnement pour montrer que

les arrangements définis ci-dessus sont orthogonaux. En effet,
soient i^ i2 ... i^ > k et les classes Fj^ Fi2 ... Fj. .

Soit * ÉXJ1 x02 • • ■ Xit Xd+1

et x'«Xj., ... Xj,t Xjt+1

(avec j 1 Tn j ' .j jg't# j-’g- .... Jt¥j't).

Soient y.+1 ... yfe St, Xi2 ••• Xit » plans de #t|j ... F^Fij ...passant par x. De même, soient y't+1 y'k y'i1 y'i2 ••• ylf|
les plans des classes . .. Fk ... F^ passant par x'.
Supposons que ces plans appartiennent tous aux mêmes sous-classes
F
t+1 sJt+1 Fk,jk Fl1 »Ji, 1t»Jit

En vertu de la propriété (P) 3= tel que :

(y't+1 ••• y’iJ = (yt+1 •** yit)Œ * Donc x’ = x œ , ce qui esu
contraire à l'hypothèse.
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En résumé, on peut énoncer le résultat suivant :

-THEOREME 1-

Soit un réseau (R), * = (E, F,N, q, k) admettant un

groupe d’automorphismes r non transitif possédant la pro¬

priété (P) sur X et tel que : V « £ r , V i e [l ,n]
VF.f J : « = F^. La structure d'incidence quotient

=
» F/j, , , n| s, k} est un réseau

«H-

2ème Cas

Cas général : F. « - F. ou bien F.a=£ F.il 11

Dans ce cas */j= Fj1 , FIg , , FIg
r T ; .Card [Ft.J « i. et i.u iJJ J 0=1 J

avec :

N.

Nous supposerons dans toute ce+te partie que s, > k.
Tout d’abord, tout se passe comme si [l ,Nj avaiu été décomposé
par f en s1 classes 1^, 1^, ..., Is,j. a alors :

- F/ = Fj. . Y ie [l,sj V j e[l,s 1 (soient §JÎ plans)
1 1 j J 1

- = Fj^ V i€ [l,s^] (soient s^ classes de s plans)
En effet, soit y un plan de la classe F^ ; On a y* € F^Œ . Soit Fj^
la classe à laquelle appartiennent F^ et F.« et supposons que y
corresponde à l’élément a de Xj.. Alors yŒ correspond à aŒ de Xj^.
Autrement dit : V <* 6 r , ya £ Ft. . . (y* 6 F.<= . £ Ft. :.).

^ ) J j ■— 1 J J 1

Comme d'autre part, on sait que : F^ = *f. (X), on peut écrire :
Y a cr , F.« . = *?,• (X;.) soit en résumé :

1 - 1 • loc J 1
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ce qui signifie que le plan Fj. est en correspondance
> J i

biunivoque avec Xj ., En effet, soit le stabilisateur
de F. dans F . On a :

r Ü
h eii h

pour la décomposition de T suivant .

Il lui correspond la partition suivante de Xj. :

U y1}
h £1. Aj •

X

c'est à dire : si et «g ^ rjp^Œ h » &i°rs :

[ K* J
[ 'f<»É 2 = fh Lai‘a]

et y. «J e F,
2 h

avec a.
i

CZ

1
et a.

i

avec : V h 6 I.
i

et finalement :

il,0i ■‘■1 Jl
Dans ces conditions, soit a élément de X^. appartenant à X.

« x J £
il lui correspond le plan y = appartenant à la classe
F, et inversement.

h

Nous allons démontrer maintenant les résultats suivants (avec

s-j>k et, rappelons-le, la propriété (P) ).

Propriété 3»
lr V

E /p est isomorphe à (X/p ) (Card E/p = s* ).
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Démonstration,

Faisons le choix de F^, Fg, Fk dans Fj1 Fï? . . FIk

de F.

(pour les autres démonstrations, on fixera de la meme façon
une classe F. dans chaque Fj . , Y j>k).

Choisissons également de façon arbitraire un point x. dans
1

chaque classe E..

Soit alors E^ et x €E^. ¥ i € [l ,kj soit yu le plan
passant par On a Y “ : x^ œ € y. « c F. oc 6 Fj^.
(Remarquons tout de suite que maintenant x.œ peut être confon¬
du avec x. sans qu’il en soit de meme pour y.Œ ).

Supposons que y^ corresponde à l’élément a^ de Xj^ (V i 6 [1 ,kj),
c'est à dire : y. = t(a-) £F. I = <■(*.(Xi.).

i i 1 1,J4 i Ji

On sait que y. oc , V c 6T correspond à a.Œ de Xu ; plus préci-i î i

sèment, x^dy^ «F.« ; ji = M>ioc (XjJ.
On met ainsi x^* en correspondance avec (a^œ , a.^ , ... ,a,.œ )
de Xj ^ Xjg ... Xj . C'est à dire que l'on fait correspondre à E.
l'élément Xj^ Xjg ... Xjk de (X/r )^.

1

Il s'agit de montrer que cette correspondance entre E/p et (X/p)
est une bijaction.

- Du moment où y - correspond à a. de Xj. , y.Œ correspond à
un élément de Xj. ¥ i 6 [l ,kj et x^Œ correspondra à un élément
(ou plusieurs) de Xj^ Xjg ... Xj . On a donc bien une application.

- piC'est une surjection. En effet, soit X;. X;0
k J| 02 Xj un élément

1*1 vquelconque de (X/r) et soit : Fj. = ^fj_.(X;.) et ceci ¥ i £ ,kj .

Soit (a’i a*2 ••• un élément quelconque de Xj ^ Xj^ ••• Xj^.
A a'.(¥ i) de Xi. correspond un plan y', de Ft. • •

i Ji ^ i ~ijJi
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En vertu de la nropriété (P), il existe « fe T tel oue a'. = a.«11

¥ oc et à a. correspond V i-.
On a donc yr. = y^ Œ V * et x' intersection de y'^ est lié
à x

^ par x’^ = x ^ « .

- Nous avons enfin défini une injection. Soit en effet x'p un
point quelconque de avec E^ ^ SI . Il existe Œ € T tel que
x'g oc = » Xg désignant le point arbitrairement choisi dans E*.
Soient alors y'^ y'r> ••• y'^ les plans de F, F^ ... F^ passant
par Xg* S’apposons par l’absurde que y'^ corresponde à a'^ de X$|
Y i. En vertu de la propriété (P) , a'^ jjj a^«. D'où yh = y^ Œ
V o: et finalement Xg = « ; ce qui est contraire à l’hypothèse.

Propriété h.

Supposons que k classes Fp. Fp- ... Fj,
servent à caractériser l'isomorphisme
de la propriété 3 ; alors chacune des

s-j-k classes restantes correspond à un

arrangement (T,). En outre, elles cons¬

tituent dans leur ensemble s-|-k arrange¬

ments (T^) orthogonaux.

Démonstration.

V i >k, soit la classe F. de Fj.. . Soit y, le plan de F^ passant
par le point x^ de Xj Xj^ ... Xa, . Soit a,. la valeur de XXa, . Soit aJk >.

correspondant à y.. Plus précisément, supposons que a. é X,
Dans ces conditions x.« e y.** € F. « , X = (X.)
(a = €■ X ). On met donc ainsi X. en correspondance avec

A A A

Xji xjj *’* xj>* Cette correspondance est une application puis-
X-que X^ est determme par le point x^ de Xj ^

l'indice i de I.

peut donc poser :

.Xi. et par«k

l'indice i de 1^ , c'est-à-dire par Xj^ Xj^ ••• Xj e^ I.
1

On

fii(x11 J 2
• Y i > k
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I

J1

Nous allons montrer qu'ainsi sont définis (s.-k) arrangements

(Tk) orthogonaux.

a) Effectivement, voyons tout d'abord que l’on a obtenu des

arrangements (Tfc). En effet, soit x^X;., Xj, xik I EiJ1 “J 2

Xj = E^. Tout d’abord, il existe « tel
que x’i = Xg œ• Remplaçons donc x’^ par x2* Soient alors

et x’1CXj.1 Xj2

(y0> y,» •••» yv» y,.) et (y’c,2
de F

..., y’v* y1-*) les plans
F

2 r3 Fk F^ passant respectivement par x^ et Xg.

Supposons par l’absurde que y^ et y’^ correspondent à et
a’, de la même classe X. . D’où les valeurs (a„ a_ ... a, a.)1 X '23 Te î
et (a’2 ••• a’k a ’ ^ ) de xj2 *•* XJk X ^ . En vertu de la propriété
(P), il existe «er tel que a’h = a^ (V h 6^2 ... k,i]).
D’où y’k = y^ « (V h) et x^ = x1 a , ce qui infirme l’hypo¬
thèse Xg € E„ ¥ E1.
On a donc bien des arrangements (Tk).

1

b) Soitotmaintenant Ii2 ... et soient F^ Fi ... F^ les
classes choisies arbitrairement dans Fp^ Fj2 ... Fj^. Soit
X, «E, * XÔ1 XJ2 ' • • xjk x'i tEi * xj'i xo’2 ••• xi't XJt+1 **• XJk
avec j1 ¥> j'1 • * . jt i* i'f
3« er tel que x^ = x’^Œ . Intéressons-nous à x^ et xjg Soient

(yt+1 ••• yk yH yi2 «t’ et <y't+1 y't+2 ••• y'k y'il ••• Pff
les plans de F ,j ... Fk F^ ... Ff^ passant respectivement par
x^ et Xg.

Supposons alors par l’absurde que yi- et y’i- V j t
r , « A J

pondent à a£. et a’f. V j 6 [1»tJ des mêmes classes

[l ,t] corres-

XM xx2 ... xXf

D’où les valeurs (a^^ ••• &k •** ai-t^ e"t a'-t+i •*. a'k a,^i * * * a'^
de (Xv ... Xi X x. ... Xx,). En vertu de la propriété (P), il existe

ot Jk i ^

e er 'tel <iue a'. = a^* V h € (t+1 ... k i^ ... i^ ). D'où :
y'k = y^œ (V h) et x. = x^ . Ce qui infirme l'hypothèse suivant
laquelle E^ =# E^. On a donc bien des arrangements (Tk) orthogonaux.
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En résumé, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

-THEOREME 2-

Soit un réseau (R) = (E, F,^ , N, q, k) admettant
K 1

un groupe d’automorphismes r non transitif, possédant
la propriété (P). La structure d'incidence quotient

(H)k_l/r = ( E/r » F/r > ^/r s s1# s, k } avec (s^ k)
est un réseau (R)JraL

I. APPLICATIONS.

1) Constructions de tableaux orthogonaux.

A partir d'un tableau d'indice unité, on pourra par application
des théorèmes 1 et 2 déduire de nouveaux tableaux orthogonaux d'in¬

dice unité.

, al
tel

2) Construetion_de_plan3_en_blocs_incomplets Partiellement
équilibrés. (PBIBD)
Il est facile de constater que la structure d'incidence duale

(référence £l] ) d'un réseau constitue un PBIBD : les points
sont assimilés aux blocs, les plans aux variétés. D'autre part,

deux variétés sont X -associées si les plans correspondants sont

parallèles ; deux variétés sont X^-associées si les plans corres¬
pondants se coupent :

D'où :

,T \ I , k k-1 . _ . k-v=qN,k=N,b=q ,r=q ,XQ=0,X^=q

o
II I

» n1
= (N-l)q.

O o 0 1
rvii

o*II

■OO
5 ►d

o
il

Po1 = p = 0
00

1
_ 1

O 1 P 10
= q-•1 ,

1

p11= (N-2)q.

associer des famil les de PBIBD à

orthogonal construit en 1)
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