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SUR LES VARIANCES ATTACHEES AUX QUELQUES FAMILLES

D'OVALOIDES DANS L'ESPACE RS

*
Marius I. STOKA

Soit R3 1'espace euclidien a trois dimensions de coordon-

nées X,V,Z .
La mesure élémentaire cinématique dans cet espace est [3]
dk = dP A dQ A d¥
of dP =dx AdyAdz , dQ=|sin 8|dp A de est 1'élément
d'aire sur la sphére unité et Y est un angle de rotation.

Soit Ko un ovalofde fixe de volume Vo g dlaire SO et
pour lequel l'intégrale de la courbure moyenne est E_{O et
Kq, ...,Km un systéme de m ovaloTdes aléatoires comme position,
indépendants, uniformément répartis dans R3 , congruents avec
un ovalofde X de volume VO s dtaire S0 et pour lequel 1l'in-

tégrale de la courbure moyenne est H et rencontrant KO .

Notons ¥ =K N (X, N...NK ) et soit v_ le volume de
m o] 1 m m

L.A. Santalo a déterminé [3] 1'espérance mathématique de v

(8n2\")m v,
E[vm] = 3 e R (1
[8n (VO+V)+2n(sOH+SHO)]

* Travail élaboré en qualité de Maftre de Recherche a 1'Insti-
tut de Statistique des Universités de Paris.
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Dans ce travail, nous déterminerons la variance de v .
m

lie — S02t ¢

= j‘ dPT dP2 <ilK,I +ss dKm
(K, Nx_ =9¢; PP €K |

on P? et P2 sont deux points indépendants.

Nous avons :

2
I = Jﬁ dK1 ...de dP1 dP2 = Ve dIC1

K nx #eb P e b P ex ) 1K K, #ol

cee dK . (2)

En échangeant l'ordre de 1l'intégration et compte tenu que

K1,...,Km sont indépendants entre eux, nous avons :

— J‘ dP1 dP2 I dK1 soe f de

(PP | —
e iP1P2CKT} {p,p, X |

o de ™ ap. ap,.

e
P,sP_EX =
i 1 Ep 8 o} iP1P2CK}

on P1P2 est le segment déterminé par les points P1 ak P2 .

Si nous notons par u(X,4) la mesure de 1'ensemble des seg-
ments de longueur 4{ intérieurs au K , compte tenu des proprié-

tés d'invariance de la mesure cinématique [31 , nous avons

dk = “(K’P'IPZ) E
tP P X}
donc :
e m
S e ST S AR (3)
9008 0

Notons maintenant par G 1la droite qui passe par P1 et

P. et soient t,,t. les distances entre P, (respectivement

2 ij 1

P2 ) et la projection orthogonale de l'origine O sur la droite G.
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Alors, nous avons la formule de Blaschke [1] :

2
dP, A dP, = (t1—t2) dG A dt, A dt,

o dG = |sin @ cos © |dx Ady AdpAde , x et y étant les
coordonnées du point d'intersection de la droite G avec le plan
X0y et (w, 8) étant ia direction de G .

Alors, en notant par o et f les valeurs du t corres-

pondant aux points d'intersection de la droite G avec KO ’
nous avons :

|:|J,(K,P1P2)]m dP, dp

2
{BF, EX |
BB
= I dG fj‘ [p,(K,|t2—t1|):|"‘(t1-t2)2 dt, dt,
lenk 79} o«
(4)
=2 &(x,m,\) 4G
lenx_ #9¢}
ol nous avons noté :
AV
&(x,m,\) = f I {M(K,u)]m =g (5)"
gD

A= B-o étant la longueur de la corde interceptée. par Ko sur

Les formules (2) , (3) et (4) nous donnent :

f vrﬁ dK, eandk = 2 I 8(K,m,\) dG . (6)

fx, nx, #¢} lenx 7o}

Les ovaloZdes K1""’Km étant indépendants, nous avons :

C].K7 s e de = J" dK1 e d.Km = J d.K .
(K, nk_#¢} 2K1m<o;éq>} {x_nx_#¢} { mco%cb}d
Nous avons la formule de Santalo [3] :

=) o =
dx =8 (VO+V) e n(SOH+SHO) ;
xnx, #¢}
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donc :

2 L
ar, oo dK = [B n°(V_+V) + 2 n(SOH+SHO)]m A {7

fK; nx, #o]

Les formules (6) et (7) nous domnent :

2 | e(x,m,2) dG
{Gnx_#9¢}

B[v2]) = —
" (8w (V +V) + 2 n(soﬁ+sﬁo)]m

Donc, la variance de L ESER:

e ) 1
" (8 n {VO-FV) 2 n(Soﬁ-+Sﬁo)]m o

2 2m _2
(8 m VO) vy

2 3(x%,m, ) de -

tenk, #o} [8 (v, +V) + 2 (s f+sH )"

ou &(K,m,\) est donné par (5) .

2. — Nous considérons maintenant le cas particulier KO =
sphére de rayon Ro , K = cube de c8té a .

Nous avons {41 :
202

u(K,L) = ﬁ2 a3 = é—%;é— L + 2 naa{Q - % {3 .
Alors, (5) nous donne :
A v i)
&(K,my \) = (%)m J' J‘ (4na3—6na2u+8 auz-‘u?’)mu du| dv
0 0

(ﬂ)m Z m!
= W . '. 'u '. ’

4 i 1792795004 (9)

Jatd 2] +J+3] 9l J.+3 3j1+2j +J 33 ,+23 +j2+4
()2 a1 E s e e i

(3J4+233+32+3)(3J4+233+32+4)
Nous avons besoin de calculer les intégrales de la forme :

g = | V& .
{anx #o}
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Les équations de la droite G sont :

=X _ ¥ =y __z
cos ¢ sin 6  sin ¢ sin 6 ~ cos §

y
donc, la corde interceptée par la sphére KO sur G a la lon-

gueur :

A:2'\/sin26(xcos cp+ysincp)2—x2-y2+R§ A

Il.en résulte :
21
:In=2n\J1 dqaj sin 0 cos O de

0 0

[S1E]

14l

If[simze(x cos p+y sin cp)2—x2—y2+R§}2 dx dy (10)
D

ety 5L 6 sinze(x cos ¢@+y sin @)2-x2—y2+R§2 G .

En passant & des coordonnées polaires
=N prcoc)
y = p sin w 3
le domaine D devient

R
I e o O=p = 2 ;

'\/'I - sinze cosz(w - )

et nous avons

b

n

II ]:sin29(x cos @+y sin cp)z-—x2-y2+R§]2 dx dy
D

R
o

BT '\/1 -sin28 cosg(w—cp) n

f dw I (Ri— p2[1 - sin®@ cosg(w-ﬁc)]z p dp
0 (6]

ou en notant

\/RS - p2[1—-sin28 COSQ((,U-CP)] =E ,
21 R

o
dw 1
'&:I 2 2 \[ gt ag
1-5in“0 cos“(w-q)

0 0]
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n+2 2
e | S
Bl & 1- sin°g cos2(m—cp)
Donc, (10) devient
y - 2n RF-FQ .
TR TE !
olr ¢
2 21 1'2T
2 =J‘ d(pj‘ de" 51n28 cosegde
b 5 5 1-sin"6 cos (w—qJ)

est une constante.

Compte tenu que pour n = 1 , on a la formule de Czuber [2]

51 = KdG = 2 Tr VO
{GNK, #9}
il en résulte C = 4 172 ., donc
2 n+2
n (2 Ro) g
n = n+2 ¢ (11)
Avec cette formule et tenant compte de (9), nous avons :
!
&(K,m,\) dG = 26 At E Z J_'J%
IGﬂKO#M J1+J2+J3+J4=m il e
32+34 3J3+J4 Iy, 3443, 3J1+232+J3 ‘3J4+233+J2+c
(-1) 2 3 a R,
- — - - T
(334+233+J2+3)(3J4+233+J2+4)(3J4|- JgHig* )
Alors, compte tenu de formules de Blaschke [‘F] :
ﬁ0=4nRO,H=3na,
la formule (8) nous donne :
m _6
8 Ro

2
a (V ) =
" TR n R narii6 a R 43 a%)

y .

S R S ]
J1+J2+J3+J4_m Te=2sgi ey

1) +J2 a33 +232+;|3 R3J4+2J3+J2
o

(3j4+2j3+j 2+3) (3j4+2j3+j 2+4) (3J4+233+32+6)

Jotd, 3i,+3, 3
(-1) 24 53 2 1

X
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3m-3 .m-2 m 6ém
2 m_a

4
(4m Ro+3 ma R§+6 a2 RO+3 a

B)m
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