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SUR LES VARIANCES ATTACHEES AUX QUELQUES FAMILLES

D'OVALOIDES DANS L'ESPACE

Marius I. STOKA

Soit R l'espace euclidien à trois dimensions de coordon¬

nées x,y, z .

La mesure élémentaire cinématique dans cet espace est [3]
dK = dP A dfl A dY

où dP = dx A dy A dz , dü = | sin 0 | dcp A d9 est l'élément
d'aire sur la sphère unité et Y est un angle de rotation.

Soit K un ovaloîde fixe de volume V , d'aire S et
o o o

pour lequel l'intégrale de la courbure moyenne est Hq et
un système de m ovaloîdes aléatoires comme position,

indépendants, uniformément répartis dans R^ , congruents avec
un ovaloîde K de volume Vq , d'aire S et pour lequel l'in¬
tégrale de la courbure moyenne est H et rencontrant K .

o

Notons K = K n(K.n...flK) et soit v le volume de
m o 1 m m

K
m

L.A. Santalo a déterminé [3] l'espérance mathématique de v

* (1)

m

(8n^V)m V
E[v ] =

[8tt (V +V)+2rr(S H+SH ML ' o o o J

* Travail élaboré en qualité de Maître de Recherche à l'Insti¬
tut de Statistique des Universités de Paris.
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Dans ce travail, nous déterminerons la variance de v
m

1. - Soit

I = J dP1 dp^ dK ... dKm

où et P^ sont deux points indépendants
Nous avons :

I

K, » • «*K
m

- J J dP1 J dP2 ’ J Vm *1 •••dKm-(2)
|K.nKo^0) Ip, €Km) |p2€\| !K.nKo^0]

En échangeant l'ordre de l'intégration et compte tenu que

sont indépendants entre eux, nous avons :

-J dpi dp2 JŒi -J dK
m

P1’P2€Ko !P1P2CK1 iP1P2CKm:

I
lP1'W

I dK

LlP1P2CK!

m

dP1 dP2 ,

où P^P est le segment déterminé par les points P^ et P2 .

Si nous notons par ll(K,-L) la mesure de l'ensemble des seg¬

ments de longueur t intérieurs au K , compte tenu des proprié

tés d'invariance de la mesure cinématique [3] , nous avons :

[dK = p(K,P P )

donc :

I = P [n(K , P1P2)]m dP1 dP2 . (3)

iFVP2ÇKo
Notons maintenant par G la droite qui passe par P. et

P
2 et soient t^ , t les distances entre P^ (respectivement

P_ ) et la projection orthogonale de l'origine 0 sur la droite G
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Alors, nous avons la formule de Blaschke [l] :

dP1 A dP2 = (t1 -12)2 dG A dt1 A dtg ,

où dG = | sin 0 cos 0 | dx A dy A dcp A d0 , x et y étant les
coordonnées du point d’intersection de la droite G avec le plan

xOy et (cp, 0) étant la direction de G

Alors, en notant par a et p les valeurs du t corres¬

pondant aux points d'intersection de la droite G avec Kq ,

nous avons :

O

bmK)T ap., dp
iPl’P2€Ko

M
= J dG J (t1 - t2)2 dt1 d|

|gnk ^0 a ex

(4)

= 2 $(K,m,X) dG

lsnKo^0
où nous avons noté :

X v

$ (K,m,X) = J* P [|j,(K,u)]
m 2

u du dv (5)
0 0

X

G

= P - a étant la longueur de la corde interceptée,par K suro

Les formules (2) , (3) et (4) nous donnent :

\ dtl ...dKm = 2 J $(K,m,X) dG . (6)
|KinKo^0j |g n kq 7^ 0}
Les ovaloîdes étant indépendants, nous avons :

dK, ... dK =m
dK. dK

1 iFllP |KmnKo/0|
Nous avons la formule de Santalo [3] :

dK
m

IdK
i k n k„ ^ 0 S

TT (v + V) + 2 tt(S H + SH )
O v O O
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donc

dK1 ... dl(^ = [8 tt2(Vq + V) + 2 n(SoH + SHo)]m . (7)
lKinK0^l
Les formules (6) et (7) nous donnent :

2 i(K,m,X) dG

E[v ] = 1
[8 tt (V +V) + 2 tt(S H + SH )]

m

Donc, la variance de v est
m

cr (v ) =
m rn 2[8 n (V +V) + 2 n(S H + SH )]L v 0 O 0-1

im

(8)

J ï(K,mf
l IG fl K 7^ 0 }

X) dG -

(8 tt2 Vo)2mV2
[8 tt2(V + V) + 2 tt(S H + SH )]

m

où $(K,m,X) est donné par (5) .

2. - Nous considérons maintenant le cas particulier K =

sphère de rayon Rq , K = cube de côté a

Nous avons 7[4] :

/„ „\ 2 3 3 rr2a2 æ „ „2 tt „3
= tt a - ~ t + 2 n a-L - 4 £

Alors, (5) nous donne :
X T v

§(K,m,U = (^)m J J (4

mm

-<ï> Z

3,- 2 c 2 3\m,
tt a -6na u + oau -u J udu

m;

dv

. • . . i ! i ! jia ! j !
^1+^2+^3+^4=m 1234 (9)

30+jA 2j1+j +3j„ j-i+Jo Xj1+2j„+jo 3j.+2j +j +4
(-1) 2 4 2 1 2 3 3 2 TT ' ' 2 a 1 2 3 x 4 3 2.

(3J4+2j +j 2+3)(3J4+2j3+j 2+4)
Nous avons besoin de calculer les intégrales de la forme

3n = J \n dG .
|snKo^0l
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Les équations de la droite G sont :
X - x Y - y Z

cos cp sin 9 - sin cp sin 0 ~ cos 0 ’
donc, la corde interceptée par la sphère sur G a la lon¬

gueur

\ = 2 Vsin2 0(
n2 2 2 02x cos cp + y sm cp; - x - y + R .

II..en résulte

2 TT

3 1 2
n

n
dcp

TT

2

sin 0 cos 0 d©

n

J"* ^ [sin20(x cos cp + y sin cp)2 - x2 - y2 + R2]2 dx dy ( 10)
D

2 2 2 2 2
où D : sin 9(x cos cp + y sin cp)-x-y+R^0 •

En passant à des coordonnées polaires :

<
X = p COS (U

y = p sin u) ,

le domaine D devient :

D' : 0 < eu < 2 tt , 0 < p <

V2 21 - sin 0 cos (u) - cp)
et nous avons :

n n

n

't- = [sin2©(x cos cp + y sin cp) ^ - x^ - y^ + R^]^ dx dy0 J L

222 ^2i2

u u

D

V2 21 - sin 0 cos (œ - cp) n

duj (R2 - p2[ 1 - sin20 cos2(üü - cp) ]2 p dp

ou en notant :

VR2 - p2[ 1 - sin20 cos2(m — cp) j = | ,

Hr
TT R

du>
2 2

1 - sin 9 cos (m - cp)
.n + 1

dÇ
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Pn + 2 2 TT

i = —Q n +

du;

V 1 - sin20 cos (tu - cp)

Donc, (10) devient :

3 = 2 . c ,
n n + 2

ou

2 n 2rr %
= 1 d<pJ 40 J 7^

O 0 O S11

sin0 cos0 d0

sin 0 cds (eu - <p)O O

est une constante.

Compte tenu que pour n = 1 , on a la formule de Czuber [2]
= X d G = 2 n V

G fl K ^0
il en résulte C = 4 rr^ » donc

2/_ „ + 2

1 =

n ■(2 R )
(11)

Avec cette formule et tenant compte de (9)» nous avons

J' §(K,m,x)
Shk « !

06 m + 2dG = 2 n Z m!

J1+J2+J3+J4 = m Jl!j2!j3!j4!
(-D 32"*”34 3^3+34 ^2 3 -\+j2 3j^+2j3+j +62 3 n a

jj_

(3jZL+2.jp+j5+3)(3j4+2j^+j2+4)(3j4+2j3+j2+6)4WM, 2 wWw4'3
Alors, compte tenu de formules de Blaschke [1] :

H = 3 rr a 1Ho = 4 17 Ro
la formule (8) nous donne :

o (v ) =v m

3m R6
O

23m-7TTm-2(4 TT K3+3 TT a R2+6 a2 R0+3 a

ï
LJT+J2+J3+J4 = m J y J2! J3i J4i

j0 «3-,+il 33 i+2^2+^3 334+^33+32(_l)j2+34 23j3+34 3-2 „ 1 * a ’ - - Ra
(3j^+2j3+j2+3)T^34+2j3+j2+4)t3J4+2J3+J2+6JX
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„3m-3 „m-2 m 6m2 3 tt a

(4 tt R +3 tt a R2+6 a2 R +3 a3)m
o o o
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