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CARACTERISATTION COMPLETE DES LOIS EXTREMES MULTIVARIEES
ET DE LA CONVERGENCE DES TYPES EXTREMES

par Paul DEHEUVELS, Maftre de Conférences

5 1'Université Paris VI (Institut de statistique)

Mots clés: Lois extrémes, lois multivariées, loi de Frechet, loi de Weibull, loi de
Gumbel, types de distributions de probabilité, convergence des types, convergence faible
des mesures de probabilité, maxima et minima de suites de vecteurs aléatoires, forctions

de dépendance et de liaison.

Key words: Extreme values distributions, multivariate distributions, Frechet & Gumbel &
Weibull probability distributions, type of a probability distribution, type convergence,
weak convergence cf probability measures, extremes of sequences of independent idemdis—

tributed random vectors, distribution & dependence & association functions.

English Summary: This paper deals with the weak asymptotic convergence of the extreme

values _[ Mo () e Eax Xi(P) = Ynemp, of i {Xm(‘%)‘...)(m(p)}= Xmeﬂp.

1€ién 1£ién

Tt is shown that it is possible to define a continuous dependence function D, defined

by G{x,l,...xp) = P(X('l)éX,],..,X(p)éxp) = D(Gq(x]),..,GP(xp)). 6, (%) = P(x(1)€*,)s

at each continuity point of {Gi,‘l &i Sp}, without any contimuity assumntion on G,

Except in the degenerate case where at least a coordinate X(i) has a finite maximum
WD >0, it is shown that any Jependence function associated to X uniquely deteirmines

the limit set of Dn , dependence function associated to Yn , n=%»D@, and that this limit

set is a closed connex set either infinite, or reduced to a single point. Simple neces-

sary and sufficient conditions are given in order that Dn has a unique limit,

The set of all possible limit dependence functions is completely characterised by the

following representation:

k
D(Y1,.-,yp) = ¥, ar e (=) sup ‘[Vi Log u,
\ : - 1£3¢k i j
X, 1 .o S, . . s
2¢kgp 1€3,L -1y &P VE”k;;,l,..,lk
d ! o )
}'ﬁ(;i ek (v'l’ ’Vp"
1 E
here A . is a positi a on t impl . .={ V. tee =

W] h‘11""1k 18 positive measure on the simplex Sk;lq"'?lk i A V11+ +vik 1,

Vi )/O, V= (814 i¢{i1 ""ik&}' satisfying boundedness and ordering conditions.
j %

It is shown that this representation cannot be reduced to a single term (k = p) except
in particular cases, and that the decomposition is unique, with boundary conditions.
As a by-result, the set of all possible types limits of extreme values of sequences

of i.i.r.v.is characterised.—
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0.~ Introduction:
Le probléme de la convergence faible asymptotique de 7 ={ Sup Xi(ﬂ,.., sup X (p)t,
14ign 1€i¢n *
- -~
pour nwphHg, ou Xm 3 {Xmﬁ),..,)(m(p)} est pour m>,1 une suite de vecteurs aléatoires :
indépendants et de méme loi de jRP, a été résolu dans le cas univarié, p=1, par
Gnedenko, [9] y 1943. I1 a montré, notamment, que les seules distributions possibles,

limites faibles de (Yn - bn)/an, ar){), étaient, dans ce cas, les distributions de
1

fonctions de répartition:
—x
A (%) AR x&je , loi de Gumbel ;
—a
exp(-x ") , X0
(x) = , a»0, loi de Frechet ;
5
0 5 X£0
' X?,O
'ltf(x) = , a>0, loi de Weibull,
a a
exp(-(—x)") , x£0

Dans le cas multivarié, le probléme n'a pas été, i notre connaissance, résolu en

0

général, sauf pour le cas bivarié, étudié principalement par Finkelsh‘ceyn,[ﬁ], 1953,
Geffroy,[B], 1958-9, Sibuya,[1 4]. 1960, Tiago de Qliveira,ES], 1958-75. La référence
de synthése la plus récente sur le sujet est le livre de Galambog,[?], 1978, oll 1'his-
torique du cas multivarié est esquissée p.271-273.

L'introduction de la fonction de dépendance, définie pour une fonction de répartition

F de Xm, de lois marginales P1’“'Fp continues, par 1l'identité:

D(FT (x_1),..,F'p(xp)) = F(x1 ,..,xp), permet de résoudre partiellement le

probléme en montrant que Ym converge asymptotiquement vers une loi limite, si et

x 5 A 1a 1
seulement si c'est le cas pour chaque coordonnée, et si Dn(u.[,..,up)=Dn(u1/ ey p/n)

converge vers une fonction de répartition limite., Les problémes restés en suspens
sont:
(i) Sous gquelle condition Dn converge vers une limite ?
(ii) Comment caractériser toutes les limites possibles de D ?
(iii) Que se passe-t-il lorsque X n'a plus une distribution continue, D n'étant
pas nécessairement alors définie ?
Nous résolvons complétement ici les problémes précédents, en montrant que Dn a soit

une limite unique, lorsque:

V1£if_-p. ZiEE),+w[, E]&n =D e z}/n gy s zp/n )) existe ,

soit un ensemble de valeurs d'adhérences connexe et compact pour la topologie de H
la convergence uniforme. Nous explicitons complétement la structure des fonctions de
dépendance possibles, infirmant un résultat annoncé et non publié de Pickands ([7],
th.5.4.3, p.265). Nous résolvons enfin le cas de v.a. non continues, en montrant que
les résultats du cas continu subsistent toujours, sauf dans le cas dégénéré, ol une

coordonnée atteint son maximum avec probabilité 3»0.
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1.— Généralités sur les fonctions de répartition:

Soit Y = (Y(‘I),..,Y(p))émp un vecteur aléatoire (v.a.) de fonction de répartition

(2r) G(v)
nales:

I

G(y1,..,yp) = P(Y(1)<y1,..,Y(p)(yp), et de fonctions de répartition margi-

V1 gidp, 6(y,) = POXE)Cy,) = 68 sunrvpoenrs ), Wy @ [-00,+00]

Un point de continuité de G (pdc @) est y € [—m.+oo]P, tel que Lim G(2) = G(¥);
Z -y

Un point de continuité pour les lois marginales de G (pdclm G) est y = (y.l ; ..,yp)

e[‘Wv*‘M}P, tel que, W £idp, y; soit point de continuité de G,.

Une fonction de répartition (fr) d'une loi de probabilité est une fonction F, telle

qu'existe un v.a. de fr G, tel que, Vy pdc G, F’(Y) = G(y)-
Plus généralement, 3i M est une mesure sur ﬂp, la fonction de répartition de M,

si elle existe, est définie en tout point de continuité par:

Y1 YP

GlEg vl - aM(s
1 P
-0 J-®

Nous utiliserons souvent, par la suite, les propriétés suivantes des fonctions de

1,..,sp).
répartition:
— gi F est une fonccion de répartition associée & une mesure bornée M sur BP:
F(y, 0= D0 ,..,yp) =0, Vy1.--,yi_1.yi+1.--,}'Pemi
De plus, + O et - D) sont points de continuité des fonctions de répartition
marginales:
Fi(yi) - F(+Wv--;}’i,--v+w );
Enfin,

F‘(+w,..,+M) = M(ﬁ)), soit 1, dans le cas ol M est une probabilité.
— On a 1'inégalité, dans le cas ol F est la fr d'une mesure bornée positive surﬁp:
Vigige, Vyivre [-o0r0]
\F(y‘;...,y;)—F(y{,..,y!;)\s lz"1 F, (sup(yl,y})+0)) - F;(Inf(v!,yy)-0) 5
En effet, en se ramenant a la fr G d'un v.a. dansﬁp, on constate que:
[P(Y(w)cy;',...f(p)o;) : P(Y(ﬂ(y;.-.,y(p)(yﬁ)k %P(Y(L)e[y;.y;]);
pour montrer cette inégalité, ramenons nous au cas ou y]!-éy'i' 5 151 ék, yi))('}' ;

Vk+‘| £i&p ; on se raméne alors A 1'inégalité évidente (Fig.1):

Vaca, sCe , (afle)ABAA) C (a1 - A)U(R' - B):

Figure 1:

eae
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On se raméne ainsi & la majoration de IP(YU)(}’II',..,Y(p){y;) = P(Y(‘I)(y.;,..,

Y(P)<yl|3)l » lorsque, V1 éiép, yi é y; « On conclut par 1'inégalité évidente (fig.

Vaca, e, (ane) - (ane) e (a - a)U(s - B1)e T
(P
Figure 2: Al i A %3)
g ._ gt
— Tout pdclm G est pde G ; en particulier, la continuité des s

fonctions de répartition marginales implique celle de la fonction de répartition ;
Une fr est parfaitement déterminée sur l'ensemble de ses pdclm, égal a ﬁp moins
un ensemble au plus dénombrable de points, (et donc partout dense dans ).

(Ceci se déduit directement des propriétés usuelles des fr univariées, et de (1.5))

— Pour que F(y1 ,..,yp) soit fonction de répartition d'une mesure bornée positive,

il est nécessaire que (1.3) et (1.4) soient vérifiés, ainsi que F soit une forction
croissante au sens large de chague coordonnée, Cette derniére condition n'est cepend
pas encore suffisante; compte tenu de (1.3) et (1.4), une CNS est que (voir p. ex.

Billingsle}r,[2 ], p.226), si on note:
Vh1""hp € L—OO.+OO] ’ V Y—i»--rypeﬂr

A i;hiF(y1,-.'yp) = P(Vys e ¥ithyyensy) = F(ypoeny)

Ah F‘(y1,..,y e F(y,|+h1,--r3f +h ) —: F(y1+h1,--,y renaYpthy )+
-lj-'v P

1£igp
'7'("]) : “vy sl‘sy

S
1(11,..,14'13 k

distincts

(1 -7) VY11--vaeﬁo V h1,..,hp> 0, Ah‘]’.”hpp(Y-i,-qu) >/0'

Il sera utile, par la suite, de faire usage des notations suivantes:
VY1,--.YP em. Vh1,..,hp>0, Ve.l,..,ep =Doul,

F‘{y +e b, ...,yp+ephp) - gP(e1,..,ep) ; on constate qu'on peut, si

(1.3),(1.4),(1.6) sont vrais, éctrire de maniére unique:

(o, veve ) = s ss00) +§ C e, + ae t Z e. . €, el
( 8) (f ik P) tP( ’ L] 1 l p 1‘i1,.-.ik£P J..lnlk 1
7. S

dictincte

€ wel
+..+C1“p.‘ p '

ol tous les Ci i sont positifs; réciproquement, cette condition impligque (1.7).
1°%k

) gae it (U Pl =B o ol N !

i
y
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Remarquons que la condition (1.7) reste suffisante, si elle est vérifiée
au voisinage de tout point (y1 / ..,yp). Lorsque F est ~ fois continfiment di £fé-

rentiable au voisinage de (y,l ,..,yP), elle peut &tre remplacée par:

; 5 k
1517,..,11(5[! : -3 F(Y.ll--yyp)

distincts —b)’i iy ..ayi )
1 k

1.9) V1&g, 0

Lorsque F est » fois continment différentiable partout et vérifie (1.3),
(1 .9) est suffisantesi elle est vraie seulement pour k = p.

Nous montrons maintenant quelgues propriétés utiles des fonctions de réparti-
tion:
Lemme (‘i .1): §i F est fonction de répartition d'une loi de probabilité dans mp,
et si h1 ,..,hp sont p fonctions réelles a variable réelle, croissantes au
sens large, et de limites + (O ou -0O0 » si la variable tend vers +QQou - 0O i
alors F(h,l (x1 ),..,hp(xp)) définit une fonction de répartition d'une loi de
probabilité.—

Preuve: On vérifie directement que (1.3),(1.4),(1.7) sont vérifiés. En termes

de v.a., F(xq,..,xp) étant la fr de (X(1),..,%X(p)), F‘(hj(x‘),..,hygxp)) est fr

de. (K)o (K(BD)) 4 o 57653 = e wiovye]

Lemne (1.2): Le produit de deux fonctions de répartition de lois de probabilité

surw est toujours une fonction de répartition.—

Preuve: Si F est fr de (X(1),..,X(p)), et G, £r de (2(1),..,2(p)), alors, si
X et Z sont indépendants, FG est fr de (Sup(X(1),2(1)),..,5up(X(p),z(p))) —

Lemme (1.3): si H(u) est une fonction de [G.ﬂ dans ﬂ , telle que H(D) = O,
et H(1) = 1, n fois continfment dérivable sur E),ﬂ , et telle que H(k)(a)?, 0,
V'i £x<p, VO €uf1, alors, si F est la fr d'une loi de probabilité sur mp‘
H(F) posséde aussi cette propriété, En particulier, F¥ est une fr, si r est un
nombre réel 3y p-1 (et aussi 0 —

Preuve: Tout d'abord, il suffit, compte tenu des conditions aux limites, que

i3 b} ot 5 ) 4 ast e n o =
H( %) +E : Lo A, E W o A i S %, Xp ) admette
1£i€p 1 k 1 k

-

lorsque les ni i sont positifs, et les x, infiniment petits, un développement
T
du type (1 .8) A coefficients positifs. Or ceci s'obtient directement, en écrivant

la formule de Taylor-Lagrange a4 l'ordre n pour H au voisinage de T)O , formule

qui aura des coefficients positifs, les dérivées étant positives.
Dans le cas particulier ol H(u) = u , la positivité des dérivées d'ordre £p
&

n'est réalisée que si r est entier )/1 , on si r est réel DO, eﬁt),P—1 =
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(1.10)

{2.1)

(2:2)

Exemple (1.1): Sur j{‘g, F définie par: F(x,vy) = si  Inf(x,y)>0,

Lemme (1.4):(Inégalités de Frechet) Si G(y1 ,..,yp) est la fonction de répartitionuf

% (Ine(x,1)+Inf(y,1))

0 si Inf(x,y)so,
ast la fr d'une probabilité uniformément distribuée sur les segments (O,G),(O,1)"
et (0,0),(1,0). Lorsque O & x,v &1, F(x,y)=%(x+y), et, si on considére

2
r r rdF (x =
F (x,y)=((x+y)) ", 2 l—%:).s r(r-1)(x+y)" "% ; on vérifie que si 2 F 4
2 .

v

n'est pas une fonction de répartition, ne vérifiant nac (1,0),—

d'une loi de probabilité surﬂp. de fonctions de répartition marginales Gi '
1éi£p, alors G vérifie les inégalités:

V&g, yiER. G(YW.--,YP)éInE(G1(y1)..-.6p(yp)) ;
p
sup(0, 1 - p + §Gi(xi)) £ 6lyyseervy)em
Preuve: Voir Frechet,[_é], ou Galambos,[_?], th.5:1 .1 pe245.— )

2.— Fonctions de dépendance et de liaison:

Etant donné G, fonction de répartition d'une loi de probabilité dansﬁj, de

fonctions de répartition marginales Gi’ 1_<_i£ p, on appelle fonction de dépendanc

de G (£d4 @), toute fonction satisfaisant & 1'identité:
Wy = (yreemy)) peln & Glypyaesyy) = (G (7)r e G ()
Si on note ]:i 1'ensemble des points de continuité de Gi’ et Ji son image par

P
6., celd signifie que D est déterminée par (2.1) sur "“" J; , et peut &tre prolond
= i=1
gée arbitrairement & l'extérieur. b

Considérons tout d'abord le cas ou les Gi sont toutes continues; dans ce cas, |
D est définie sur [O,ﬂp : on constate alors que D y définit la fonction de
répartition d'une loi de probabilité de su‘pportC[O,1]p,. et de lois marginales |

uniformes sur [O,T] , c'est & dire:
Vi gigr Wy,el0.1] o 0,(5)) = D(eeryyoenit) = v, -
En effet, on sait que si les G, sont continues, et si (¥(1),..,¥(p)) est un
v.a., de fr G, V1 éi_(_p, Gi(Y(i)) est uniformément distribué sur [0,‘0; de

plus (lemme (1.1)), la £r de (G1 (Y(1)),..,GP(Y(p))est une fonction D qui satisfaif|
(Ralh)e

P
Considérons maintenant le cas général; sur ‘ll J;, » D vérifie par (2.1), les
a=1

propriétés caractéristiques d'une fr (1.3),(1 .7),(1.8), ainsi que (2.2); nous

montrons :
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Théoréme (2.1): Pour toute fonction de répartition G, il existe une fonction
de dépendance D, fonction de répartition d'une loi de probabilité dans [G,Dp,
de lois marginales uniformes sur [O 1] telle que:

Vi< €igyp , ue[O‘I] D(u _D(i,..,ui,..,1)=u.;

1

(Y.F’.HYP) pdelm G, G(Y.'r--ryp) = D(G.' (y,')v-'er(yp))-_

Preuve: On ne perd aucune généralité 2 se ramener au cas du v.a. (G (Y(1),..
G (Y(p)), et le probléme est alors de montrer gque si D posséde toutes les proprié-
tés d'une fr d'une loi de probabilité de lois marginales uniformes sur LD 1]

sur TrJi' on peut interpoler D en une fr d'une loi de probabilité de lois margi-
]

p
nales uniformes, dans [O,‘r]p - Tr,]'i. Nous allons établir cette interpolation
=]

par récurrence.
Considérons u.e[0,1]; si u, n'appartient pas a J., alors nécessairement,
i i i

. ’ y | :
il existe Aié uié Bi’ avec Ai( Bi , et deux suites de pdc Gi’ yi,n ‘t Yy et
" ] N i = " =
yi,nJ' v, » telles que Gi(yi,n”ci(yi 0) = A Gi(yi,n)\Gifyim) =B .

P
Etant donné un peoint de E),T]p - ‘T] J’i , nous appellerons ordre de ce point,
i=]

le nombre de ses composantes qui ne sont pas pdc de la fr G.{ correspondante.

On introduit alors la relation d'équivalence suivante entre deux points
P
(u1.--,up).(v1,..,vp) de [o,7)":

ueny EDY1gign, s (e;(v;) + &,(v,)gw» v, pdc @)

s
= sup (6, (v;) s G, (v;)&v,» ¥, pdc G,)
e (G (y;); G (v;) 3w, v; pdc G;) = Inf (G (y;)s Gi(yi)>vi,yi pdc G, );
Deux points d'une méme classe d'équivalence ont méme ordre; de plus, [D,Dp

- TrJi est réunion disjointe des classes d'ordre 1,2,..,P.
=1
Considérons tout d'abord une classe d'ordre 1; on se raméne au cas o
cette classe est de la forme [A B] {u l..{u } u, & J; pour i),z; dans ce
cas, la £°" D devant étre continue par (1. 5) et (2 2), on doit nécessairement
imposer D(A,u up) = Lim D(G,I (yr'l),uz,..,up), et de méme pour D(E,uz,..,up),
i (o

avec une suite yl','l,}y de pdc G

ey

. On interpole alors linéairement D par:
(v-a)
'“'U'P) + '(-B-_A)' (D(B,uz,...up)—D(A.uz,..,up)

1

D(v$u2?'l1up) - D(A,u2

On vérifie que cette interpclation prolonge D dans la réunion des classes
d'ordre 5.1 . De plus, sur cet ensemble, D vérifie encore les propriétés des
fr (1.3),(1.4),(1.7). La démonstration de (1.7) se fait en



Paul DEHEUVELS

3

considérant dans (1.6), tout d'abord le cas ot ¥4 et }.f1+h1 appartiennent au

méme intervalle de discontinuité de G,I , soit [A,E] , on montre alors que

tsh ey

1

n D(y1 ,..,YP) est proportionnel a A b
P

B bsos D{A,yg,..,y ) i on
P

utilise aprés le fait qu'il suffit de vérifier (1 .8) localement.

On raisonne aprés pour les classes d'ordre 2 ; on se raméne au cas ol une telle

classe est de la forme (A,B).(C,D). Ugreeal considérons successivement les

Paces D(A, T s u3...,up) » C&V,&D ; (B, v

D(v1 PR ) ; le fait d'avoir déterminé D sur les classes d'ordre 1 impose

or e ) iD(v, L Cyen ), ALV LB

nécessairement les valeurs de D sur ces faces. On vérifie que D est alors linéaire
en v, , v2 , sur chaque face, et vérifie, par passage & la limite (1 .8) sur ces
faces,

Par transformation de (A,B) et (C,D), en [0,1] , On se raméne au probléme de
l'interpolation d'une fonction f‘(v1,v2), définie et linéaire aux bord du carré
[D,W]z, A 1'intérieur du carré,

or, par (1.8), F(v1 1V,) peut étre interpolée sous la forme:

f(V,I,vE) =a + bv1 we devz , Ol respectivement:

e E{0,0))/O i b = £(1,0) — £(0,0) B.0; € = £0,1) - £(0,0) 2.0 ;
d=+¢01,1) - £(1,0) - £(0,1) + f(o,o)>/o.

On interpole ainsi D sur la réunion des classes d'ordre é 2 ; sur ces classes,
D vérifie de méme que précédemment (1.3),(1.4),(1.7); la démonstration de ce dernier

point se ramenant alors a montrer que a + bv1 + CVE + dv1 v2 , avec a,b,c,d?’ 0,

définit ure fr de mesure positive, ce qui est le cas par (1 <8
Considérons maintenant la récurrence, en admettant qu'on puisse prolonger D sur
1'ensemble des classes d'ordre k-1; on prolonge alors D par une interpolation

. k
du méme type que précédemment, en se ramenant A une fonction f‘(v,l ,..,vk), surE)n] :
telle que f(v‘t e lagillys .,vk) et f(v_l et "’Vk) soient connus et de la forme:

Za.V. + Za. V.V, + .. | On montre aisément gque tous les coefficients
e eI

précédents sont uniquement déterminés par la connaissance de £ sur les sommets

et par (1.8), qu'on peut prolonger f de maniére unique par:

f(v,l,..,vk) = e+ MV, 4+ ..+ gV , avec des coefficients
tous positifs par 1'hypothése de récurrence. On obtient ainsi un prolongement
compatible a 1l'ordre k.

Enfin, ayant prolongé D sur, [O,‘dp, on constate que l'interpolation est linéaire
pour les marges, ce qui fait que les fr marginales de D sont nécessairement de

la forme (2.3), d'ol le résultat.—

|

|
‘\




Caractérisation compléte des lois extrémes multivariées et de la convergence des types extrémes

9
Exemple (2.1): Considérons la fonction de répartition F, introduite dans
1'exemple (1.1), et définie, si 0O £ %y £, par: ;
F(x,y) = 2(x+y) ; ses fr marginales sont : 1
F.I(X) =1§X+1§ i FE(X) :%x"'Jé i Ar""l‘l ///
A
Sa fonction de dépendance est définie sur 0.:u(\r~1§) U.+v—
2 4
(1) I; =[{0}U]%—,1]JE par D(u,v) = u+v-1 ; r ; r
et Q:r 0 v(u-g):v
Le prolongement du théoréme (2.1) prolonge P 4 B [
2 . '. Ty ¥ rvry 4
D sur [0,1] par: Figure 3: - = °
b(u,v) = u(v-%) , si 0gugs , et v(ul) , si O,Své% R us”é
v Lgug vel.

Remarques (2.1): 1°) Pour une fonction de répartition non continue, il existe

plusieurs fonctions de dépendance possibles; par exemple, pour une distribution

concentrée en un point, toutes les fonctions de dépendance sont acceptables.
2°) Le théoréme (2.1) permet d'affirmer que tout v.a. dans F\P peut étre

obtenu a partir d'une transformation fonctionnelle sur chaque coordonnée 3

partir d'un v.a. suivant une distribution de lois marginales uniformes surIO,WJ .

Ce résultat généralise le cas univarié, ou on sait que toute v.a., méme discréte,
| peut &tre considérée comme une fonction d'une v.a, uniformément distribuée
sur [O,ﬂ (voir par exemple,[ 3J, p;707).

Nous énongons maintenant quelques propriétés essentielles des Ffonctions de

| dépendance; nous supposerons dans toute la suite qu'une fonction de dépendance

est toujours une fonction de répartition d'une loi de probabilité sur [G,ﬂp,

de lois marginales uniformes sur [0,1] o

‘ Théoréme (2.2): sy D,,D, sont deux fonctions de dépendance, alors:
g Vo,t_:q_<_1, qD1 + (1—q)D2 est une fonction de dépendance ;
= Si D,? et D‘;_q sont des fonctions de répartition de lois de probabilité,
alors: q 1-q
D1 D2 est une fonction de dépendance.

2") Si r est ou bien un nombre entler)/ s OU bien un réel >p—1 ou bien

tel que D" soit la fonction de répartition d'une loi de probabilité, alors:
: a9 T o 1/0 5
V" £igp, 0 Lw £, Dr(u1,..,up) =D (uT/ reealy /) est une fonction
de dépendance.

3-") Toute fonction de dépendance vérifie les inégalités:
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v
4°) 8i D est une fonction de dépendance,

Vigige, 0u g, ID(LI1‘,..,u];)—D(u;',..,u;)|£

. P
£1<Lp, Oéuiéﬂ, sup( 0 , 1 ~p+zui )SD(u1,..,u )_{ Inf uw. .
i=1 B gidp

P
=1

|14

3

Preuve: Pour le 1° et le 2°, ce sont des applications directes de (1 .2), et
des lemmes (1.1),(1.2),(1.3); il suffit de montrer que les £r obtenues
satisfont (2.2) pour obtenir le résultat.

Pour le 3° et le 4°, on applique (1.5) et le lemme (1.4).—

Nous étudions maintenant les propriétés topologiques de l'espace@ des

fonctions de dépendance:

Théoréme (2.3): Sur l'espacea des fonctions de dépendance, les topologies
suivantes sont équivalentes:

— Topologie faible des mesures de probabilité ;

— Topologie de la convergence simple ;

— Topologie de la convergence uniforme sur [O,1]p =

Pour la topologie commune précédente, est un espace métrisable
compact. Cet espace est également une partie convexe de 1'espace des
fonctions de répartition des mesures bornées sur [DJJP, pour sa structure

naturelle d'espace vectoriel.—

Preuve: On sait que l'espace des fr de lois de probabilité sur [O,ﬂ P oest
en bijection avec les mesures de probabilité qui leur sont associées.
Or l'espace des probabilités sur le métrique compact CO,‘l]p est un espace
métrisable compact (voir p. ex. Parthasarathy,[dﬁ], p.45, th. 6.4)(on
pourra prendre par ex, la métrique de Prokhorowv (voir p.ex., Billingsley,
[2], p.237)). Or la topologie de la convergence faible des mesures est
équivalente & la topologie de la convergence des fonctions de répartition
en tout point de continuité. Comme les fd. sont continues, cette topologie
est équivalente 2 celle de la convergence simple sur@ , et les conditions
aux limites (2.2) sont stables. Par conséquent, est une partie compacte
de l'ensemble des fr, Elle est convexe par (2,4).

I1 reste 3 montrer que la convergence simple sur@ implique la convergen-
ce uniforme; notons que cette propriété n'est pas vraie en général pour

des fonctions monotones quelconques des coordonhées. Supposons gue Dn’ rﬂ'w 1

converge simplement vers De@ . Construisons maintenant dans [O,WJP un
treillis composé de tous les points de composantes (k1/N,..,kp/N) , 1&i&p
0L kié N. Choisissons N entier, pour §%0 fixé, tel que p/Né T

Pour n assez grand, pour tout point u, = (k1/N,..,kP/N) du treillis,

,D“(uT} - D(uw)lé%ﬁ , ces points étant en nombre fini, (w1)P, pixe.
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Ainsi, si u [0,1] P est quelconque, comme il existe toujours un point U du treil-
lis, tel que la différence de chacune de ses coordonnées avec les coordonnées corres—

pondantes de u n'excéde pas 1/N, on a:
o, () - ()| € o) - (up)] + |p,(ap) - D + |p(uy) - b(u)|
p/N + & + p/N . D'olt le résultat.—

Remarques (2.2): 1°) Par le théoréme de Choguet (voir p. ex. Alfsen, [1 ], D36,
Cor. 1.4.9) toute fonction de dépendance est barycentre des éléments extrémaux de
1'ensemble convexe compact des fonctions de dépendance, par une mesure de pondération
positive normalisée.

2°) La caractérisation des éléments extrémaux précédents est délicate. On peut

obtenir les résultats suivants:

Lemme (2.1): La fonction D (u1,..,up) = Ini‘(u,t,..,up) qui majore, par (2.7), toute

Max
fonction de dépendance, est une fonction de dépendance,

La fonction DHin(u,l,..,up) = sup(0, 1-p e =L ), qui minore par (2.7) toute fonc—

tion de dépendance, est une fonction de dépendance pour p = 1 ou 2, mais cesse de

1'étre pour p> 3. Elle posséde la propriété d'étre telle que:

D;ll 1/(})_1 -.,u;/(P—‘I)) est une fonction de dépendance.

En général, pour p>/3, il n'existe pas de fonction de dépendance minorant toutes

les autres fonctions de dépendance.—

Preuve: Tout d'abord, D est fr de la v.a. (U y ey U ), dont toutes les compeosantes

Max
sont égales & une v.a. uniforme sur [0 1]

Considérons maintenant une v,a., uniformément distribuée sur 1'ensemble des points

P

(u_l,..,uD) de ﬁp, tels que Y1<i<p, HGE) "i] o (s ’_‘_u. = p-1 ; on vérifie que
= i=

la fr de cette v.a. est, pour V 1&i€p, ui€[0,1] sup(0 , 1-p +Zu s lia

fonction de dépendance associée est alors Sup(0 , 1-p + Zu1/(p_1) )p = , d'ou le

résultat. La non existence, pour p) 3, d'une fd minorante, s'obtient, d'une part,

en constatant que, si elle existe, cette fd ne peut &tre que D, y Car autrement,
on aurait une inégalité stricte DMin(u']/ ph‘l),.. 1/(13"1))13 D( 1/P 1 “‘u:j/p—W )P—1

contredisant la minimalité de D ; d'autre part, pour p)B, D n'est pas une fr,

ce qui peut se prouver en constatant que si c¢'était le cas, g:lin serait la fr d'une
V.a, telle que celle qui a été précédemment utilisée.—

Lemme (2.2): Pour qu'une fonction de dépendance Df appartienne a la frontiére du
convexe & , ensemble des fonctions de dépendance, il faut et il suffit qu'existe
une fonction de dépendance D, telle que,Vd)O, (1+N}Df - K D ne soit pas une mesure

positive sur [0,1] P.—

Preuve: (1+u)D£-uD est une fd, si c'est une mesure positive.—
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(2.9)

(2.10)

(2-11)

(2.12)

0

Lemme (2.3): Si D est une fonction de dépendance de mesure associée dD, et si |

le support de dD n'est pas [0,1] p' alors D appartient & la frontiére de ‘@ ;,

Preuve: On applique ici le lemme (2.2), en prenant pour D la fr de la loi uni ¢
me sur [D,‘l]P.—

Lemme (2.4): si DE@ , et si dD est absolfiment continue relativement 3 la me:

re de Lebesgue sur [0,1]9, alors D appartient & la frontiére du convexe @ .—‘i‘:

Preuve: On considére ici (1+&)D -D', ot D' = DFI - H
e ax
Ces résultats permettent de déterminer partiellement la frontiére du convexejl

a 1l'intérieur de cette frontiére, les points extrémaux du convexe sont tels

qu'ils ne peuvent pas étre les barycentres 2 ccefficients positifs d'autres il

points qu'eux méme. On peut vérifier, par (2, 7) et le lemme (2.1), que les poi

Dyoy? €t Dy P €2 possédent cette propriété; le probléme de la détermination ™

exhaustive des autres points extrémaux n'est pas résolu; sa solution per\me‘ttra‘:ﬂl

L

d'expliciter complétement la structure des lois multivariées.— ;"

i

Nous introduisons maintenant la notion de fonction de liaison, dont 1'usage i
sera trés commode pour 1'étude des lois limites extrémes:

Définition (2.1): Etant donné une fonction de dépendance D, on appelle fonction:

de liaison de D (£1 D), la fonction L(z,,..,2,) définie dans [o,+eo]P , et
4 valeurs dans ]'W ,+w], par l'une des identités équivalentes suivantes:

Vi&igr, yiE]O.]] : D(y1,--,yp) = F o0 exp(-L(-Log y,,++,-Log ¥/

P -Z
Vi1<&igo, ziel'_o,:fw[, L(z1,.-.zp) = - 3z, - Log(D(e l.oe PONN

i=1 i

On posera, le cas échéant dans les relations précédentes, Log 0 = -QQ , |
et exp(“w) = Q.=

On remarquera que (2.9) permet toujours d'attribuer une valeur limite de

+00 2 z_zi + L(z},..,zp) lorsque 1'un des z, —p+ 00 ; les propriétes
i1

principales des fonction de liaison se déduisent des propriétés correspondantes«\.

des fonctions de dépendance (théorémes (2.2) et (2.3)); nous énongons:

Corollaire (2.1): Une fonction de dépendance est déterminée de maniére unique
par sa fonction de liaison, et réciproguement; une fonction de liaison L est
telle que:

P
10)V1 £ige, 2,30 » L(z1 ,..,zp) o E]zi est une fonction croissante au

sens large de chaque variable, de limite + 00 , si 1'une au moins des variablesi

tend vers + Q, et continue 3 valeurs dans [O.+ w] .
2°)V1 éiép' L(O,--,Zi.--,o) =0.
3¢) V L, ,L2 fonctions de liaison, V 0L 141, -Log(4q EXP(—L-l (-Log inias

—Log Yp) + (1-q) exp(-..L2(-Log y_l,..,—Log yp)) est une fonction de liaison.
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AL VL fonction de liaison, si r est un nombre entier 2 1, ou un nombre

réel _>, p-1, alors:

N

j£.13) Lr(z1,..,zp) - r L(z1/r S zp/r) définit pour 230, 1£i&p,
une fonction de liaison ;
50) VL‘g’LQ fonctions de liaison, V 0£a41, si qL1(z1/q ,..,Zp/q) , et
(1—q)L2(z1/(1-q),..,zp/(?—q)) sont des fonctions de liaison, ou si ¢=0 ou 1,
avec la convention 0.L = O, méme pour L =@Q, alors:

f9.14) qL'I(ZT’-”Zp) # (1—q)L2(z1,..,zp) est une fonction de liaison.

6°) VL fonction de liaison, L vérifie les inégalités, z.30, VW <ilp,
P 2,

3 P P -
2.15) sup z, - _Zzi £ L(Z1""Zp)5 - _Zzi - Log sup(0 , 1—p+s_'s Y)e—
1€i&p i=1 i=1 i=1

Preuve: (2.10) s'obtient en constatant que -Log u est décroissante,
que D(e™%1,..,e %p) ; la limite est due 3 (1.3).

(2.11) s'obtient par (2.2). (2.12) est la transcription de (2.4); (2.13)
celle de (2.6); (2.14) celle de (2.5); (2.15), celle des inégalités de
Frechet (2.7).—

Nous énongons maintenant le corollaire suivant du théoréme (2.3):
Corollaire (2.2): La topologie de la convergence simple sur 1'espace des
fonctions de liaison est équivalente (par la bijection L&3»D) i la topologie
(définie par le théoréme (2.3)) sur @ . Pour cette topologie, x est
un espace métrisable compact; La condition nécessaire et suffisante pour que
la suite de fonctions de dépendance Dn converge vers une limite D, est gque,

V zi€[0,+ w[, 1£i&p, L étant la fonction de liaison de D, Ln(ZT ,..,zp)
ait une limite (dams-] —w,+0(ﬂ ) L(zq,.,,zp). Dans ce cas, L(zj,..,zp) définit
la fonction de liaison de la limite D de Dn o

Nous allons maintenant appliquer ce qui précéde au cas des distributions

extrémes .—

3°) Comportement asymptotique des fonctions de dépendanmce et de liaison des extrémes:

On considére dans ce qui suit une fonction de dépendance D sur mp,

fonction de répartition du v.a. (U(1),..,U(p)). On pose:
n, 1/ 1/n
(3.1) k V1<igp 0gugt  n1 0 (a,eu) = DNy senuw) )

On sait, par (2.6), que Dn est une fonction de dépendance; plus précisément:
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Lemme (3.1): si {(Xn(1),..,){n(p)), n>/1} est une suite de v.a. indépendantes :
de méme loi, admettant D comme fonction de dépendance, alors Dn définie par
(3.1) est fonction de dépendance de:

sup X, (1)y0v, Sup X (p)
14rén 1€ r(n

Preuve: Si F est la fr du v.a., la fr de (3.2) est F‘n , admettant comme fr margi-
nales F']: 3 1Ligp ol F., ‘Iéiép sont les Fr marginales de F ; le résultat

découle alors de 1l'identité:
n ny1/n n\1/n n n
(_(F-l)/v--r(l‘_‘p)/) =D(F1|-°!Fp):F o
Nous étudions maintenant le probléme de la convergence de Dy1 vers une limite,

dans @ y lorsque n~»+0f ; le théoréme suivant donne une condition nécessaire

et suffisante pour que cette convergence ait lieu:

Théoréme (3.1): Pour une fonction de dépendance D donnée, pour que Dn définie

- ‘\/n T/n
par Dn(u.r,..,u.p) =D (u1 reaty ) converge vers une fonction de dépendance

limite D y lorsque n -3+ B0 , il faut et il suffit qu'existe une suite

croissante d'indices nk.k>,1}, telle que {(nk+1/nk)’k>/1} soit bornée, et
telle gque an(u1,..,up) ait une limite pour tout (u1 ,..,up), Oéui$1, 'I_(_iép_—
Remargues (3.1): 1°) Il est nécessaire d'imposer des conditions restrictives sur

D pour gue Dn ait une limite dans @ . Donnons le contrexemple suivant, d'une

fonction de dépendance telle que Dn n'ait pas de limite:

Exemple (3.1): On considére la distribution suivante (voir fig. 4)

sur [0,7]2 : étant donnée une suite croissant vers 1, {an.nZT} ’ r 7
,
la distribution est uniforme sur le segment {y:x agn_.(. 4a2n”}, - i
1 s = a a 3
et uniforme sur le segment {y+x P £x é Q.
On pose aD = 0. Dans ce cas, la fonction de dépendance
b
associée est:
Figure 4
= - - s o 5
D(x,y) = ay+ Inflx-ay,y-ay) » 8, &xLa, 47 &, £ V&N

" o I .
D(x,y) = 32n+2+8up(0,x+y (a2n+1 +32n+2))’ Fon -"-X'Y§‘azn+2 ’

a) Supposons maintenant que N soit choisi de maniére que:
E
aN £ i, aN >, 1 - g_ ; fixons par ailleurs x,y E[.E_,'| - R
2n = 2n41“ N
N N
1/N 1/N 1/N _1/N N \
On vérifie que DN(x 7 VY /) = (Inf(x / Y /) =t )" = Inf(x,y)(1 +c) on
¢ =go(1).
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On en déduit que, pour a2n fixé, on peut toujours choisir N assez grand,

e 32n<a2n+1<1 , tels que DN(x,y) soit arbitrairement proche de

= fone1 !
Inf(x,y) j
(g.et all >1 - g- ; on fixe

a
-~
2n+l 2n+2 N

b) On suppose pareillement que

£ E
x,y € [— , 1 = =— 1; dans ce cas, pour N assez grand, on vérifie pareillement
N N

que DN(x,y) est arbitrairement proche de xy ;

c) Pour réaliser ceci, il faut gue la suite a soit telle qu'existe une
N

N
. n n
suite N —p + 00 telle que N — 1 -a e
n 5 . n ®n S Nn( n+1) L
Une telle suite peut étre construite par récurrence, en choisissant
i

successivement a ,a Jale
n' n+1l

i L N i
La suite Nn sera alors telle que m.,]/Nn—)wLOQ

2°) L'espace @ étant métrisable et compact, il est complet ; toute

suite dans @ posséde une valeur d'adhérence, et en particulier, Dn posséde
un ensemble de valeurs d'adhérence , non nécessairement réduit % un seul
point, dans @ .

Preuve du Th. (3.1): La condition est, de toute évidence nécessaire; montrons

qu'elle est suffisante; pour cela, supposons gque Dn converge vers une limite
k

D' dans @ , et supposons qu'une autre sous-suite D converge vers D" ;
m

comme, par compacité, toute sous-suite posséde une valeur d'adhérence dans@
nous aurons montré le théoréme si nous prouvons que D' = D", Pour celi, nous
utilisons le lemme de base suivant:
Lemme (3.2): 8i D est limite dans @ d'une suite {Dn,n>,1} de fonctions
de dépendance, alors D vérifie 1'identité:

: 3 r. 1/r 1/r

(5.3) Vr‘ réels O, VuT,..,uPe[OJJ D (u1 TR ) = D(uw,...up)._
Preuve: (Voir p. ex. Galambos,[';}'], P.251-259) On écrit:

mq.p/q a/p.mq q/p.mq
D(Ll 1eey ) = Lim Dn(uw/n,..,U‘l/n) = Lim D (U. et
1 1 P 1 P
P nog mod
p/a a/p qa/p
D u

1 vty Vs Vp,q?'ﬁ ; on utilise alors la

continuité de D pour passer a la limite: (p/q)e=dr.—
Preuve du th, (3.1)(Suite): VE) o, Bko P kK :%

“ee
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n /
Vu,l...,uPeE),W] s an(ul/k,..,u; nk) = D'(%---NQ‘(E ;

Ceci implique que, V 921

seerliy =

‘ (%(/m Vo, (g /m )/ (u(nk/mq) (/) )\K.E
1 v-osu ¥

et, par le lemme (3.2):

1/m 1/m n /m
R i G e e L
On sait, d'autre part, que, Vr’?,hV 0&La,b LA Lo ‘ar-brl_.(__rAr‘_1ta-b|;

Posons ici r = mq/nk , qu'on suppose choisi tel que mq/nk >/T ; supposons

/m
pe % q(u1,...up)l_4 g LA L

de plus que (u],..,up) soit tel que

on a aloers:

m 1/m 1/m
D ‘31(111 q“”u q) b D‘(uw,..,up)| é &(mq/nk) A

P

(m, /o)1

Pour A fixé, Sup rA” <00 ; d'autre part, 3 q Vq .
31 0 90
m 1/m 1/m
‘D q(u,l !

MO E U o

P
On en déduit que:
/nk
Vg Wiz, » WV @peam), pi,.m) L (a-€) % °,
(m /n.k)—1
Vn /31, [Prag,.s) - D"(u1.-..up)|.§ € +E(n/n)a ° ;
Utilisons maintenant 1'hypothése que “‘k.;.w/nk est borné; pour tout q)/qo
assez grand, il est possible de choisir k>/k0 tel que nk‘ mq <nk+1 ; alors
mo/n & o/ £C 3 Ainsi, V (apreerm), tel que p(aypeery) &1, VeSO,
1
E (0 D'/c(u,‘,_.,u s ‘D (u1,.., = D”(u,l,..,up)\é £(1 + ), en prenant,
1 .Vb . . .
par exemple, A =1 - 3(1-D (u.1 ,..,up)) ; on en déduit 1'identité de D' et D".—

Remarques: 1°) Le raisonnement précédent n'est pas applicable lorsque nkﬂ/"k

n'est pas borné; on peut conjecturer que le théoréme (3.1) fournit la condition
nécessaire et suffisante la plus générale portant sur l'ordre de croissance des

sous-suites.
2°) L'étude de la convergence de Dn se raméne, par exemple, a celle de
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{D n}' ou k est un entier quelconque. Dans le cas ol il existe deux valeurs
dc

d'adhérence distinctes D' et D" de {Dn,nzﬂ} , hous avons montré le résultat

suivant:
Proposition (3.1): 81 D_—aD"' , et D —uD", si D' £ D" , alors:
n, mg
Lintng | Log m, - Log m | = + 2
g n, g q\ Do
k,q OO
Preuve: Si ce n'était pas le cas, on pourrait toujours choisir k et g assez
grands, tels que 1 émq/nk SC, ou 1 Snk/mq_{. C, C étant une constante
fixée, La démonstration du théoréme (3.1) montre alors que D' = D".—
Corollaire (3.1): L'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite .{Dn,n)/1}
est ou bien infini, ou bien rédwit i un seul point.—
Preuve: Soient D' et D" distinctes et valeurs d'adhérence de {Dn,n>/1} 0

Sojt d une distance sur &) , définissant la topologie sur @ ; supposons que

D' et D" soient les seules valeurs d'adhérence de {Dn,n?ﬂ}; ceci équivaut

au fait que, Vn >/1 , les ensembles I;‘l et Ir‘1 suivants sont finis:

i =fr; d(Dr'D')eE‘g)““ ; (’5)"[}, T ={r‘ ; d(DF.D")é[('g)n_1 ,(5)“@.

Dans ce cas, en classant par ordre croissant I' = U Il_‘1 et I" = U ",
n)/N ny N B
2 N-2 .
N étant choisi tel que d(D',D" ),(%) , on obtient deux ensembles d'indices

disjoints, donnant deux sous-suites {n.k,k>,1} et {mq,Q7ﬂ}, dont la réunion
est Nmoms un ensemble fini, et telles que D .5 D' et D —&D" ; or

k q
ceci est impossible si (3.l ) est vrai. Le raisonnement est analogue pour
p valeurs d'adhérence,—
Corollaire (3.2): L' ensemble des valeurs d'adhérence de la suite {Dn,nz 1].
est toujours une partie connexe de @ =

Preuve: Tout d'abord, montrons que cet ensemble ne contient pas de point
: i S . 1 yn-1
isolé; un tel point, D', est tel que, aN, n),N #Ir'_f{r‘, d(Dr:D')E[(ﬁ) ’
) [} est fini. Or ceci est impossible si (3.4 ) est vrai. D'autre part,

l'ensemble des valeurs d'adhérence de {Dn,n)‘,‘I} est compact; si cet ensemble

est partagé en deux fermés disjoints, celd veut dire que ces fermés F' et F"

sont tels que:
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de dépendance et des fonctions de liaison qui peuvent étre obtenues comme |

Définition (3.1): On appelle fonction de dépendance extréme (resp. fonction

On note @w (resp. zw) 1'ensemble des fonctions de dépendance (resp.

de liaison)extrémes.— g

Théoréme (3.3): La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

de dépendance D associée & la fonction de liaison L soit extréme, est que

d(F",F") = 1Inf a{pronl)is a»0 ; L2 méme raisonnement que précédem-
D‘EF‘,DNGF"
] 3 : ) 1
ment permet de dire qu'il existe N , tel que: n),N # d(Dn,F')_é 7a, ou

d(Dn,F")é 7a ; si ce n'était pas le cas, il existerait une sous-suite D

1
ne convergent pas vers une limite dans F' ou F" ; Si F' et F" sont non videi,ﬂJ

on peut alors classer par ordre croissant ces deux ensembles d'indices, et

constater qu'on peut toujours en extraire deux sous-suites n, telle que

d(an,F") é%a, et n+ o, avec d(p F") é;}a ; on peut alors extraire

nk+1'
de ces de -suites: D 0 ¥ i el
ux sous-suites nk.—)D (= et an H—’D & F", avec
g g
d(D',D")){a, ce qui est impossible si a‘p 0.

Nous résumocns les résultats précédents, ainsi que ceux qui découlent de |
la topvlogie deﬁ:

Théoréme (3.2): Etant donnée une fonction de dépendance D, si D est déFfinie
el R n

n. 1/n 1/n
par Dn(u1’°"up) =D (u_l/ ,..,up/ ), alors, 1'ensemble @w(D) des valeurs

d'adhérence de {Dn,n?’,'l} est un ensemble compact, connexe, infini ou réduit

a4 un seul point, et tel que, d étant une distance définissant la topologie ¥
.

sur @ (par exemple la distance uniforme):
l

ia d(p, .@w(D)) = (3

Nous étudions maintenant de facon plus précise les propriétés des fonctions

limites de suites {D",n>l1}:

de liaison extréme) toute fonction de dépendance (resp. fonction de liaison)s i

limite d'une suite D (resp. associée 3 la limite d'une suite Dn), dans
n

5

l'une ou l'autre des identités soit vérifiée: T
; r, 1/r 1/r ’
VW £igp, uiE[Oﬂ] ,Vr‘)O, D (u1/ rosaly ) = D(u1,..,up) :
V1éi£p, z, € O,+N[,Vr>0, I‘L(Z1/r,..,zp/r) = L(z1s--vzp) i
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De plus, toute fonction de dépendance (resp. fonction de liaison)
limite d'une sous-suite B, D étant défini par (3.4 ) (resp. L oL,
k

étant associée a Dn) est extréme,—

Preuve: La premiére partie du théoréme est une conséquence triviale du
lemme (3.2) pour la condition nécessaire, et de (3. 2) pour la condition
suffisante, La deuxiéme partie se raméne 3 montrer que si D est limite

de D alors D vérifie (3. 3). Ce résultat se déduit du théoreme (3.1):
x 3
si on compare les suites n, et m ol m est un entier fixé, on

1/m,..,u:)/m ); de la

i ; m
obtient directement que Dmnk-_)D y et vers D (u1

/9 g q
méme maniére D nk/q -4 D, et vers D (u1 ,..,up ); on en déduit
m/q a/m  q/m
que D(U.I ,--,NP) =D (U-q ,..,up ) d'od le résultat par passage a

la limite; ceci est dd au fait que les suites précédentes vérifient

la condition ]Log n, = Log rnk[éc L+ B0

Théoréme (3.4): Si D est une fonction de dépendance, la condition nécessaire

i
et suffisante pour que Dn_k(u_l...,u ) = 5] k(u1/nk gaey u;/nk) converge vers

P
la fonction de dépendance D“0 , de fonction de liaison L 0 lorsque
k=p»+ 00 , est que:
p 2 z
7 ) V1 & ¢o, z.EEJ,+QQ[, L (2 ,..,2 )= -3 z.4 Lim n, (1-D(1-=,..,1-£ )).
X oQ 1 P g 1 k
1=1 koo n, n

De plus, V D E@ . VL ex , ces fonctions vérifient les inégalités:
0" 0T T

Sup z, - sz. &Lz 2 £ O, V1_€1’4p, z,@E},ﬂDC ;
Téispl = 1 e 00 1 P - - 1

1.9)

I

Gee up < Dw(u1,..,up) é Inf(uq,..,up) ,V‘L giép " uie[o.j] .

) . ] ) b p
En particulier, si Lmefw, LOO est toujours fini sur [O,+w[ =

Preuve: Nous raisonnerons ici en posant n, =n, la démonstration étant identi-
que pour une sous-suite, Fixons z, ,..,zp €[0,+°0[ H V&)D, pour n assez
grand:

Y £igp, 1 - zi(1+£)/n ée_zi/n$_1 = zi(‘\—a)/n ;

Par les inégalités de Frechet (2.7), on en déduit:

- -z, /n -z_/n
1_.2;12‘1(1*&)/“SD(FZR(1+2)/n,..,'i—zpf1+f_)/n)éD(e e P )
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£ D012, (1-€)/n, .. 1-2,(1-€)/n) £ 1 - sup 2, (1-&)/n ;
1€i¢p

Notons Ln la fonction de liaison associée a DT1 ; 1'inégalité précédente

montre que, pour n assez grand, Ln(z1""zp) est fini, et que:

-2, /n -zp/n

P
Ln(z1,..,z ) = - §Zi - n Log D(e e ) peut étre encadré par:
P P 1]
_Zzl—n Log[j— Sup z. (1—E)/n [L (z ,..,zp)é Zzl-n Log]1- rz (1-& )/m
‘I-.l__p =1 bl

Ainsi, si L Lw, Lw (zi,..,zp) est finie, et vérifie (3.8), & 0

étant arbitraire. La relation correspondante pour D s'en déduit aisément.

Similairement, pour n assez grand,

~z. (14 £ o=
V 14£i&p, e Zl( ik /nél = zi/n é e 1( &)/n , ce qui implique

que:
T (z (1+£),-.,z (1+E)){ %zl — LimSup n Log D{1- z /n_,,,1_ zp/)
n 00
P ’ ¥
_Ezi - L:ns[gf n Log D(1—z]/n,..,1—zp/n) é Lw (21(1— 6),...213(1—6)).
Si L_ admet une limite L 00 ’ ceci implique, cette limite étant finie et
donc continue, que D(1—z1/n,..,1—zp/n) = 0(1/n), et donc que (3.7) est
vrai. Inversement, si n D(1 - z,i/n,..J - zp/n ) a une limite, on en déduit

de L a une limite, et que (3.7) est vrai.—

Remarques (3.2): 1°) En général, on a toujours les inégalités:
p

z A
(3.9) V1£i$p, ziELO,n] x TS‘,‘l,q;p z, é n(1 - p(1 —;l,..,1 . NE zzi ;

n i=1
-~

2°) On définit, pour toute fonction de dépendance D :
. . *
(3.10) D (u1,..,u ) = dD(S1""5p) ; on exprime 1 — D & 1'aide de D,

par:
*
4 ip = Wypeey 1= ) = Z: D (1,..,u ampN= Z: (1""“1"'
P 1£igp 14, i&p
dlStlnCtS

R i o
u s 1) D*(T,..,ui eyl S et
1 r

G0 netr il

distincts
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oo % (1P D*(uT,..,uP) ; on obtient:
Proposition (3.2): Pour toute fonction de dépendance D, D* est aussi une fonction
de dépendance, et D** =D
Preuve: Si D est fr de (U(1),..,U(p)), D' est £r de (=001 s =0} )=

On obtient le corcllaire suivant du théoréme (3.4):
Corollaire (3.3): Pour toute fonction de dépendance D, D définie pOuI‘V1éi£p,
uiE[O,1] , par Dn(u1 ,..,up) = Dn(ul/n,..,u:)/n) converge vers une fonction de

] dépendance limite DOO , de fonction de liaison L00 , 51 et seulement si:

L. g 20 * *

Biz.12) V?élép, z.lG_ e m] s la Timite L (21,..,zp) = Lim n D (21/n,..,zp/n)
n)

*
existe et est finie (N.B. D (uﬂ,..,up) est définie, en tant que fonction de

répartition, pour V1£i_4_p, uiE [— 00 .+ (X)J Dis

LW et L;O sont liés par les relations:
1 *
| V‘I £idp, z.é[Oﬁ-M[ e e i o Zz. +Z Lo 00 Zeneey D0 )
- i e P =i 15'15;1 0 i
k" i :
- RSl oL e T B RGeS e Y
1$i’jsp w L} r 1’ ’ J' 1 w ‘r! ’ p
distincts
¥*
Réciproquement, L Z ogoeyst00 yoes+Wyeerz ), ot les valeurs + sont
00 P
aux indices ‘[‘j1""jp—k = J, avec V1_4_i ¢J$p, ziE[0,+00[, est donné par:
*
L (z yoostWyeey 400,042 ) = L O,...z.,..,D)
i LU e J$p°°( !
(5.14)
k
= L ) e (S DT e O s 0 w2 ) e
1£i,j Jép 0 - J 00 1 P
distincts

Preuve: Si (3.12) est vrai, alors, par (3.7) et (3.11), DOO existe, et (3.13)
est vérifié ; pour montrer la réciproque, il suffit d'exprimer D en fonction
de 1-D ; compte tenu de la proposition (3.2), montrant gque D = D, on peut
écriré:

Vigigr, u€fo.] . ) =&t Bl et

1£i£'p

= ﬁ:(:ﬁ = D(1,..,‘I—ui,..,1—uj,..ﬂ)) e (—1)P(1-D(1-u1..-.1—up)) :
1€, Jj€p
distincts

*
On montre ainsi que l'existence de D implique celle de L , et on en

0o
déduit (3.14).—
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(3.15)

(3.16)

*
On peut caractériser les fonctions L par le théoréme suivant:
r a * s - .

Théoréme (3.4): Pour que L (Zﬁ,..,zp) définisse pour 1£i<p, ziEE),+00], la
. . * 0 * . -

limite de n D (z,i/n,..,zp/n), ot D est une fonction de dépendance, il faut qu'exis=|

te une mesure positive M sur [O,+w]p , possédant les propriétés suivantes:

' " z, z, ‘
(i) \'/151513, 215[0,+W] ih (21,..,zp) =J-O ..J.O dM(s1,..,sp) i r
(11) V1gigp, =€ [orr00] VA0, LAz A = AL (2002

PR . *
(111)V1£1£p, zietO,+W[, L (+m,..,+w,zi,+w,..,+w) =z
3
Preuve: Si L (z,,..,2_) = Lim n D*(z /n,..,zp/n), par le corollaire (3.3), si
SR 1 P 1
nQ0
HH *
D=D , Dn converge vers la fd Ebo v G5 FL Log * lide 3 L par (3.13) et
-

(3.14); en utilisant (3.6), on en déduit que L vérifie (3.15)(ii). }

Considérons maintenant la suite de mesures sur [O,K]p, de fonctions de répartitiel
* *
n D (z]/n,..,zp/n) L (21,..,2 )

n D (K/n .., K/n) X0 ()

V's £igp, ziE[O,Iﬂ ; ; cette suite converge
faiblement vers la fr d'une loi de probabilité; on en déduit, sous réserve que
* *
L (1,..51) #0, que, pour 1£igp, ziGE),+W[, L (Z'\’."Z‘_D) est la fr d'une

S/ * *
mesure positive. Lorsque L (1,..,1) = 0, alors L (21 ,..,zp) = 0, et le résultat
subsiste; enfin, lorsque certains z; sont infinis, la démonstration précédente
peut se reprendre, en raisonnant sur les 2 restants. On obtient ainsi (3.15)(i).

Pour (3.15)(iii), on écrit L*(+w ""Zi""+w) = Lim n D*(‘I,_.,zi/n,..,1) = 244
n

*
D étant une £d, par (2.3).—

* *,2 z o ¥
Remarques (3.3): 1°) §i L (21,..,zp) = glorgn D (-;1-1,..,;12), ou D e@ , alors

I est toujours finie, si tous les z; ne sont pas simultanément infinis; plus

précisément, par application de (2.7):

V1 éispr Zi€E3‘+N] ’ 0 é L*(qu--:zp) ( Inf Zi =

~ »
Wslép

*
g0y L (z1 paalg 2 ) n'est en général pas continue lorsque 1'une des coordonnées

tend vers 1l'infinij donnons les exemples suivants:
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Exemple (3.1): On suppose ici que D(u,v) = uv (indépendance des coordonnées); dans

ce cas: . " "
D (u,v) =uv ; L (21’22) =0, L (z,|,+w) =z , L (+w,22) o

*
LOO(Z? ,22) = 0; On vérifie que L n'est pas continu & 1l'infini.—

Exemple (3.2): On suppose ici que D(u,v) = Inf(u,v) (coordonnées égales) on obtient:
* *
D (U.,V) = Inf(u,v) i L (Z] '22) - In.F(z] 122) ] VZ.‘ 322 e EJ,+DO:] H

mez_l ,2.2) = - Inf(z1,22) = —21—22 + Sup(z],zz) S

. ¢ ; *
Nous étudions maintenant la forme générale des fonctions L satisfaisant (3.15)
(i) et (ii):

Théoréme (J.S): B H(z1,..,zp) est, pour zi>/ o, 1£i£p, finie, er telle que:

(i) Il existe une mesure positive M sur [O,+m[p , telle que:

Z‘E Zp
3.17) V‘Iéiépy ZiEE)'+w[ 1 H(Z_‘,..,Zp) E = .. 5 dM(SW,--,Sp) H

(ii) V1éiép, Zie Qr*”[aVA>Dr H(/AZ.“--,AZP) = QH(Z_],..,ZP) ’

Alors, il existe une mesure positive }A sur le simplexe Sp défini par:
3.18) Sp = {(u.l,..,up) Pt = Y V1 £ilp, uizo} .

telle que, avec les conventions pour z/u : 0/0 =0, z/0 = +0Q , si 23 0 :

a

Z.
3'19) V1 éisp’ Zie [C‘,+00[ 1 H(Z,‘,..,ZP) = Inf .._1} d)A(u,I,..,hlp).—

1€ikp | u.
(%;--;up)esp S A

Preuve: Tout point de [O,+ w[P —{O} peut étre représenté de maniére unique

par un couple (r >0, u € Sp) , 4 1'aide du changement de variables:

n (51,..,sp)e[0,+q;{P -{0} > r - gsi : Vl gip , u, = sl/r 3

; (ui,..,up)e Sp,r>0 l—)VWé]'s._p, s, = TU, .-

Or, H(z1,._.,zp) finie et vérifiant (3.17)(ii) est telle que H(0,..,0) = O;

1

On en déduit que dM(s ,..,sp) =dh (r ; u) = d}d,(u) dr , par (3.17)(i).

{ On obtient alors que:
|

| c

|

H(z1,..,zp) - JI dr d}-l(u) - IS 12?2) Tk 2y zj} d}.\(u) 7
P -y
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Or, Inf o L B z.}
J )

5 %
Inf .-.l} , avec la convention O/u. = 0,
1£i¢p 1

1&igp
et z.i/O = +0D0 , si zi)O ; on en déduit le résultat.—
) L* . * R
Corollaire (3.4): 8i L (2, 5sss2_ ) = Lim n D (z /n,..,zp/n) , od D e@ , alors,
RashlotL s 1 p 1
n0Q
il existe une mesure positive/& sur le simplexe Sp (3.18), telle que:

(3.20) V7£i$p, z, € EO.+°Q] ’ L*(z1,..,zp) = I { ld};(u1,..,u )
(u“,-”up)eSp 1‘1‘P

avec les conventions: ZGEJ,+00[_ z/O =0 ; +Qo/0 = +00; vérifiant de plusi

(3.21) V1$i$p, j. {-::} d}.k(u1,..,up)
P ol

(u1,..,up ES

]
=
.

|

¥*
Preuve: Considérons tout d'abord L (21,..,zp). pour Vﬁéiép, Zi€E"+ m[

par le théoréme (3.5), il existe une mesure )A.P sur SP telle que:

z,
V1 gigr, 2o, 1 (2)00002,) = f 121; :}d)ap(u1....up) ;
(u1,..,up)€Sp ST i

Notons alors les sous-simplexes de SP comme suit:

3 : al - e ) =1
| AFSIIN ARSR VSN BBt weniiy ‘{(uw"'“p) i “i1+ i .
V1 &g, “iJ?/O'V i__¢{iﬁ,..,ik}. u, = o} ;

On notera également S = § et R ;o= P | 2 ;
2 P PilyeasP } kilypeandy {( 2 Lyl p)e Kiiyseead
ui ..ui = O} H
1 g
On constate alors que f -[ } d yeest ) =0 3
1‘14 )LP 1

(u1 ,..,up

En effet, si ce n'était pas le cas, il existerait un sous-simplexe, par exemple

A T (s i ) 0, et
Sp—1;2,..,p tel que f 1‘141){ } PP g1 b

(u1 E ..,up)esp_1 524044 P

e 5 Inf
on en déduirait, pour ‘151_{_1:, ziGE),+ w[, que f P

-
(u1""up)esp-W 725 004P

d,-\.p[u,f,..,up) ) 0 et indépendant de z, ; or ceci est impossible, car cela

Yy
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* - -
impliquerait que Lim L (21,..,zp) >0, pour z,,..,2, finis, contredisant
Z'W\"O
(3516 .

z ) ; on vérifie que

-
Considérons maintenant L (+w,22,..,zp) - H (Z,I..., g 10

p-1;1

H e satisfait aux hypothéses du théoreéme (3.5); par le méme raisonnement que
p-13

précédemment, on montre que:

V2§_i£p, zieLG'+w[ : L*(+ 80, 7,00012 ) =

P

(wree0u )ES

P=132,.4,P

{ } )l. 150 ( T,..,u ) ; on constate qu'on peut alors représenter
2<l‘P P_ !"7p p

simultanément L (z1 ,...zp) pour z, £ini ou non, avec les conventions pour z/u:

ZEE],H)O[, 0(\1‘41 %zu:z/u; +00 /0 =400 ;
] ZEE),HIJ[, 2/0 =0 ; 0dudl = +00/u=1+00 i
‘ Ces conventions permettent d'écrire, pour V 1 éiép, z E[O,+ w[,

f { }d)lp(uw..,u), (B

(U"l ,..,up) 6 SP‘1 S o 1(1(1::

On peut ainsi répéter 1l'opération, pour aboutir & la représentation eralae

Remarque (3.4): La démonstration précédente prouve de plus le résultat important

suivant:
* * z] e
| Proposition (3.3}: si, V 1 éiép, ziE[U,-t-OO] R (21,..,zp)=Lim nb (—,..,_E ),
n 0 n n
ol D*eﬁ , alors, f 14x<p, ¥ 151’.1 {.. {i P, il existe une mesure positive
it -

}‘kii-'v--rik sur 8, . , telle que M, . : (Bsk-i W) =0, et

-l_r--!lk 1!"1lk i 1,--111(

V1é~] ék’ z‘i_E. [0,-1-%[, L*(+N""zi1,..'zikr.-’+W) = f
J

(“1""“1:)681(;11...,1

( k
(23)
Inf‘ d (4 ,..,u_) , avec les conventions (3.22), qui font
}‘kr ’--!1 1 P
2, B
en-sorte que, sur §, .. o Inf d —p= Inf 4—2t —
ilyreesdy 1@_5? 1454k U,
J

e
PRI PR,



Paul DEHEUVELS
26

Les formulations (3.20),(3.23), associées aux conventions (3.22) paraissent {

artificielles, a cause de la régle de calcul z/D = 0; on obtient une représentati@?[

plus commode, par l'empleoi du lemme:

Lemme (3.3): Etant donnée une mesure positive M sur le simplexe Sp, telle que

B aa

M(‘b Sp) = 0, il existe une mesure positive M' telle que M'(‘BSP) =0, et:

V1éi£p, zie[O.+w[, J. Inf {.z..l.} dM(u1,,_,up) | j

1€idp |u.
(u1,..,up)esp & SR

(3.24)
= f Ine {viz_& dM'(vw,..,vp) =

(V1,--,VP)GS 1“-l£P -

Preuve: Considérons tout d'abord le cas ol dM est une mesure de Dirac au point

(\11 ,..,u.p) 6 SP:}SP ; dans ce cas: :

1 1 %4 '
Sid-M=S i L R =S- = i s O u‘1| = — ,U1 1
LC T | b R b u u 1 il |

1 P +oat =

P 1 il P = 7
1 P

Cette transformation n'est possible que lorsque tous les u, sont 3 0 ; si on

oteal) it

linéaires de mesures de Dirac approchant arbitrairement M pour la topologie vaguey
on pourra définir M' ; enfin, Sp ‘?SP est réunion dénombrable de compacts, et

on en déduit le résultat.—

* *
Théoréme (3.6): 51 L (2 ,.+,2 ) = Lim n D (z /n...,zp/n), Uw(_i( P, Z_EE],+ m], f
e 1 P 1 - 1 {
n 00
* *
D est une fonction de dépendance, alors L admet la représentation:

(3.25) Vigige, € o,+oo] BLHERL ) - J Ine {z,v.} cy.«(v1,--vvi,_):

1£idp

avec les conventions pour 2zV @ V z&&),+00[, VD&véh g = 2
z = + DO ,VOévé]%(+m).VT+w;

De plus, si : : est la restriction de £ ! on a:
Earls g }Lk;11,...1k }" k'lw""lk £

(3.26) V1£iép, f v, ct}...1 e =i

Oévié1, vj:o, 1éj/i£p H

oy

i

-
considére maintenant une mesure M 2 support compact dans Sp *-bsp jLes; combinalam#-u
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On en déduit le théoriéme suivant permettant de représenter une fonction de

liaison extréme L:
Theoreme 3, 7) Si L est une fonction de liaison extréme, associée a une fonction
1/n

n
de dépendance extréme D(u ,..,u ) = nD(u / Sy n>/‘l, il existe une mesure

positive).l. sur S, vérifiant (3.25) et (3.26), Sour T associée d L par (2.13)

et (3.14 telle que, si : . est la restriction de au sous-simplexe
( )r que, /**k;11""lk /**

| - 2 dens
| Sk;l1r--!1k P

f‘ Vigis, = el 1z..002) - 2 )

| 2oLk £ P 1€4, Lo L3 &P

-
- .27) e
(1) Inf{ 2, }d (v,1...,vp)
5 1<:|(k j k;i],..,ik
1"" € K, geerd
k
i | D'une maniére équivalente D admet la représentation:
VW £i<p, uie‘lﬁ,‘I] : D(u1,..,up) =il Ep >
2£k£p WéLW{..(lk__{_p
8 ..28)

(71)1( Sup JVv. Logu (v ,--.v)
(V.l:--rvp)esk;. 14“‘{ } /*kl ,..,;

11...,ik

Preuve: Il s'agit ici de l'application directe du théoréme (3.6) et des relations

(3.13) et (3.14), en remarquant qu'on peut commencer la somme 3 l'ordre k = 2,

car on a toujours L*(+00,..,zj,..,+w) = 2z, par (3-95)(iil)—

Remarques (3.6): Il n'est, en général pas possible d'écrire directement:

LAz, yeieyiz, = A T uozayid B e ; en effet, une
( 1’ ) P) (u e ) e:; 1‘i‘p ( i l) ju( 1! ) p) ) ’
e p e 4
telle écriture impliquerait que L(z1,..,z.‘l 1,ziﬂ,..,zp) soit indépendant de

i et des Zj’ j ;4 i , ce qui n'est en général pas vrai (on peut prendre a titre

d'exemple Sup(z1 1Z.92.) - (z 4z +23) qui est une fonction de liaison extréme

2 3 T2

associée A la limite de la fonction de dépendance Dn , ol D(u1 ,\112,u-3)=?[2’lf(u1 ’ug'ug))

Tl en est de méme de L(z,| ,..,zp) + Zzi . Dans le cas p=2;, on peut cependant
i=q

obtenir, par (3.27):
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(3.29)

Lz ,z.) = Inf (v, z S ) d}.\ o )
ligag, I 2:1,
(vy:7,) €5,
Ces résultats contredisent donc le résultat conjecturé par Galambos,[‘?],

p.265, th.5.4.3., sous le nom de "The Pickands representation", attribué
& J. Pickands III, dans une publication & paraftre, et non publiée & ma
connaissance, Ce résultat stipule que D est une fonction de dépendance

extréme, si et seulement si D admet une représentation de la forme:
D()’1 ,...yp) = exp {I sup 4 v,Log yi} dM(v1 ,..,vp) , on M
s, 1&4é
est une mesure quelconque sur Sp ; aussi bien pour le manque de précision
sur M que pour la fausseté de la représentation, ce résultat est inexact.—

Il reste maintenant a obtenir des conditions suffisantes sur pour

que (3.25),(3.27) ou (3.28) soient des fonctions de liaison €Xtrémes:
Lemme (3.4) V ajseerdy &[0 1] il existe une fonction de dépendance D

telle que Lim n D(z /n,..,zp/n = Inf(a1z1,..,a z ) V1 Lidp, z, EE) +w['
n g

De plus, si a1,..,apé_[0,3 . ilg%n D(zq/n,..,zp/n) E Inf(a Zypenrat ), 1(1!&1

z. € [GH-WJ , avec au moins deux z. EiRac—
X

Preuve: Considérons tout d'abord une v.a. distribuée uniformément sur

p
E],W]p = ‘n:Ej,ci—], et uniformément sur le segment (C‘,..,O),(CT ,..,CP),
1=

avec des masses respectives 1 - A et A ; La fonction de répartition de
= .. i Gy iwia g X e
cette v,a. est F‘(x1,...xp)_ AIn.E‘(x_I/C1, ,XP/CP), G x1_é preer pé -

Lo ! .éme
d'autre part, la fonction de répartition marginale de la i composante
est: 1

F.(x.)

b Axi/ci

s ds‘I"dsp
1_pr 314)(.[,1‘3,{1‘13

c.

J

J=1

ax fo; + (1-A)x, 1T(1-c)/ Trc

Ainsi, la fonction de dépendance associée est, si L ,..,up sont assez

petits: '

u /e e
A Inf i

Ayt (1-8) TP(-c )1 - e, Alegr(1-a) T, MR Trc
A S R




Caractérisation compléte des lois extrémes multivariées et de la convergence des types extrémes

29

. * s
La fonction L (z],_.,zp) = Lim n D(zi/n,..,zp/n) est donc Inf(a1u1,...apup)

n
1 1 P
avec: W1 Likp, — =1 +[- - 1} <, U(T - cj) {1 -Tr cj};
a. A J#L J=1
i
1
Posons maintenant A = == , et Cj = dj /n ; Lorsque n-%+00 , on peut

n+ 1
1

rendre == - 1 arbitrairement proche de Gi >0 donné ; par continuité,

a.
=

on en déduit qu'il existe un choix de A 6[0,1[ 1 CpreeaCy € [0,1[ tels

que a ,..,ap soient p nombres E[O,‘I[ donnés.

1
Pour un tel choix, on vérifie que V1 £i1(i2£p N N €[0,+ w[ ,
1 2

L b 3 1

*
L (+00 peesZi e Zg ,eey+0Q) = Inf(a. z, ,a. z. ), et on en déduit
i 2 1 1 2 2

le résultat pour V‘I Lidp, 0fa ¢t
= - - 1
Dans le cas oi certains a, sont égaux a 1 , le résultat précédent

subsiste, en posant c. =1, si B 1, et en raisonnant comme précédemment
-

sur les autres c, i dans le cas ou tous les a., = 1, on obtient, en particulier:
d

D(u,| s ..,up) = In.f‘(u1 ; ..,up).—

Lemme (3.5): Tout centre de gravité de fonctions de la forme

Lim n D(z,]/n,..,zp/n), ol D est une fonction de liaison, est encore de
n 00

cette forme.—

* *
Preuve: 8i L1 et L2 sont associées & ‘D1

3 qp, + (1~-<:1)I)2 , qui est une fd, si Oéq__{_h par (2.4).—

*
et D, , qLT + (1—q)L2 est associée

*
Théoréme (3.7): Pour que L soit tel qu'existe une fonction de dépendance D,

telle que:

V1 éiép, ziE[E),-v-m] : L*(ZW""ZP) = er.lqm)n D*(zq/n,..,zp/n) ,

S 4 - * :
il faut et il suffit que L admette la représentation:

V1 _éi éPs ZieE),+wl . L*(z1 5 ..,zp) = f Inf zivi}d)l(V_E ,..,VP)

1€£iép
(vyseenv )ES, 55
avee les régles de calcul pour zv : (+ Q0 )O = + 80 , ol )l est une
mesure positive sur § telle que, si : ; est la restriction
P = que, h=11,--»1k

de sur S.. . : on ait les relatio) uival :
)l k;l‘T""lk 4 ns suivantes
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V 'ISkék'sp : U] éi1<"<ik ép ,VTSj.‘(..(jk,‘{p , avec
(1110‘vik)c(j1r"!jk|)s
f d)&k';j.jt-ujk.(v1".,vp)

(v, 1eesV JES. | - -
R e (/%)

(Vi seesv; ) Fixts 1€igp

(3.31) 1 B

d : : s
i ponrlg i

{érs—;p (1/Vi)}

<

(3.32) Y- &idp, vioap Ao =t

(\J’_‘,..,\Fp)es,L =

Preuve: Tout d'abord, la condition est nécessaire, par le théoréme (3l6), et
du fait que 1'inégalité (3.31) équivaut i 1'affirmation:
L%(z1 ’“'Zi""zp) £ L*(z1,..,+00 ,..,zp);
La condition (3.32) est donnée par (3.26).
Montrons maintenant que la condition est suffisante:
Considérons tout d'abord L*(z,l,..,zp) POUr ZpyeeyZy Pimnis 3 &i I ot

le barycentre par une mesure de masse totale 1 de{ Inf(uizi)}, ol les

1£idp

u.e[O,W] , C'est une fonction de la forme Lim n D(z1/n,..,zp/n) , en appliquant{
1

nd

le lemme (3.4), le lemme (3.5), et le fait que toute mesure & support compact
et de masse totale 1 est limite vague d'une combinaison linéaire de poids 1 de

mesures de Dirac; Le fait d'intégrer sur F‘,p , au lieu de I:O.'l R introduit

. 1 : *
le facteur normalisateur ; en fait, L (21 ,..,zp) n'est un tel barycentr

Inf (‘L/ui)
1£i€p

qu'avec une masse § 1jcompte tenu du lemme (3.4), si on retranche le poids

*
ainsi obtenu pour L (Z'!""Zi 10+00 925 ....zp), on a encore une mesure
= +

et on peut réappliquer le raisonnement

positive sur § ’

P=131500pi-17i413.4,P
sur ce sous-simplexe. On obtiendra un barycentre de masse totale 1, si les

conditions (3.32) sont vérifiées.—
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Remargues (3.7): Les conditions {3.31) et (3.32) permettent une construction
simple de toutes les fonctions de liaison et de dépendance extrémes; il suffit,

en effet de se donner les 2P mesures sur le simplexe S et ses faces,}‘_k ) o
P ;l_' b . -,lk

en vérifiant les relations d'ordre entre les nombres (3.31) et (3.32). On

résoud ainsi le probléme de la représentation des lois limites extrémes.—

Théoréme (3.8): L, respectivement D,est une fonction de liaison extréme, respective-
ment une fonction de dépendance extréme, si et seulement si elles admettent

les représentations:

V"éiép, ZiEEJ,+°0[r L(Z,l,..,Zp) = :

2 £k < p 1£i1<..(1k€p

-~

(-1)" 1ne Vi.zi.}d/“ . (T s
(V1""Vp)esk;i1,..,ik 1658k bt 75 g Ao

Vigigo weB] . oem) - o)
2£kgp 1£i1(..(1kZp

k
4/ (-1)" sup {Vi Log u, }d (v1,..,v) ;
j i Ksiygeniy P

(Vq""""p)e Sk;i1,..,ik 1474k J

ol VLékép, $’1$_i1 (..{ik_{p, )"‘k;]'.],...ik est une mesure positive sur

le simplexe §. . ., vérifiant les relations (3.31) et (3.32).-
k;11 1. "lk

4,— Applications & la convergence asymptotique des lois extrémes:

Dans les §2 et 3, nous avons montré que tout vecteur aléatoire (¥(1),..,¥(p))
possédait une fonction de dépendance D (non nécessairement unique (th.(2.1)), et
que, si {(Yrﬁ),..,‘{n(p)),n),W} était une suite de v.a. indépendants de méme loi,

1 1 4 5
Dn(u1 sl N = Dn(u1/n,..,up/n) était une fonction de dépendance du vecteur

Sup Yi(] )yeuy Sup Yi(p)].(lemme (3.1)) ; nous avons ensuite décrit le comportement
1€ign 14ign

asymptotique de Dn' lorsque npO) , et caractérisé les limites possibles de Dn A

Lorsque (¥Y(1),..,Y(p)) a des lois marginales continues, D est déterminée

dé maniére unique, ainsi que la fonction de dépendance ded Sup Yi (‘l),... Sup Yi(p)};
14igp 14i€p

lorsque ce n'est pas le cas, on peut se demander Si le comportement limite de D

e
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dépend de la fonction de de dépendance choisie parmi 1'ensemble des possibilités
pour le v.a. {Y(1),..,Y(p)}; le théoréme suivant montre qu'il n'en est, en
général rien:

Théoréme (4.1 }: Etant donnée une fonction de répartition, F, dont 1l'ensemble des
points de continuité marginaux (pdclm F) est C ; si FU(C) désigne 1l'ensemble des

. n 4
points de la forme (u1 ,..,u;l), ott (u,l,..,up) € F(C), si D est une fonction de

) i

limite Dm est définie de manidre unique, indépendante des choix possibles

dépendance associée & F, et si Dn(u1 peesll ) = Dn(u::/n,..,u;/n) —5.D
P

pour D, F étant fixé, sur l'ensemble:

LimSup F(¢) = n U Frie)l .~

n 09 nl | m>n

P
Corollaire (4.1): Dm (u1 . ..,up) est définie de manidre unique sur TT I, , od

i=1
Ij = {O}U{1} b o [0,1] , suivant qu'existe ou gque n'existe pas de a, tel que, sy
- ; : " e .eme |
t>O’Pi(ai“£) £ Fi(ai+o) = 1 (maximum atteint avec probabilité >»0 de la i

composante du v.a.)

1/n ’I/n

. 11 2 - - Y .
Preuve du Théoréme: D_ = D (u.1 ooy ) est défini de maniére unique sur

n
FH(C); si D est une f£d quelconque de F, D, converge uniformément sur 1'ensemble
(4.1), d'ou le résultat.—

Preuve du corollaire: Supposons qu'existe i, 0&ud1, tel que, pour n assez grand,

il n'existe pas de pdc u, de F,, tel que u?e [u—E, ,u+2], € 70 étant choisi tel

1/n 1/n
que & £Inf(u,1-u); alors, pour n assez grand, Vyi pdc F,, yi¢[(u—£) /) , (urg) / |
et, en faisant croitre indéfiniment n, on recouvre [?vuﬂ[ , ce qui implique
l'existence d'un point a, tel que F(ai—a) el F(ai+0) = 1 ; réciproguement,

n
S Ay
pour tout pdc y, de F, tel que Fi(yi)< 10 F‘i(yi) < F( i 0) £ 1, et donc F1(y1)
—~50 uniformément; or en déduit le résultat.
Remarques (4.1): 1°) Dans le cas d'une distribution non bornée supérieurement
sur chacune de ses composantes, le corollaire (4.1) s'applique et DW est déter-
minée de maniére unique partout.
2°) Dans le cas ol il existe un aj (fini) tel que F(aiwé) 72l F(ai+0) =1,

on sait que le maximum correspondant sup )(k(1) —» 2, P.s., et est donc
14kén

asymptotiquement indépendant des autres maxima; on peut donc toujours, dans ce

cas, choisir D telle que:

[+
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DU (s e = u. $ D :
00" T po,ry ] w0 T

on V1 ésér, Ijs = [0,1] 5

Nous utilisons maintenant les résultats précédents, par application des

lemmes:

Lemme (4.1): Si une suite de lois de probabilité de fonctions de répartition

{Fn,n))} converge vers une loi limite de fonction de répartition F, ayant

| ses fonCtions de répartition marginales continues, alors toute suite de fonctions
de dépendance {Dn,n>/1} , telle que Dn soit associée 2 Fn’ Vn),1 , converge
vers la fonction de dépendance D de F.—

| Preuve: D est définie de manidre unique, et, comme tout point (YT ,..,yp) est
: 1 .
pdclm F, Lim Fn(y1,..,y Y = F(¥. yeesy.) = D(F (¥ Y, ee s Fo(y.)); on-sait de
P il P 1 P

| n 00
| plus, par le .théoréme de Glivenko-Cantelli, les fonctions de répartition margi-

nales limites étant continues, que: sup _{Sup lr-‘;(yi) = Fl(yi)‘}*o §

i6ig b oy,

Tout (u1 ,..,up) 4 [O,ﬂp , pouvant se mettre sous la forme (‘F1 (y1),..,Fp(y A

P
. ol i/
Vevo, =31, ol {S‘f’ | Fl(x,) -+ (xi>1}545/p, J(z,.0002) pacin
de F_, tel que Sup lwl(z) —Fi(y’,)1£. 3€/p ; on utilise alors (2.8):
H 184p 2 ==

| NGRS IC TR VRN CACR W, R P 2273

[Fueyreermy) = Flyreemp| € Elrbte) 0| € weh

On en déduit que an(u1 ,..,up) - D(w, ,..,up)\ﬁ& ; d'on le résultat.—

Lemme (4.2): Si D est une fonction de dépendance associée 2 la fonction de

répartition F de (){1 ,..,XP), alors, si (.P ,..,tPP sont p fonctions croissantes
au sens large de R dans lui méme, alors D est aussi une fonction de dépendance

associée A F‘((?ﬁ_1 (x_l),.., (P: (xp))v fonction de répartition de ’.P1 (X1)""‘fp(xp))

" -1
Preuve: Evidente; on notera que \_P (x) est généralement défini par:

(_?-1 (%) = Sup{teﬁ; LP(t)( x} -

On considére maintenant le cas de transformations linéaires; on pose:
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S a, = (a1,n*--'ap,n)E:RP y by = (b1,n""bp,n)eﬂp’
(x - b )/a, = ((x(1) = b, DA aees (X@) =B O/a ),

1,n P,n pPyn
an‘> 0, si ¥ 1€i &£p, ai,n> 0.

On dit que les lois de X et Y sont de méme type, s'il existe a >O, tel
que Y ait méme loi que aX + b ; on dit que le type de X est non dégénéré, si
le type de chaque coordonnée n'est pas celui d'une loi concentrée en un point;

on dit que le type de Xn converge vers le type de Y, s'il existe une suite

(an’nn) telle que an}( T bn converge en loi vers Y.
On obtient le résultat suivant:

Théoréme (4.1): Pour qu'une suite de v.a. de jRP aient un type limite non
dégénéré, il faut et il suffit que chaque suite de composantes aient un type
limite non dégénéré, et que la suite des fonctions de dépendance des v.a.

ait une fonction de dépendance limite.

Corollaire (4.1): Dans le cas oi la suite de v.a. est { sup Y.(1)y.., Sup Yi(p).

: i
14igp 146
olt {YH(W ),...Yn(p),n?ﬂ} est une suite de v.a. indépendants de méme loi,

le type limite, existe si et seulement si, d'une part, chaque coordonnée appar- 3

tient au domafne d'attraction des lois A, @a' ou L‘ja s d'autre part, la

fonction de dépendance D appartient au domafne d'attraction d'une fonction
de dépendance limite de la forme (3.34), avec les conditions (3.31) et (3.32)%
Une condition nécessaire et suffisante pour que D vérifie cette propriété est

que: z

z
VW éiép, ZiGE)H-w[, Lim n D(1 - Ao g B eaatel:
n Q0 n n

*
Soit encore, d'une maniére &quivalente, si D est définie par (3.10):

VW £icp, z_&[O,-v-«)], Lim n D*(z1/n,..,zp/n) existe.—
i Ahe

Remarques (4.2): 1°) Le théoréme limite des types de Khintchine ( [11], ou 10]_

p.40—44) montre que, dans le cas univarié, le type limite, s'il existe est
unique. Le corollaire (4.1) généralise ce résultat au cas multivarié, On peut
également utiliser le théoreme (4.1) pour obtenir des résultats de convergence
pour des familles de transformations plus générales que les transformations
affines.

2") La structure de 1'ensemble des valeurs d'adhérence de{Dn,n)/1} n'est
pas complétement déterminée. Il serait intéressant de vérifier s'il est ou non

convexe, et si ce n'est pas le cas, quelle est sa structure réelle.
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3°) En fait, le cas le plus fréquent de loi limite extréme, est le cas de
1'indépendance asymptotique des extrémes; ce cas est obtenu lorsque la fonction

de dépendance limite est:

D(’o(u1 ,..,up) = Upyeesty correspondant 3 LDO(ZT ,..,zp) =0 ;

*

pour ce cas, LW {z1 ,..,zp) = 0, si au moins deux z; sont finis, correspondant

a )A]( . . =0 pour k>3, et .  étant une mesure de Dirac au point
Plyaeendy ‘ 15d

Bhycoe S e e

On déduit des théorémes précédents (notamment (3.4)) la condition nécessaire
et suffisante suivante pour 1'indépendance:
Théoréme (4.2) Pour que [ Sup Xi(1)"" sup Xi(p)} soient asymptotiquement
1€¢p 1£ip

indépendants (au sens que leur fonction de dépendance converge vers %y ..up), il
faut et il suffit que, si:

1
Vﬂéiﬁp, Vn>/1, a, ~est tel que: P(x(i)‘>ai’n)$:_(_P(X(i)?,ai,n) .

’

VW £€igigp, Lim n P(X(i)}, ai’n,x(j)>/a ) = 0.

ndd Jan
En d'autres termes, il faut et il suffit que la condition d'indépendance asympto-

tique soit wvérifiée pour tous les couples de coordonnées.—

Remarques (4.3): 1°) Par le théoréme (3.1), il suffit de vérifier (4.4), pour

k
n==0C , k-»+0 .—

2°) On peut se demander si le cas oll les extrémes multivariés ont une forme de
dépendance limite ne cofncide pas avec celui ol, au voisinage des points extrémes
du support, la v.a. est p.s. asymptotiquement liée par une relation fonctionnelle.

Ce point n'est pas résolu 4 nolre connaissance.—

3°) L'inférence statistique sur la mesureﬁ est délicate; nous donnerons des
méthodes pour établir cette inférence dans une prochaine note, par des techniques

non paramétrigques.,—
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