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values

English Summary: This paper deals with the weak asymptotic convergence of the extreme
JT Max X (i),.., Max X (p)l = Yn , of i.i.d.r.v. {xm0 ), •. ,X (p)U •
M^ién lé1-11 J

It is shown that it is possible to define a continuous dependence function D, defined
by G(x,..,x ) = P(x(l)^xlf..,x(p)^xp) = D(G1(x1),..,G (x )), G.(x.) = p(x(i)^x.),
at each continuity point of |g.,1 ^i^pl, without any continuity assu^pt-îm on G.

Except in the degenerate case where at least a coordinate X(i) has a finite maximum
w.p. ^0, it is shown that any- dependence function associated to X uniquely détermines
the limit set of D , dependence function associated to Y , n—^DO, and that this limit

n n

set is a closed connex set either infinité, or reduced to a single point. Simple neces-
sary and sufficient conditions are given in order that D^ has a unique limit.

The set of ail possible limit dependence functions is completelv characterised by the
following représentation:

>k

d(y1 ,
= y. -, Æ )

[2?Î3P 1
(-1 y

V€SVH
J Sup Log u

'A=v...ik(vi’"’V}
L1’”’xk

where is a positive measure on the simplex S .k; i1 ,.., ifc {v ;

y ^ 0, V. = o, i ^{ir--,ikJ(j , satisfying boundedness and ordering conditions.

; v. +.. +v. =
xk

It is shown that this représentation cannot be reduced to a single term (k = p) except
in particular cases, and that the décomposition is unique, with boundary conditions.

As a by-result, the set of ail possible types limits of extreme values of sequences
of i,i,r.v. is characterised.—
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0 »— Introduction:

Le problème de la convergence faible asymptotique de Y =J Su

Il <i
Sup X. (1),.., Sup X. (p)l,
<i<n 1 <i< n

«s
>)'

pour n»->«&û J °ù xm = ), .. >xm(p)\ est pour m^1 une suite de vecteurs aléatoires
indépendants et de même loi de » a été résolu dans le cas univarié, p=1 , par

Gnedenko, H , 1943. Il a montré, notamment, que les seules distributions possibles,
limites faibles de (Y - 1v n

fonctions de répartition:

b )/a , a >0, étaient, dans ce cas, les distributions de
n ' n n

A(x) = e

[èxp(-x0k00 “f
Tfa(x) -J

» x GrlR ,

_a) »

loi de Gumbel

, a> 0, loi de Frechet ;
x<0

, x^O

exp(-(-x) ) , x<0
, a^O, loi de Weibull.

Dans le cas multivarié, le problème n'a pas été, à notre connaissance, résolu en

général, sauf pour le cas bivarié, étudié principalement par Finkelshteyn, HH 1 953,
Geffroy,£l3j, 1958-9, Sibuya,jj4], 1960, Tiago de Oliveira,^^, 1958-75. La référence
de synthèse la plus récente sur le sujet est le livre de Galambos, {VI 1978, où l'his¬
torique du cas multivarié est esquissée p.271 -273.

L'introduction de la fonction de dépendance, définie pour une fonction de répartition!
F de X , de lois marginales F ,,.,F continues, par l'identité:

m 1 p

D (F^ ( x^ ),.., F (x )) = f(x.j,..,x ), permet de résoudre partiellement le

problème en montrant que Y converge asymptotiquement vers une loi limite, si et

seulement si c'est le cas pour chaque coordonnée, et
. _ n ~n, l/n 1/tk

S1 » • • ,Up)» • • >Up )
converge vers une fonction de répartition limite. Les problèmes restés en suspens

sont:

fi) Sous quelle condition D converge vers une limite ?' n

(ii) Comment caractériser toutes les limites possibles de D ?

(iii) Que se passe-t-il lorsque X n'a plus une distribution continue, D n'étant
pas nécessairement alors définie ?

Nous résolvons complètement ici les problèmes précédents, en montrant que D a soit
n

une limite unique, lorsque:

\/l /L i <Cp, z. , Lim n (1 - d(1 - z /n ,.., 1 - z /n )) existe ,1 L L nOO ' P
soit un ensemble de valeurs d'adhérences connexe et compact pour la topologie de

la convergence uniforme. Nous explicitons complètement la structure des fonctions de

dépendance possibles, infirmant un résultat annoncé et non publié de Pickands

th.5.4.3, p.265). Nous résolvons enfin le cas de v.a. non continues, en montrant que

les résultats du cas continu subsistent toujours, sauf dans le cas dégénéré, où une

coordonnée atteint son maximum avec probabilité "5>0.
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1 Généralités sur les fonctions de répartition:.

Soit Y = (Y(1 )f..,Y(p))m un vecteur aléatoire (v.a.) de fonction de répartition
(fr) G(y) = GCy^.^y ) = p(y(i )<y1 , . •, Y(p) <y ), et de fonct ions de répartition margi
nales:

V1 ii^p. ffjp = P(Y(i)<yi) = G(+00 ,.., y±, - •, + 00 ), V £ £-00 ,+ Oo] ;
Un point de continuité de G fpdc g) est y£ f-00 » + Oo[|P* tel que Lim G(z) = G(y);

z -*y

Un point de continuité pour les lois marginales de G (pdclm G) est y = (y.,.., y )

é(r<W ,+oo]p, tel que, V1 ^i^P, Yt soit point de continuité de G..
î

Une fonction de répartition (fr) d'une loi de probabilité est une fonction P, telle
qu'existe un v.a. de fr G, tel que, \j y pdc G, F(y) = G(y).

Plus généralement, si M est une mesure sur la fonction de répartition de M,
si elle existe, est définie en tout point de continuité par:

y„

G(V-*’V =IM5 dM(s1
00 J- 00

Nous utiliserons souvent, par la suite, les propriétés suivantes des fonctions de
répartition:

»P.
— si P est une fonction de répartition associée à une mesure bornée M sur HR

Pfy,.--.- 60 ,~Æ - o , V V’7i-,'7u,’"’7PÉ'$li
De plus, + 00 et - 00 sont points de continuité des fonctions de répartition

marginales :

F,(y,) = F(+00 ,..,y,,..,+ 00 );1 ' 1

Enfin,

F(+00 ,..,+ 00) = M(^p ), soit 1, dans le cas où M est une probabilité.
— On a l’inégalité, dans le cas où F est la fr d'une mesure bornée positive sur^J^J:

Vi^^p. Vy-,yv e [-OO.+ OOJ ,

|F(y;,,..,yp-F(y1',..,y^)|4 £1 F.(SuP(y' ,yV)+o)) - Pi(lnf(yj,yV)-0) ;
En effet, en se ramenant à la fr G d'un v.a. dans Ülp , on constate que:

|p(Y(l)<y",..,Y(p)<y") - P(Y(l)^y',..,Y(P)<y')| / Z P(Y(i) £ [y.! ,y^l) ;• P PI L - J

pour montrer cette inégalité, ramenons nous au cas où y! /y'.' , 1 ^i ^k, y.'Sy'.' ,î^i ** ** î î

V k+1 ^i^p ; on se ramène alors à l'inégalité évidente (fig.l):
V A CA', B dB' , (AflB')A(BnA') c. (A' - A) U(b' - B).

Figure 1 :
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On se ramène ainsi à la majoration de |p(Y(l)4y}'f..,Y(p)^y£) - P(YCl)6j,.M
Y(p) 4 y^) j > lorsque, V 1 ^i<£p, y| ^ y" . On conclut par l'inégalité évidente (fig.2)î:

Va C A', B C B', (A'flB') - (AflB) C (A - A') U (B - B').

Figure 2: A'

- Tout pdclm G est pdc G ; en particulier, la continuité des

fonctions de répartition marginales implique celle de la fonction de répartition ;

Une fr est parfaitement déterminée sur l'ensemble de ses pdclm, égal à "^J^P moins
un ensemble au plus dénombrable de points, (et donc partout dense dans :rp)-

(Ceci se déduit directement des propriétés usuelles des fr univariées, et de

6)

— Pour que F(y1,..,y ) soit fonction de répartition d'une mesure bornée positive,
il est nécessaire que (1.3) et (1,4) soient vérifiés, ainsi que F soit une fonction |
croissante au sens large de chaque coordonnée. Cette dernière condition n'est cependant I
pas encore suffisante; compte tenu de (1 .3) et (1.4), une CNS est que (voir p. ex.

Billingsley, £ 2 ], P.226), si on note:

VV-.-hp 6 L-00,+0°] . Vy1....yp€lR.
^i;hiF(yi’**>yp) = F(y1,..,y,+h.,..,yp) - F(y.,,..,ÿp) ,

Ah hF(yv’yJ " p(yi+hi ,..,y +h ) - n F(y. +h ,..,y.,..,y_+h„) +V**’ p ' p 11 p P pi*P P P

1 *$$11 »••) + •• +
1^i-j » • *|ij^P 1 k

distincts

(-i)pF(y,,..,y>-A °..°A ||1 P

7)

8)

Vy,,-.,ypéjR. V > 0.

Il sera utile, par la suite, de faire usage des notations suivantes:

\/ Y-] ' • • ’ Yp (î 1R » = *"* ou ^ ’

F(y +e h ,..,y +e h ) = <l)(e ,..,e ) ; on constate qu'on peut, si
P P P • ' P

(1 .3),(1.4),(1.6) sont vrais, écrire de manière unique:

W(e ,..,e ) = U>(0,..,0) + £_
» 1 p ' iCi1<i<P

C.e. +
1 1

• * I C. . e. . .e.

1^1 ’ •,’ilc^P ll*’lk 1-1 |
di?tinctc

+ •* + °1 ..pS1 "ep
où tous les C. . sont positifs; réciproquement, cette condition implique (1.7).

V*xk
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Remarquons que la condition (1.7) reste suffisante, si elle est vérifiée
au voisinage de tout point (y^,..,y ). Lorsque F est ^ fois continûment diffé¬
rentiable au voisinage de ), elle peut être remplacée par:

V1 distincts
""by • ... “"b y.

Lorsque F est ~ fois continûment différentiable partout et vérifie (1.3),

(1 .9) est suffisante si elle est vraie seulement pour k = p.

Nous montrons maintenant quelques propriétés utiles des fonctions de réparti¬
tion:

Lemme (1.1): Si F est fonction de répartition d'une loi de probabilité dans ülp>
et si h ,..,h sont p fonctions réelles à variable réelle, croissantes au

| | p
sens large, et de limites + ûQ ou -(X) > si la variable tend vers + Q0 ou - QQ ,

alors F(h^(x^),..,h (x )) définit une fonction de répartition d'une loi de
probabilité.-

Preuve : On vérifie directement que (1 .3),(1 .4),(1 .7) sont vérifiés. En termes
de v.a., F(x1,..,xp) étant la fr de (x(l ),.. ,x(p) ), F(h1(x1 ),.. ,hfxp) ) est fr
de jj (X(l)),..,hp(x(p))) , o* J
Lemme ( 1 .2): Le produit de deux fonctions de répartition de lois de probabilité
sur w est toujours une fonction de répartition.—
Preuve: Si F est fr de (x(l ),..,X(p)), et G, fr de (z(l ),..,z(p)), alors, si
X et Z sont indépendants, FG est fr de (Sup(x(l ),Z(l )),..,Sup(x(p),Z(p))).—
Lemme (1 .3): Si H(u) est une fonction de £0,1) dans , telle que H(o) = 0,

/N I" (k) f \
et H(1 ) = 1 , n fois continûment dérivable sur {0,1! , et telle que H (uj0,
\f 1 £k<p, V 0 1 > alors, si F est la fr d'une loi de probabilité sur ,

h(f) possède aussi cette propriété. En particulier, F est une fr, si r est un

nombre réel ^ p-1 (et aussi ^ 0) .—
Preuve : Tout d'abord, il suffit, compte tenu des conditions aux limites, que

H( n + 5 ri.x. + .. + \ r». x. ..x. + .. + ri x ..x ) admette
0 %Ï5 11 1 V-1* "i lk '-p 1 p

lorsque les ri. . sont positifs, et les x. infiniment petits, un développement
1r,1k 1

du type (1.8) à coefficients positifs. Or ceci s'obtient directement, en écrivant
la formule de Taylor-Lagrange à l'ordre n pour H au voisinage de , formule

qui aura des coefficients positifs, les dérivées étant positives.

Dans le cas particulier où H(u) = ur, la positivité des dérivées d'ordre ^p
n'est réalisée que si r est entier ^.1 , ou si r est réel ^0, et p-1 .—
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Exemple (1 .1 ) : Sur F définie par: F(x,y)
fKlnf(x,1 )+Inf(y,1 ))

si lnf(x,y)>0,
.0 si lnf(x,y)^0,

est la fr d'une probabilité uniformément distribuée sur les segments (0,0),(0,1)ffl
et (0,0),(1,0). Lorsque 0 ^ x,y ^ 1 , F(x,y)=-J (x+y), et, si on considère

Fr(x,y) = (-5(x+y))r, 2^ ÜLL,’.^2= r(r-l)(x+y)r 2 ; on vérifie que si r / 1 , Fr
"b xl)y

n'est pas une fonction de répartition, ne vérifiant n=c (1.9).-
Lemme (1 .4):(inégalités de Frechet) Si G(y^,..,y ) est la fonction de répartition !
d'une loi de probabilité sur^J^, de fonctions de répartition marginales G^ ,
1 4ii ^p, alors G vérifie les inégalités:

Vi$i$p» yiCR- G(y1»--»yp)^In£(G1(y1)*-*»Gp(yp)) ;
p

sup(o, 1 - p + 2lGi(xi)) £ G(y-|. - -.y ).-
i=1 ^

Preuve: Voir Frechet,fôj, ou Galambosth.5.1 .1 p.245«—

2o— Fonctions de dépendance et de liaison;

Etant donné G, fonction de répartition d'une loi de probabilité dans K » de
fonctions de répartition marginales G^, 1 4i^ p, on appelle fonction de dépendance,!
de G (fd G), toute fonction satisfaisant à l'identité:

Vy = (yv’yp) Pdclm G» G(yq***»yp) = D(Gq(y1)****Gp(yp))*
Si on note I. l'ensemble des points de continuité de Gi, et J\ son image par -j

G., celà signifie que D est déterminée par (2.1) sur /|TJ. , et peut être proion-
1

* 1=1 1
gée arbitrairement a 1'extérieur.

Considérons tout d'abord le cas où les Gi sont toutes continues; dans ce cas,
D est définie sur £o»1j * on constate alors que D y définit la fonction de
répartition d'une loi de probabilité de support , et de lois marginales !
uniformes sur [o,0 , c'est à dire:

V1 ^-£p» Vyifcl0»1] » Di(yi) = d(i t... yi * 1 ) = y± •

En effet, on sait que si les G^ sont continues, et si (y(1 ),..,Y(p)) est un
v.a. de fr G, \/l ^i£p, Gi(Y(i)) est uniformément distribué sur £o,l]; de
plus (lemme (1.1)), la fr de (G (y(1 )),..,G (Y(p))est une fonction D qui satisfais
(2.1 ).

P*
Considérons maintenant le cas général; sur J. , D vérifie par (2.1), les I

i=1 1

propriétés caractéristiques d'une fr. (1 .3), (1 .7)* (1 .8-), ainsi que (2.2); nous
montrons :



Caractérisation complète des lois extrêmes multivariées et de la convergence des types extrêmes
7

(2.3)

Théorème (2.1 ): Pour toute fonction de répartition G, il existe une fonction

de dépendance D, fonction de répartition d'une loi de probabilité dans mi
de lois marginales uniformes sur Po, 1j , telle que:

V 1 £i< P j# [C, 1] , Di(ui) = D(1 , ..,ui, . .,1 ) = ut ;

(y^.-.Yp) Pdclm G, G(yi ,..fyp) = D^ ),.., Gp(yp))
Preuve: On ne perd aucune généralité à se ramener au cas du v.a. (G^(y(i ),..
G (y(p)), et le problème est alors de montrer que si D possède toutes les propri

tés d'une fr d'une loi de probabilité de lois marginales uniformes sur m ■
sur ifJ., on peut interpoler D en une fr d'une loi de probabilité de lois margi

i=1
p

nales uniformes, dans fo,il ^ - iri* Nous allons établir cette interpolati<
i=1 1

par récurrence.

Considérons u^ ; si u. n'appartient pas à J\, alors nécessairement,
il existe A.^u.^B. , avec A. / B. , et deux suites de pdc G-, y.' ‘T y. et

1— î^i 1^ 1 11,n i

y'.' X y. > telles que G. (y! ) ^G. (y.-O) = A. , G. (y" )\G. (y.+o) = B. .i,n” 1 1 i,n'' 1v 1 1 iv i,n' ■*11’

p
Etant donné un point de jÔ,1Jp - *TTJi » nous appellerons ordre de ce point,

i=1 1
le nombre de ses composantes qui ne sont pas pdc de la fr G^ correspondante.

On introduit alors la relation d'équivalence suivante entre deux points

IS»..de MP
U /v V V1 ^ p» Sup (Gi(yi) ; G-Cy^u., y\ pdc Gi)

= Sup (Gi(yi) ; Gi(yi)^vi, y± pdc G±) , et
Inf (Gi(yi); Gi(yi)^u, y± pdc Gi) = Inf ( G± (y±) ï y| Pdc S*)*

Deux points d'une même classe d'équivalence ont même ordre; de plus, [?-r
p

- TT J. est réunion disjointe des classes d'ordre 1,2,..,p.
j=1 1
Considérons tout d'abord une classe d'ordre 1 ; on se ramène au cas où

cette classe est de la forme £a,b} {u^. .{up}, ^ £ J\ pour i^2; dans ce
cas, la f D devant être continue par (1.5) et (2.2), on doit nécessairement

imposer D(A,u ,..,u ) = Lim d(g^ (y^) jU^,.. ,u ), et de même pour D(B.,u ,..,u ),
yA* y

avec une suite y"Xy de pdc G . On interpole alors linéairement D par:

(v-a)
) = D(A,u ,..,u ) + (D(B,u ,..,u )-D(A,u ,..,u ) .2 P 2 p (B_A) 2 p 2 P

On vérifie que cette interpolation prolonge D dans la réunion des classes

d'ordre C. 1 . De plus, sur cet ensemble, D vérifie encore les propriétés des

fr (1.3),(1.4),(1 .7)• La démonstration de (1 .7) se fait en
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dérant dans (1.6), tout d'abord le cas où et +h^ appartiennent au
même intervalle de discontinuité de G. , soit [a, b] ,

on montre alors que

Ah ,..,h D(yi'‘**yp) est proportionnel à Ag_A>h h D(A,y2>..,y ) ; on1 p ’ 2’’ * | p

utilise après le fait qu'il suffit de vérifier (1.8) localement.

On raisonne après pour les classes d'ordre 2 ; on se ramène au cas où une telle

classe est de la forme (a,b).(C,D). u^,..,u ; considérons successivement les
faces D(A, vg , u-*-*..**»■*p) , C^Vp^D ; D(B, v2 , ; D(v^ , C , , A ^v^ ^ B ;
D(v , D , .. ) ; le fait d'avoir déterminé D sur les classes d'ordre 1 impose
nécessairement les valeurs de D sur ces faces. On vérifie que D est alors linéaire

en v

faces.

, sur chaque face, et vérifie, par passage à la limite (1.8) sur ces

Par transformation de (a,b) et (C,d), en C0'1] , on se ramène au problème de
l'interpolation d'une fonction f(v ,v ), définie et linéaire aux bord du carré

l0'1]2 , à l'intérieur du carré.
Or, par (l.8), f(v^ ,v ) peut être interpolée sous la forme:

f(v ,v ) = a + bv + cv + dvv , où respectivement:v
1 ’ 2' 1 2 12

a = f(0,0) £,0 ; b = f(l ,o) - f(0,0) ^,0; c = f(0,l) - f(0,0)^0 ;
d = f(1 ,1 ) - f(l,0) - f(0,l) + f(0,0)^,0.
On interpole ainsi D sur la réunion des classes d'ordre ^ 2 ; sur ces classes,

D vérifie de même que précédemment (1 .3),(1 .4),(1 .7)» la démonstration de ce dernier

point se ramenant alors à montrer que a + bv + cv + dv v , avec a^Cjà-v 0,1 C. I C. ^
définit une fr de mesure positive, ce qui est le cas par (1.8).

Considérons maintenant la récurrence, en admettant qu'on puisse prolonger D sur

l'ensemble des classes d'ordre k-1 ; on prolonge alors D par une interpolation
du même type que précédemment, en se ramenant à une fonction f(v^,..,v^), surjo,lJ^,
telle que f(v ,..,1,..,v ) et f(v ,..,0,..,v ) soient connus et de la forme:Je 1 Je

Za.v. + "> a. .v.v. + .. ; on montre aisément que tous les coefficientsil t.ij i J

précédents sont uniquement déterminés par la connaissance de f sur les sommets
et par (1 .8), qu'on peut prolonger f de manière unique par:

= e + h.v. +
î î

g v, ..va 1 k
avec des coefficientsf(V..,vk)

tous positifs par l'hypothèse de récurrence. On obtient ainsi un prolongement
compatible à l'ordre k.

Enfin, ayant prolongé D sur [o,J on constate que l'interpolation est linéaire
pour les marges, ce qui fait que les fr marginales de D sont nécessairement de
la forme (2.3), d'où le résultat.—
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Exemple (2.1 ): Considérons la fonction de répartition F, introduite dans

l'exemple (1.1), et définie, si 0 ^ x,y ^ 1 , par:

F1 (x) = \ ; Fg(x) = ix + i ;
Sa fonction de dépendance est définie sur

2
par D(u,v) = u+v-1

Le prolongement du théorème (2.1) prolonge

[o,’]2D sur par :

d(u,v) = u(v-4) , si 0^.u^-g- , et v(u-^) , si 0^v4^ , 0 , si u^J
v<k1^1 2 ^u^1

Remarques (2.1): 1°) Pour une fonction de répartition non continue, il existe
plusieurs fonctions de dépendance possibles; par exemple, pour une distribution
concentrée en un point, toutes les fonctions de dépendance sont acceptables.

2°) Le théorème (2.1) permet d'affirmer que tout v.a. dans r peut être
obtenu à partir d'une transformation fonctionnelle sur chaque coordonnée à

partir d'un v.a. suivant une distribution de lois marginales uniformes surM •
Ce résultat généralise le cas univarié, ou on sait que toute v.a., même discrète
peut être considérée comme une fonction d'une v.a. uniformément distribuée

sur M (voir par exemple, CO , p;707).
Nous énonçons maintenant quelques propriétés essentielles des fonctions de

dépendance;- nous supposerons dans toute la suite qu'une fonction de dépendance
est toujours-une fonction de répartition d'une loi de probabilité sur [o,,Jp,
de lois marginales uniformes sur M •

Théorème (2.2): 1°) Si ,D2 sont deux fonctions de dépendance, alors:
— \/o^q^1, qD^ + (1 -q)D2 est une fonction de dépendance ;
— Si et D2 ^ sont des fonctions de répartition de lois de probabilité

alors :
q 1 _q

D2 est une fonction de dépendance.

2°) Si r est ou bien un nombre entier^1 , op. bien un réel ^ p-1 , ou bien
r *

tel que D soit la fonction de répartition d'une loi de probabilité, alors:

V1 <i4p, 0 4u; <1 , D (u„,..,u ) = Dr(u^/r,..,u est une fonction«h ^ m* r 1 P 1 P

de dépendance.

3°) Toute fonction de dépendance vérifie les inégalités:
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(2.7)

(2.8)

V 1 ^ i£p> O 4u £ 1 » Sup( 0,1 - P + 2Zu-i ) £ D(U1 >**>u )4 In£ u.1 1 ^ 1 P ' i<i£p 1
4°) Si D est une fonction de dépendance,

p
V1 £i^P. °^u!,uV^1, |D(u1',..,up-D(u^..,up|^2:|u!-u^ .

Preuve: Pour le 1 0 et le 2°, ce sont des applications directes de (1.2), etf
des lemmes (1 .1 ),(1 .2),(1 .3); il suffit de montrer que les fr obtenues

satisfont (2.2) pour obtenir le résultat.
Pour le 3° et le 4°, on applique (1.5) et le lemme (1.4).—

Nous étudions maintenant les propriétés topologiques de l'espace ff) des ]
fonctions de dépendance:

Théorème (2.3): Sur 11 espacedes fonctions de dépendance, des topologies 1
suivantes sont équivalentes:

— Topologie faible des mesures de probabilité ;
— Topologie de la convergence simple ;

— Topologie de la convergence uniforme sur Mp «
Pour la topologie commune précédente, §0 est un espace métrisable

compact. Cet espace est également une partie convexe de l'espace des
fonctions de répartition des mesures bornées sur D>.3 P, pour sa structurel
naturelle d'espace vectoriel.—

Preuve: On sait que l'espace des fr de lois de probabilité sur £o,î] P est
en bijection avec les mesures de probabilité qui leur sont associées.
Or l'espace des probabilités sur le métrique compact [0,1] p est un espace ]
métrisable compact (voir p. ex. Parthasarathy,E& p.45, th. 6.4)(on
pourra prendre par ex. la métrique de Prokhorov (voir p.ex. Billingsley,

[23. p.237)). Or la topologie de la convergence faible des mesures est
équivalente à la topologie de la convergence des fonctions de répartition
en tout point de continuité. Comme les fd. sont continues, cette topologie i
est équivalente à celle de la convergence simple sur 5) » et les conditions |
aux limites (2.2) sont stables. Par conséquent, est une partie compacte
de l'ensemble des fr. Elle est convexe par (2,4).

Il reste à montrer que la convergence simple sur implique la convergen¬

ce uniforme ; notons que cette propriété n'est pas vraie en général pour
des fonctions monotones quelconques des coordonnées. Supposons que D^, nîûO »

converge simplement vers d£§). Construisons maintenant dans [0,1] P un
treillis composé de tous les points de composantes (k^/N,.. ,k /n) , 1^i^p
0^ k. N. Choisissons N entier, pour S>0 f ixé, tel que p/N ^ ;

Pour n assez grand, pour tout point u^ = (k^/N,..,k^/n) du treillis,
| Dn(u^) - d(u )J^^£ , ces points étant en nombre fini, (N+1 ) , fixé.
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Ainsi, si u É [°>l] est quelconque, comme il existe toujours un point u^ du treil
lis, tel que la différence de chacune de ses coordonnées avec les coordonnées corres¬

pondantes de u n'excède pas 1/N, on a:

|Pn(u) - D(u)| ^ |Dn(u) " Dn(uT)| + |Dn(uT) " D(ut)| + |D(uT^ “ D(u)|
^ p/N + + p/N . D'où le résultat.—

Remarques (2.2): 1°) Par le théorème de Choquet (voir p. ex. Alfsen, 03 » P «36,
Cor. 1 .4.9) toute fonction de dépendance est barycentre des éléments extrémaux de
l'ensemble convexe compact des fonctions de dépendance, par une mesure de pondération

positive normalisée.

2°) La caractérisation des éléments extrémaux précédents est délicate. On peut
obtenir les résultats suivants :

Lemme (2.1): La fonction D., (u„,..,u_) = Inf(u„,..,u ) qui majore, par (2.7)1 toute
1 Max 1 p 'P

fonction de dépendance, est une fonction de dépendance.

La fonction , .. ,u ) = Sup(0, 1-p +
i=1

u. ), qui minore par (2.7) toute fonc¬

tion de dépendance, est une fonction de dépendance pour p = 1 ou 2, mais cesse de
l'être pour p>3. Elle possède la propriété d'être telle que:

t 1 /(p-1 ) 1 /(p-1 ) \ JD„. Kl/ v , ..,u 7 ' ') est une fonction deHin' 1 Mm dépendance.

En général, pour p^3, il n'existe pas de fonction de dépendance minorant toutes
les autres fonctions de dépendance.—

Preuve : Tout d'abord, est fr de la v.a. (u ,..,U ), dont toutes les composantes

sont égales à une v.a. uniforme sur [0.1] •
Considérons maintenant une v.a. uniformément distribuée sur l'ensemble des points

<v-y *‘1RP , tels que \/1 éPt a^'cJOjïj , et 1*1
u_^ = p—1 ; on vérifie que

la fr de cette v.a. est, pour y l£i£p, u^££o,1J , Sup(0 , 1-p + T*u^ ) p-1 la

i=1

fonction de dépendance associée est alors Sup(o , 1-p + ,V(p-i ) )P-i _ „ 'où le
Bü

résultat. La non existence, pour p^3, d'une fd minorante, s'obtient, d'une part,
en constatant que, si elle existe, cette fd ne peut être que D... , car autrement,

MZLÏ1

. . ,. : , 1 /(p-i ) i/(p-i )\p-i>^/ i/p-i 1 /p-1 \P-1on aurait une inégalité stricte v ) ^D(u/ )
contredisant la minimalité de D ; d'autre part, pour p^3, D n'est pas une fr,
ce qui peut se prouver en constatant que si c'était le cas, serait la fr d'une
v.a. telle que celle qui a été précédemment utilisée.—

Lemme (2.2): Pour qu'une fonction de dépendance appartienne à la frontière du

convexe , ensemble des fonctions de dépendance, il faut et il suffit qu'existe

une fonction de dépendance D, telle que, yofyl, ( 1 -t-6C )_ OC D ne soit pas une mesure
positive sur H p-
Preuve: (l+0()Dp-D(D est une fd, si c'est une mesure positive.—
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(2.9)

(2.10)

(2.11)

Lemme (2.3): Si D est une fonction de dépendance de mesure associée dD, et si S

le support de dD n'est pas P, alors D appartient à la frontière de

Preuve:. On applique ici le lemme (2.2), en prenant pour D la fr de la loi unifo:
me sur £o,llP.—
Lemme (2.4): Si D £ , et si dD est absolument continue relativement à la mesw
re de Lebesgue sur M P, alors D appartient à la frontière du convexe<§)
Preuve: On considère ici (1 + Û^)D -(J^D', où D' = D

Max

Ces résultats permettent de déterminer partiellement la frontière du convexe;,

à 11intérieur de cette frontière, les points extrémaux du convexe sont tels

qu'ils ne peuvent pas être les barycentres à coefficients positifs d'autres

points qu'eux même. On peut vérifier, par (2, 7 ) et le lemme (2.1), que les pol
D

, et D . .p £ 2. possèdent cette propriété; le problème de la détermination
Max Km'r' ’

exhaustive des autres points extrémaux n'est pas résolu; sa solution permettrai
d'expliciter complètement la structure des lois multivariées.—

Nous introduisons maintenant la notion de fonction de liaison, dont 1'usage .

sera très commode pour l'étude des lois limites extrêmes :

Définition (2.1): Etant donné une fonction de dépendance D, on appelle fonction
de liaison de D (fl d), la fonction L(z^,..,z ) définie dans [o,+ 00]P , et
à valeurs dans ] -00 co] , par 1'une des identités équivalentes suivantes:

V14Ê1 ^p» yi £ 3°» J » Dfy » • • >yp) = y-, • *yp exp(-L(-L°g y., > •.»-L°g y (
P U*.

\/l ^i^P, Zi6[o» + 00[, L(z1 , . .,z ) * - ^z. - Log(D(e ,..,e P ))p
i=1

On posera, le cas échéant dans les relations précédentes, Log 0 = -00 ,

et exp(-ÛO) = 0.—

On remarquera que (2.9) permet toujours d'attribuer une valeur limite de
+ 00 à X.Z + L(z » • • »z ) 1 orsque l'un des z^ —>+00 * les propriétés

i=1 1 P
principales des fonction de liaison se déduisent des propriétés correspondantes j
des fonctions de dépendance (théorèmes (2.2) et (2.3)); nous énonçons :

Corollaire (2.1): Une fonction de dépendance est déterminée de manière unique :

par sa fonction de liaison, et réciproquement ; une fonction de liaison L est J
telle que:

1°)^1 ^i^p, z-S,0 , L(z ,.., z ) + z est une fonction croissante au |P i=1 1
sens large de chaque variable, de limite + ÔO , si 1'une au moins des variables!
tend vers + 00 r et continue à valeurs dans [o,+ fto] .

2°)\/l £i£p, L(0,..,z.,..,0) =0 .

3°) \/ L^ fonctions de liaison, \J 0 ^ q^ 1 , -l*og( q exp(-L1 (-Log y^ ,..
-Log y ) + (1-q) exp(=L2(-Log y^,..,-Log y )) est une fonction de liaison.

(2.12)
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2.1 3)

2.14)

2.15)

4°) yL fonction de liaison, si r est un nombre entier ^1, ou un nombre
réel 'V, p-1 , alors :

I*r (zi » • *>zp) = r L(z1/r » •• > z /r) définit pour z.^0, 1^i<P»
une fonction de liaison ;

5°) y ,L2 fonctions de liaison, \/ 0^q4l, si ql^ (z^/q ,..,z^/q) , et
(1 -q)L^(z^//(i -q),.., z^/(l-q)) sont des fonctions de liaison, ou si q=0 ou 1,
avec la convention O.L = 0, même pour L = QQ , alors:

qL^(z^,..,z ) + (1 -q )Lg(z^ ,.., z ) est une fonction de liaison.

6°) V L fonction de liaison, L vérifie les inégalités, zi>>0’ ^ 1 £i^P>
P P -z.

Sup z - < L(z , ..,z )< - 21 z - Log Sup(o , 1-p+JT.e 1 ).
l£i*p i=1 P " i=1

Preuve: (2.10) s'obtient en constatant que -Log u est décroissante,
que D(e 1,..,e Zp) ; la limite est due à (1.3).

(2.11) s'obtient par (2.2). (2.12) est la transcription de (2.4); (2.1 3)
celle de (2.6); (2.14) celle de (2.5); (2.15), celle des inégalités de
Frechet (2.7).~

Nous énonçons maintenant le corollaire suivant du théorème (2.3):
Corollaire (2.2): La topologie de la convergence simple sur l'espace gT des
fonctions de liaison est équivalente (par la bijection L<->d) à la topologie

(définie par le théorème (2.3)) sur g) . Pour cette topologie, est
un espace métrisable compact; La condition nécessaire et suffisante pour que

la suite de fonctions de dépendance Dn converge vers une limite D, est que,
L étant la fonction de liaison de D

n nV z^lo.+ oot» 1
ait une limite (dans”^-oO,+oÔj ) zp), Dans

* L (z.
n 1

,,z

ce cas » L(z1 , z ) définit
P

la fonction de liaison' de la limite D de D
n

Nous allons maintenant appliquer ce qui précède au cas des distributions
extrêmes.—

3°) Comportement asymptotique des fonctions de dépendance et de liaison des extrêmes:

On considère dans ce qui suit une fonction de dépendance D sur

fonction de répartition du v.a. (u(1 ),..,U(p)). On pose:
n 1/n 1/n

\/l<i£p, O^u^ 1 , \/n^,1 , Dn(u1,..,u ) = D (u,| UP );
On sait, par (2.6), que D est une fonction de dépendance; plus précisément:

(3.1)
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(3.2)

Lemme (3.1): Si L(l),..,Xn(P)), n>l} est une suite de v.a. indépendantes
de même loi, admettant D comme fonction de dépendance, alors définie par

(3.1 ) est fonction de dépendance de:

( Sup X (l),.., Sup X (p)l •-

J 1^r^n 1^r<n J
Preuve: Si F est la fr du v.a., la fr de (3.2) est F , admettant comme fr margi¬
nales F. , l4.i4.p , où F., 1^i^p sont les fr marginales de F ; le résultat s

M
, l i p , ou t

î ’ *•» r ’ i

découle alors de 1'identité

({F'")l/”,..,(F“)l/n) -T>n(Fv..,yp) - F”
Nous étudions maintenant le problème de la convergence de D vers une limite, 1

dans Q^) , lorsque n §0 » le théorème suivant donne une condition nécessaire,!
et suffisante pour que cette convergence ait lieu:

Théorème (3.1): Pour une fonction de dépendance D donnée, pour que définie

n 1/n 1/n
par D (u„ ,..,u ) = D (u„ ,..,u ) converge vers une fonction de dépendancenv 1 p v 1 p '

limite D
00 , lorsque n —$»+ 00 , il faut et il suffit qu'existe une suite

croissanté d'indices , telle que Soit bornée, et

telle que D (u , .. ,u ) ait une limite pour tout (u , ,.,u ), O^u.^1, 1 <i 4 p.—,
V 1

Remarques (3.1) : 1°) Il est nécessaire d'imposer des conditions restrictives sur:

D pour que D ait une limite dans o^) . Donnons le contrexemple suivant, d'une
fonction de dépendance telle que D^ n'ait pas de limite:
Exemple (3.1): On considère la distribution suivante (voir fig. 4)
sur £o,lJ^ : étant donnée une suite croissant vers 1, ^a^,n^lj,
la distribution est uniforme sur le segment ^y=x,a^^x ^a2n+ij’
et uniforme sur le segment {y+x=a2n+1 +a2n+2,a2n+1 ^x ;
On pose a =0. Dans ce cas, la fonction de dépendance
associée est:

Z
s

Figure 4
D(x,y) = a + Inf(x-a ,y-a ) , a ^x^a ; a ^y^1;v 2n ' 2n 2n' 2n** »» 2n+1 2n^ v

D(x,y) = a +Sup(0,x+y-(a„ „+a„ „)), a„ „' ' ' 2n+2 ’ 7 v 2n+1 2n+2'' 2n+1 4sx>y£av- 2n+2 ’

a) Supposons maintenant que u soit choisi de manière que :

a” < 1an* 7
; fixons par ailleurs x

N N

On vérifie que DN(x1//N,y1//N) = (inf(x1//N,y1//N) - a^ )N = Inf(x,y)(l + c) où
c = £0(1 ).
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On en déduit que, pour a fixé
2n

et a„ „ , /a„ / 1 , tels que2n+1 2ns 2n+1 M

Inf(x,y) ;

b) On suppose pareillement que

x,y €
In nJ

dans ce cas,

on peut toujours choisir N assez grand,

Vx’y) soit arbitrairement proche de

a" X £ et .* V, - §. ,2n,1'
K 2n*2+ „

pour N assez grand, on vérifie

on fixe

pareillement

que DN(x,y) est arbitrairement proche de xy ;

c) Pour réaliser ceci, il faut que la suite a soit telle qu'existe une
N n N

suite N + OO , telle que N a n —>0, et N (1 - a n ) —^ 1 ;
n' n n n s n+1 ' v

Une telle suite peut être construite par récurrence, en choisissant

successivement a ,a ;
n n+1

La suite N sera alors telle que N /n —+ • 00 •—
n n+11 n

2°) L'espace oü étant métrisable et compact, il est complet ; toute
suite dans An possède une valeur d'adhérence, et en particulier, D possèdew n

un ensemble de valeurs d'adhérence , non nécessairement réduit à un seul

point, dans q7) •

Preuve du Th. (3.1): La condition est, de toute évidence nécessaire; montrons

qu'elle est suffisante; pour celà, supposons que D converge vers une limite

D' dans §) et supposons qu'une autre sous-suite D converge vers D" ;
q

comme, par compacité, toute sous-suite possède une valeur
nous aurons montré le théorème si nous prouvons que D' =

utilisons le lemme de base suivant:

d'adhérence

D". Pour celà

dans

, nous

Lemme (3.2): Si D est limite dans d'une suite {Dn,n>l} de fonctions

de dépendance, alors D vérifie l'identité:

\/r réel> 0, \/ u., , ***up€ C°»1J * DP (u^1",.. ,u^'r) = D(u^ ,..,u ).—
Preuve : (Voir p. ex. GalambosXtyJ» p.251-259) On écrit:

n 1/n 1/n ™I.p/q q/p.mq q/p.mqD(u ,..,u ) = Lim D (u ' ,...u/ ) = Lim D (u ,..fu )p
n 00 p mOÛ 1 p

p/q q/p q/p
= d ( '» V P» q ^ 1 ; on utilise alors la

continuité de D pour passer à la limite: (p/q)->r.—

Preuve du th. -.(3.1 ) (Suite) : Vê>o, 3^0 ; *Vc0 =»
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\/u1 , .. ,up £ [o,lJ , Jd >**»up ) - D' (u., , . . ,Up) J < £ ;

Ceci implique que, y q"^>1 :

|<£,
et, par le lemme (3.2):

I n. 1 /m l/m ri /m l|D\u/-d.v’(»,....vl<£ •

On sait, d'autre part, que, Vr>1,\/ O ^ a,b ^ A < 1, |ar-br|^rAr 11 a-b| ;

Posons ici r = m^/n^ , qu'on suppose choisi tel que m^/n^ » supposons
de plus que (u^,.«,u } soit tel que I D'
on a alors :

I /m

Im 1 /m 1 /ru iD q(u1 q,..,up q) - D' (Ul , --,up)| ^ £ (mqA

ru/m |
' q(u1,..,up)|4A-£^A < 1 ;

K/V-1

Pour A fixé, Sup rA
r>1

1 /m

r-1
<00 î d'autre part, 3 ; * q'Z'% ’

m 1/m I . _

D q(Ul \..,u q ) - < £ ;

On en déduit que:

\/^k0,\/q>q0 , V Ov*-’uJ » d'(u-, »••*%) ^ (a -€.)

Vmq/\>1 » |D'(uiif..,Up) - D"(u1,..,Up)|^ £ +6(mqAi;)

iA
»

(mA)_1

Utilisons maintenant l'hypothèse que n\+'\/ny: est borné ; pour tout q ^ q^
assez grand, il est possible de choisir k^,k^ tel que n^ < m < n^+.j ’ a-*-ors

mq/nk ^ nk+1/nk 4° : Ainsi* V Cu-| » • - »up) , tel que , ..,up) < 1 , \/£>0,
£ < xO-D'^Cu., ,..,Up)), | D ' (u1 ,.., Up ) - D"^ ,..,up) £(1 + C), en prenant,
par exemple, A = 1 - -g- ( 1 -D ' ' (u^,,,,u )) ; on en déduit l'identité de D' et D".
Remarques : 1°) Le raisonnement précédent n'est pas applicable lorsque n /ruXt I -K

n'est pas borné; on peut conjecturer que le théorème (3.1) fournit la condition
nécessaire et suffisante la plus générale portant sur l'ordre de croissance des
sous-suites.

2°) L'étude de la convergence de D se ramène, par exemple, à celle de
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JD 1, où k est un entier quelconque. Dans le cas où il existe deux valeurst knJ
d'adhérence distinctes D' et D" de {vn>/} , nous avons montré le résultat
suivant :

i (3.1 ): Si D —w D ' , et
“k

D —*D", si D'm '
q

/ D" . , alors

LimXnf | Log n^ - Log mq I a + 00 •-

k,q 00

Preuve: Si ce n'était pas le cas, on pourrait toujours choisir k et q assez

grands, tels que 1 4m /n^ 4 C, ou 1 ^ n^/rn^ 4. C, C étant une constante
fixée. La démonstration du théorème (3.1) montre alors que D' = D".—

Corollaire (3.1): L'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite

est ou bien infini, ou bien réduit à un seul point.—

Preuve: Soient D' et D" distinctes et valeurs d'adhérence de ^Pn,n^,1Jf ;
Soit d une distance sur , définissant la topologie sur c?) ; supposons que

D1 et D" soient les seules valeurs d'adhérence de {vn>1} ; ceci équivaut
fait que, Vn>1, les ensembles I" et I' suivants sont finis:’ v v' n n

r ={r ; d(Dr,D')é^l)n-1 , (£)”{}, B =| r ; d(Dr, D")é [(i)*"1 , (|)n|.
Dans ce cas, en classant par ordre croissant I* = (J IJ* et I" = I

au

t \ y ^ \ N-- 2N étant choisi tel que d(D',D",) \z) , on obtient deux ensembles d'indices

disjoints, donnant deux sous-suites ,k^1^ et tvq*1} dont la réunion
est moins un ensemble fini, et telles que Dn ,, ^ D ' et Dm D" ; or\ mq
ceci est impossible si (3.1^-) est vrai. Le raisonnement est analogue pour
p valeurs d'adhérence.—

Corollaire (3.2): L' ensemble des valeurs d'adhérence de la suite K’11»1}
est toujours une partie connexe de $1
Preuve: Tout d'abord, montrons que cet ensemble ne contient pas de point
isolé; un tel point, D', est tel que, 3 N, '*‘n=Cr’ d(Dr,D')(;|(5)n
(^•)n£lest fini. Or ceci est impossible si (3.4 ) est vrai. D'autre part,
l'ensemble des valeurs d'adhérence de ClL^Vi est compact; si cet ensemble
est partagé en deux fermés disjoints, celà veut dire que ces fermés F' et F"

sont tels que:

I' et I" =
w

n^N n n^N n
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(3.5)

d(F',F") = Inf d(D',D") = a^O ; Le même raisonnement que précédem-
D'£F' ,D"£F"

ment permet de dire qu'il existe N , tel que: n^> N d(Dn,F') ^ ^a, ou
d(D ,f")^ 4-a : si ce n'était pas le cas, il existerait une sous-suite Dv

n ' ^ 4 n.

ne convergent pas vers une limite dans F' ou F" ; Si F' et F" sont non vides,

on peut alors classer par ordre croissant ces deux ensembles d'indices, et |
constater qu'on peut toujours en extraire deux sous-suites n. telle que

d(D ,F ' ) ^^a, et n^+1 , avec d(D ,F") ^.^a ; on peut alors extraire!“le §1 nk+
de ces deux sous-suites: Dn D' ^ F' et ^ —> D" £*F", avec

q kq
d(D',D")^ a, ce qui est impossible si a^ 0.—

Nous résumons les résultats précédents, ainsi que ceux qui découlent de i

la topologie deÿ) :

Théorème (3.2): Etant donnée une fonction de dépendance D, si D est définie

par D (u ,..,u ) = I)n(u]/n,.. ,u/n), alors, l'ensemble oiÙ (d) des valeurs
n 1 if# ' 1 ’ p ' ' * w00

d'adhérence de est un ensemble compact, connexe, infini ou réduit|
à un seul point, et tel que, d étant une distance définissant la topologie!
sur (par exemple la distance uniforme):

0.-Lim d(D^ > (D))
n0d

Nous étudions maintenant de façon plus précise les propriétés des fonctions
de dépendance et des fonctions de liaison qui peuvent être obtenues comme

limites de suites «^D^n >A-
Définition (3.1): On appelle fonction de dépendance extrême (resp. fonction!
de liaison extrême) toute fonction de dépendance (resp. fonction de liaison)!
limite d'une suite (resp. associée à la limite d'une suite D^), dans
On note (-resp. o£qq) l'ensemble des fonctions de dépendance (resp.
de liaison)extrêmes.—

Théorème (3.3): La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
de dépendance D associée à la fonction de liaison L soit extrême, est que
l'une ou l'autre des identités soit vérifiée:

1/r 1/r>
1 PV 1 u.£[o,l] ,\/r>°* Dr(u|/r, ..,Up/r) = ;

V 1 ^i£p, Zi €[o,+0û[, Vr > 0, rL(z1/r,..,zp/r) = L(z1 ,..,zp) ;
(3.6)
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De plus, toute fonction de dépendance (resp. fonction de liaison)
limite d'une sous-suite D , D étant défini par (3.dL ) (resp. L^ ,L

x
n. n

x

étant associée à D ) est extrême.—n'

Preuve: La première partie du théorème est une conséquence triviale du

lemme (3.2) pour la condition nécessaire, et de (3. 2) pour la condition
suffisante. La deuxième partie se ramène à montrer que si D est limite
de D , alors D vérifie (3. 3). Ce résultat se déduit du théorème (3.1):

si on compare les suites n, et mn, , où m est un entier fixé, onJC JC

m/ 1/m 1 /m \
obtient directement que D —à»D , et vers D (u/ ,..,u J; de la^

mn, “ ’ ' 1 p '
i/q q q

même manière D / —^D, et vers D (u ,..,u ) ; on en déduit
rij/q ^ ^ 1 P '

m/q q/m q/m
que D(u^,..,u^) = D (u^ ,..,u^ ) d'où le résultat par passage à
la limite; ceci est dû au fait que les suites précédentes vérifient
la condition jLog n^ - Log rn^. j ^ C 4+ 00
Théorème (3.4): Si D est une fonction de dépendance, la condition nécessaire
et suffisante pour que D (u^,..,u ) = D ^Ép|lp^ ,.., uKj converge vers
la fonction de dépendance D_q, de fonction de liaison L ^ , lorsque
k-*+ OO , est que:

r r P z z
z^lp. + OOL* Lm(Z1 ’ * *,Zp)= Zi+ Lim nk(1-D(1_" »**>1—“ ))•i=1 kC5û "k

De plus, \/ DéSM L » ces fonctions vérifient les inégalités:00 oû oô ^00

Sup z. - ST J < L (z ,..,Z ) 4. 0, Vl£i<P» Z-élp’+OoC ;
i£i4p 1 fTi 1 " 00 i P ' 1 L U

U . # u < D (un , . .,Up) ^ Inf (u^ ,.. »Up) ,V1<i<p , •

En particulier, si L ooe^oo , L^j est toujours fini sur [o, +oo[p.-
Preuve: Nous raisonnerons ici en posant n=n, la démonstration étant identi¬

que pour une sous-suite. Fixons z^ ,..,z 3 6.[°»+00[ ; Ve>0, pour n assez
grand: z./n

Vl ^i <P, 1 - zi(l + £)/n ^ e 1 ^ 1 - zi(l- fc)/n ;
Par les inégalités de Frechet (2.7)» on en déduit:

P -z.A _zr/n
1 - Z z.(l + £)/n <M(l-z (l + fc)/n,..,1-z (1+fc)/n)4D(e ,..,e v )

i=1 V
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(3.9)

(3.10)

(3.11)

P

Z D(l-z (l-6)/n,..,1-z (l-£)/n) < 1 - Sup z (l-£)/n ;P 1*^P
Notons L la fonction de liaison associée à D ; l'inégalité précédente

n n

montre que, pour n assez grand, Ln(z-j » • • » z ) est fini, et que:
z. /nr_ -1/- -Zp/n

^n'Zl’*'’Z ' = - ^ Z1 “ n Lo^ D(e ,..,e K ) peut être encadré par:
i=1

Logfl- Sup zi(l-S.)/nl^Ln(z; , ..,z )£-^z .-n LogjI - 2^(1-£)A
i=1 L 1 J ' p i=1 L i=1 Ü

Ainsi, si Ln —^ L , (z-|»**»Zp) est finie, et vérifie (3.8), £ "^0
étant arbitraire. La relation correspondante pour D s'en déduit aisément.

Similairement, pour n assez grand,

w "zi(l+£)/n
V 1 4.i£nP, e ^ 1 - z.j/n ^

-Z,(1-&)A
, ce qui implique

que:
P

£
i=1

■T

L (zl(l+£),..,zp(l + £))^ “2Tzi “ LimSuP n Log D(1 - z^n.,.,1- z /n)vA/ - 'i n 00

r m

^ ~2TZ- “ LimInf n Lo9T D(l-z /n, ..,1-z /n) ^ L (z. {î$ £) » + • »z (1 “ £ ))*^ ^ 1
n 00 1 P/"Q01V Pi=1

Si admet une limite L , ceci implique, cette limite étant finie et

donc continue, que D(1-z^/n,.. ,1-z^/n) = 0(l/n), et donc que (3.7) est
vrai. Inversement, si n D(l - z^/n,..,1 - z^/n ) a une limite, on en déduit
de L a une limite, et que (3.7) est vrai.—

n

Remarques (3.2): 1 °) En général, on a toujours les inégalités:
z z p

Vl^i^P» z.éM , Sup z ^ n(l - D(1 -,..,1 ))^ 2Zz± !"* 1^iA 's n n i=1

2°) On définit, pour toute fonction de dépendance D :

*
f

^ \^J * • • ■f -fJ1 -u„ ■> 1 ■

il

dD(s1,..,s ) ; on exprime 1 - D à l'aide de D ,

par :

1 — D(l -U1f..,1-U ) = / D (1 , ,u. , v* f1 ) -P 1JÛ., j^P
distincts

, D (1 , • • ,ui, «

+ .. + (-1) 2-,. —■■■ D*(î , ..,u* u. ,..,l)J 1^l 1 r
distincts
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1.1 2)

’3.1 3)

'3.14)

.. + (-1 )P D (u^,..,u ) ; on obtient:
/ \ *

Proposition (3.2;: Pour toute fonction de dépendance D, D est aussi une fonction
Hp|

de dépendance, et D = D.~

Preuve: si D est fr de (u(l ),..,u(p)), D est fr de (1 -u(l ),..,1 -ü(p)).-
On obtient le corollaire suivant du théorème (3.4):

Corollaire (3.3): Pour toute fonction de dépendance D, définie poury1^i<p,

u^É:£o,lJ , par D^(u^ ,.. ,Up) = T>n,.. ,u converge vers une fonction de
dépendance limite D , de fonction de liaison L__ , si et seulement si:

00 00

«i&'lb.+ oo] , la limite L (z ,,.,z ) = Lim n D (z/n,..,z /n)J P nûO P
*

existe et est finie (N.B. D (u^,..,u ) est définie, en tant que fonction de
répartition, pour \/l^i^p, e 00,+ 00] ).

*

L„ et L„_ sont liés par les relations:
00 Û0

V't|â<p, Z ^ fo,+ 00 r , L (z , ,.,z ) = - 2Hz, + £ (+00. ...z, ,..,+00 )1 U L 00 1 P ^1 00 1

Z
1 ^i,|ppdis-tincts

(+00 I • • »Z^, . . , Z., . . ,+00) + .. - (~1 )PL (Zl’*,,Zp) *

M

Réciproquement, (z^,..,+ 00 ,.. , + 0Q> « « » Zp) » où. les valeurs + QQ sont
ix indices Jfc* J, avec y'\ J ^p, zi€.[p*+00^, est donné par:

00
(z. ,. .,+00, • .,+OOi • - .O = ? r Lfo, ..,Z , ..,0)p TZTZjZp w

2
distincts

L^(0, + - (-1 )kL()0(z1 ,..,0,..,0, ..,zp).-

Preuve: Si (3.12) est vrai, alors, par (3.7) et (3.11 ), existe,-et (3.13)
. *

est vérifié ; pour montrer la réciproque, il suffit d'exprimer D en fonction
aX"X'

de 1-D ; compte tenu de la proposition (3*2), montrant que D = D, on peut
écrire:

V 1 P, u^ê|û,Î| , D*(u ,..,u ) = Z- ... 0 - D(l , .. ,1 -u±,.. ,T))p i^lfp
- y ... h - D(1,..,1-U.,..,1-U.,..,1)) + .. - (-1)P(1-D(1-U ,..,1-U )) ;

wT5p j p
distincts

*

On'montre ainsi que l'existence de D.. implique celle de L.» , et on enoo oo
déduit (3.14).—
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5)

■Jr
^

On peut caractériser, les fonctions L par le theoreme suivant:

Théorème (3.4): Pour que L (z^,..,z ) définisse pour 1 ^i^p, z^€^), + 00j, la
limite de n D (z^/n,.., z /n), où D est une fonction de dépendance, il faut qu'exis-J
te une mesure positive M sur Jo,+OülP , possédant les propriétés suivantes:

fz rz
(i) V1 é1 ^P* zi^(p» + 0Ç>] > L*(z1 , ...zp) =J -.J dM(s1 , • •, Sp) ;

(ii) zi€f0’+ 00l L*(^z1 , ..,^zp) = Oi L*(z1 , ..,Zp) ;

(iii) \/l £i£p, z^^Ç^O. + OOr, L*(+ QÛ » • • » + OO >z^i+00 » • • » + 00 ) = z± •“

Preuve: Si L (z ,,.,z ) = Lim n D (z /n,,.,z /n), par le corollaire (3.3), si
P nOû

D = D , Dn converge vers la fd D*. , de fl , liée à L par (3.13) et

(3.14); en utilisant (3.6), on en déduit que L vérifie (3.15)(ii).
Considérons maintenant la suite de mesures sur MP, de fonctions de répartitijo:

n D*(z1/n,..,zp/n) L (z^ ,..,zp)Vl ^i^P, ZiEto.Kj ,
D (K/n ,.., K/n) KL (l,..,l)

; cette suite converge* 3

6)

faiblement vers la fr d'une loi de probabilité; on en déduit, sous réserve que

L*(1 ,.. ,1 ) / 0, que, pour 1^i^p, ziÇ|o, + 00^, L*^ ,.., zp) est la fr d'une
mesure positive. Lorsque L (l,..,l) = 0, alors L (z^,,,,z ) =0, et le résultat
subsiste; enfin, lorsque certains z. sont infinis, la démonstration précédente if'

peut se reprendre, en raisonnant sur les z^ restants. On obtient ainsi (3.15)(i)• j
Pour (3.15) (iü) , on écrit L*(+ QQ , .. ,z^,.., + QQ ) = Lim n D*(1 , .. .z^/n,.. ,1 ) = z., j

nQO

D étant une fd, par (2.3)

Remarques (3.3): 1°) Si L (z,.. ,z ) = Lim n D (—1,.., _E), où D £§) » alors
nOQ

n n

L est toujours finie, si tous les z. ne sont pas simultanément infinis; plus

précisément, par application de (2.7):

\/l^i^P, iiCfc+Ool j 0 ^ L*(Zl ,..,zp) ^ Inf z. .-

\ ’X1 . .

2°) L (z^,..,z ) n'est en général pas continue lorsque l'une des coordonnées
tend vers l'infini; donnons les exemples suivants:
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1.17)

3.18)

3.19)

Exemple (3.1): On suppose ici que ü(u,v) = uv (indépendance des coordonnées); dans
ce cas :

^ *
D (u,v) = uv ; L (z1 ,,zj| = 0 , L (z., ,+^fl) = z.] , L ( + 0û,z2) = z2 5

f v *
= 0; On vérifié que L n'est pas continu à l'infini.—

Exemple (3.2): On suppose ici que D(u,v) = Inf(u,v) (coordonnées égales) on obtient:

D*(u, v) = Inf(u,v) ; L*(z-, »z2) = Inf(zl /«p » V zi » Z2 ^ C?’+**0 5
= ~ Inf^Z1’Z2^ = _Z1-Z2 + Sup(z-i*z2^ *“

, ■)(■ , v
Nous étudions maintenant la forme generale des fonctions L satisfaisant (3.15 J

(i) et (ii):

Théorème (3.5): Si H(z^,..,z ) est, pour z^"^0, 1^i^p, finie, et telle que:

(i) Il existe une mesure positive M sur fo, + 0o£P , telle que:

1^1 f ^.. J dM(s^ , .■• *Sp) »

(ü) V1^i^P» H(^z-, *..,Azp) = ^ H(z1 ,..,zp) ,

Alors, il existe une mesure positive sur le simplexe S défini par:

Sp = 5 uq+,,+Up = 1» Vl £î£p. *

telle que, avec les conventions pour z/u : 0/0 = 0, z/0 = +00 i si z^ 0 :

V 1 <i<p, z.£ £o,+ 0û£ , H(zq , ..,zp) f Inf i—îl
\ S- „ 1 ^i^P L U - J1,1 IL. C «■* — ^ V 1

d^(v*’up)*~
(u1,..,up)esp

Preuve : Tout point de fo,+ OC>£P - peut être représenté de maniéré unique

par un couple (r >0, u S ) , à l'aide du changement de variables:

(V’sp)£ [O’ + Of ~«(0} ^ r = £si » Vl > ui = si/r ;
(u,..,u ) £ Sn , r> 0 j_^Vl<i<P.s. = ru.

i i1 ’ ' P' p

Or, H(z1,..,z ) finie et vérifiant (3.17)(ü) est telle que H(0,..,o) = 0;
On en déduit que dM(s^,..,sp) = dh (r ; u) = dr , pan (3.17)(i).
On obtient alors que:

"<V—V * Il ^ dJM(u) = 1 Inf IJ J v
0 ^ ru. ^ z.

•J S 1 4p

>■ î^i

1 ^i <p

ru . = z.
3 3 Jd^(i
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(3.20)

(3.21 )

Or, Inf J r ; ru. = z. Inf J — i , avec la convention o/u. = 0,
u.

1

et z.j/b = + ÛO » si z^ > 0 ; on en déduit le résultat.—

Corollaire (3.4): Si L (z ,..,z ) = Lim n D (z /n,..,z/n) > où D*éë) , alors,P nQO P
il existe une mesure positive JK sur le simplexe (3.18), telle que:

V1 ai p, i, e [p.+oo] , l*(z1 ) .

BlR)€S'111 1
avec les conventions; z é(p, + 00 [ z/o = 0 ; + 00/° = + 00 » vérifiant de plus;

Inf J ~Idjj. (u,,.. ,u_) ;,

V1 ^i^P>
(UT »*-»up)Ê1,1(4 dU(u ,..,u ) = 1T

Preuve: Considérons tout d'abord L WL ,..,zjÊ» pour V 1^i^P, z.££,+ Qo£
par le théorème (3.5), il existe une mesure A sur Sp telle
V1 zi€ (p’ + ^L’ L*(z1t..,z ) =

(u-i, ••,up)€sp "

Notons alors les sous-simplexes de S comme suit:
P

+.,+u. = 1 ,

ksk;il,..,iv =((ui-*’uP) ; ui ■
Vl "i.^O-Vi-^ii'-ik}' ui = °} ;

On notera également Sp=Sp;1>>>tp et >,.,,^ - {0S*É*Vé^
u. ..u. = 0 y ;
xi xk J

On constate alors que là(V>vuP) àsp 1-1*“
Up) = 0 ;

En effet, si ce n'était pas le cas, il existerait un sous-simplexe, par exemple

S . .
„ tel quep-1 ;2, ..,p S ,HpGTp(ui’-V>0'

(u ,.. ,u ) £. S ,v r p'c p-1 ;2,..,]

et

on en déduirait, pour 1 ^i^p, zi€£p>+0o|j que / Inf

1^5Zp

u
L 1

(u ,.. ,u )^ Sv 1 p'c p-1 ;2,

I U, (u ,..,u et indépendant de z ; or ceci est impossible, car celà
/p 1 P ' '
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(I 22)

23)

impliquerait que Lim L (z^,..,z ) ^ 0, pour Z2’**,zp contredisant
z^°

(3.16).
JC

Considérons maintenant L (+ 00 , z^,.. »zp) = H _i .-| (z^ * • • »zp) * on vérifie que
H satisfait aux hypothèses du théorème (3.5); par le même raisonnement que

P-1 M

précédemment, on montre que:

Zi€r[p>+Q0t * L (+ Qû>z2»,‘»zp) = J
(uq » • • »up)£ Sp_i ;2, .. ,p

f Z 1
Inf J i L d ll (u„,..,u ) ; on constate qu'on peut alors représenter

2C<plu.J /p-1;2,..,P 1 P
■X"

/ i /
simultanément L (z^,.. .,z ; pour z^ fini ou non, avec les conventions pour z/u :

z 6{p,+ 0Or , 0/u^1 z/u = z/u ; + 00 / 0 = +00 ;
2 et0’ +00[ , z/o = 0 ; 0 ^u^[ 1 + OO/u = + Oô ;

Ces conventions permettent d'écrire, pour \J 1 ^i^p, z^ é(p,+ oo[.
v/ Inf J-ldU (u ,..,«) = 0 .

(v--.up)esp_1;2,..,p '
On peut ainsi répéter l'opération, pour aboutir à la représentation (3.20).—

Remarque (3.4): La démonstration précédente prouve de plus le résultat important

suivant :

Z Z

Proposition (3.3): Si, V 1 ^i^p, z. £-10,+ 0Q J , L (z ,..,z )=Lim nD (— ),^ ^ 1 L J PnOO nn

où dVtv) , alors, \f 1 <k ^p, W 1 < i /i, ^ p, il existe une mesure positive

M. • sur St, • -, telle que LL . . (OS. . ) = 0, et:

Vl^j£k» zi £ [p» + 00r. L*(+00,..,z. ,..,z. ».-»+0O) = I
j 1 k (Ul,..,u )esk.i ±P x, î , .., î

u ) , avec les conventions (3.22), qui font
1 £i£p lu/ ' 1 k

, lnf(lil= inf {^4,3-1,..,1k T/i^plu. J l4j<klu. J
en-sorte que, sur Sk>..
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(3.24)

Les formulations (3.20),(3.23), associées aux conventions (3.22) paraissent
artificielles, à cause de la règle de calcul z/0 = 0; on obtient une représentation
plus commode, par l'emploi du lemme:

Lemme (3.3): Etant donnée une mesure positive M sur le simplexe Sp> telle que
M(*^ S ) =0, il existe une mesure positive M' telle que M'(flS ) =0, et:

1 ^ i ^p, z GfÔ. + OOfr I Inf i—-1 dM(u^ *"
/ ** w. Ki^p lu. j ,..,up)

I Inf Jv.z."l dM'(v ,,.,v )
sj . \i ij 1 p

(3.25)

Preuve: Considérons tout d'abord le cas où dM est une mesure de Dirac au point

(u ,.. ,u ) £ S - ô S ; dans- ce cas : .1 P P P _i_

Si dM =4^ , dM' i — + .. +-1, où u) ,\j 1 4i
U1 ’ * * ’ Up * U1 Up^U1’* *,Up

1 1
— +..+ —

u, u1 P

Cette transformation n'est possible que lorsque tous les u^ sont > 0 ; si on i
considère maintenant une mesure M à support compact dans S , les combinaiso M)
linéaires de mesures de Dirac approchant arbitrairement M pour la topologie vaguej i

on pourra définir M' ; enfin, S , -'D Sp est réunion dénombrable de compacts, et M
on en déduit le résultat.—

Théorème (3.6): Si L*(z^ , ..,zp) = Lim n D (z^/n,.. ,z^/n), \f p, z_L £ [Ô,+ 00j» j
* . *

D est une fonction de dépendance, alors L admet la représentation:

Vl<i<p, ,iÉ[o. + 0o] . L*(z1t...z ) = J Inf lzivi}
zv = zv ;

avec les conventions pour zv : \/ z £ L°. + 0o[ , Vo^v^l,
Z = + 00 .Vo^v^i J=^.(+00).v = +00 ;

De plus, s i U., est
’*•’ k

la restriction de

(3.26) Vl^i^P» vi . K) = 1 •-
0^vi^1, v =0, l^j/i^p / 1 y i

M à S, . , on a:
/ ^V’1*
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Qn en déduit le théorème suivant permettant de représenter une fonction de
liaison extrême L:

Théorème (3.7): Si L est une fonction de liaison extrême, associée à une fonction
de dépendance extrême D(u^ , .. ,u ) = nD(u^ ,..,u^ ) , n^1, il existe une mesure

positiveJJL sur , vérifiant (3.25) et (3.26), pour L associée à L par (3.13)
et (3.14), telle que, si est la restriction de M eu sous-simplexe

S, . . de S

Vl ^i^P, z^JÔ.+OO^, L(zi ,. ;,

J (-O1

* 5 ’ ZT>' = / /
2 ^ k <£ p ill ^

Inf /v. z. 1[d U (v1 » • • ,v.
Uj*kl H XjJ

'V X.

1 J k;i1, ..

D'une manière équivalente D admet la représentation:

ui€j°>13 » D(u^ , ..,,u ) = u ..u exp
P 1 P c y

j
(v ,.. ,v )£. s. .

|S$ p'** k;i1, ..,ik

24k£P i^i^..<ik^p

(-1 ) Sup Jv Log u Id u (v ,..

l^kA.1! V / k?A,..,ik 1 ’Vp) •”

Preuve: Il s'agit ici de l'application directe du théorème (3.6) et des relations

(3.13) et (3.14), en remarquant qu'on peut commencer la somme à l'ordre k = 2,

car on a toujours L (+Û0 • »zi, ♦ *,+ 0û | = z±, par (3.1 5) (iü) •-

Remarques (3.6): Il n'est, en général pas possible d'écrire directement:

L(z1...,z ) =
®y,**>up)Ésp

J Inf (u z ) d M(u ,..,u ) ;
Ui4> '

en effet, une

telle écriture impliquerait que L(z ....z .z ,..,z) soit indépendant dem v: 1' ' i-1 i+1 p7

i et des Zy j / i , ce qui n'est en général pas vrai (on peut prendre à titre
d'exemple Sup(z^,Zy z^) - (z^+z^+z^) qui est une fonction de liaison extrême
associée à la limite de la fonction de dépendance Dn , où D(u^ jUgrU^^Inf (u^ (U^,!

P

Il en est de même de L(z ,..,z ) + Si2-; • Dans le cas p=2» on peut cependant
1 P' UÎ 1

obtenir, par (3.27):
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(3.29)

L(zrz2) = J! Inf (v„ z„ , v z ) d JU fv . v ) :v 1 1’ 2 2y y'2;1,2' 1 2.(vrv'2)es2

Ces résultats contredisent donc le résultat conjecturé par Galambos, [?]■
p.265» th.5.4.3., sous le nom de "The Pickands représentation", attribué
à J. Pickands III, dans une publication à paraître, et non publiée à ma

connaissance. Ce résultat stipule que D est une fonction de dépendance

extrême, si et seulement si D admet une représentation de la forme:

D(y1,..,y ) = exP < | Sup Jv Log y X dM(v ,v )l , où M
lJsn 1 J 1 PJ

est une mesure quelconque sur ; aussi bien pour le manque de précision

sur M que pour la fausseté de la représentation, ce résultat est inexact.— 1

Il reste maintenant à obtenir des conditions suffisantes sur pour

que (3.25),(3.27) ou (3.28) soient des fonctions de liaison extrêmes:

Lemme (3.4): \/ a^ , ..,a tt0,1J > 11 existe une fonction de dépendance D
telle que Lim n D(z1/n,.., z /n) = Inf (a. z , *. ,a z_), Vl ^i£ P, z é^0, + 00^.

nOO * ''PP
De plus, si , Lim n D(z^/n,.., z^/n) = Inf (a^ ,.. ,a^z^), l^ijjj..
z±€ [o,+oo] , avec au moins deux z^ finis.—
Preuve: Considérons tout d'abord une v.a. distribuée uniformément sur

p

[°,üp - et uniformément sur le segment (0,.. ,0),(c ,.. ,c ),
i=1 P

avec des masses respectives 1 - A et A ; La fonction de répartition de

cette v.a. est F(x1,..,xp)= AInf (x1/c1 ,.. ,xp/cp), si x-|^ci » • *»xp <cp *
... .ème

d'autre part, la fonction de répartition marginale de la i composante
est:

F. (x. ) = Ax./c. +■1' i' v 1
CHU I

P |s. ^ K, ,1 V1*,
« ]J

ds ..ds
1 P

^ 3=1 m

= Axi/ci + (1 “ cj)j/1 | TTC
Ainsi, la fonction'de dépendance associée est, si u ,,.,u sont assez

petits :

A Inf
|/C1

Â/ÇtT^-ÂrrFô^cjTi^^prc. Vep+o-A) tto-c.)/ 1- TTcj
• j/1 J/ j=i 3 j/p J 7 3=1
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La fonction L (z , ,.fz ) = Lim n D(z^/n,.., z /n) est donc Inf (a^u^ ,.., a^u^.p
n

avec: Vl ’} «* jJ ' ' J <=j} .
1

Posons maintenant A = — - , et c. = d. /n ; Lorsque n —^ +00 > on peut
n + 1 J J

1
rendre - 1 arbitrairement proche de d^ "^0 donné ; par continuité,

on en déduit qu'il existe un choix de A fcyj^B; > c » . .,c 6

que a^f..,a soient p nombres £[o,i[ donnés.
Pour un tel choix, on vérifie que V1 ^i. ^i ^p , z ,z Çfo.+ OQl ,

' ^ ^<1 ^2 ^ *
\L

L (+0Ô ,. •, z ■ ,..,+ 00) = Inf (a z ,a. z. ), et on en déduit
1 2 I i 2 2

le résultat pour \f 1 ^i ^p, 0 £ a^ £ 1 .

Dans le cas où certains a. sont égaux à 1 , le résultat précédent

subsiste, en posant c. =1, si a^ = 1, et en raisonnant comme précédemment
sur les autres c. ; dans le cas où tous les a. = 1, on obtient, en particulier

) = Inf (u^ ,.. ,Up)
Lemme (3.5): Tout centre de gravité de fonctions de la forme

Lim n D(z /n,..,z /n), où D est une fonction de liaison, est encore de
nOO 1 P
cette forme.—

Preuve: Si L* et L* sont associées à D„ et , qL* + (l-q)L est associée
1 2 1 2 1-2

à qD + (1 -q)D , qui est une fd, si 0^q^1, par (2.4).—
/ \ *Théorème (3.71 : Pour que L soit tel qu'existe une fonction de dépendance D,

telle que:

Vl^i^P, z. É[°, + 0ô) , L*(z ,..,z ) =LimnD*(z /n /n) ,1 -1 ' P nQQ 1 p
* w

il faut et il suffit que L admette la représentation:

Vl^i^P. ^6 (®. + 0o) ’ L*(z, "-.Zp) " J jzi,ijd/(,|>",V,
)ÉS

avec les., règles de calcul pour zv : (+ 00 )0 = + 00 , où A4 est une

mesure positive sur S , telle que , si U. . est
/ lc;i1 ,..,xk

la restriction

de U sur S-
k;it,..,ik

, on ait les relations suivantes:
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(3.31 )

(3.32)

W 1 <k<k'£p , y 1 ^i| <.. ^ik £p ,V1 <j-| £ "0*'^ p ’ avec :

> ij,) (j-| >

(,r",ïP)6sk',V-
fv. ,.,,v. ) fixés'

1. ’ ’ 1 '1 P

J Inf (1/v ) 1
V^p J

4 dA;y..,i^vi—V
J Inf (1/v )]
Véxfp Xj

Vl ^i^P> J dJtL . (v. ) I 1/*1 ; iv i'

Preuve: Tout d'abord, la condition est nécessaire, par le théorème (3.6), et

du fait que l'inégalité (3.31) équivaut à l'affirmation:

1*, \ ^ .*
1 Z. .... Z ..... Z

1 ’ ’ l' ’ P

La condition (3.32) est donnée par (3.26).

L (z ,..,zi,..,z ) ^ L*(z1 ,.., + 00 ,..»zp);

Montrons maintenant que la condition est suffisante:

Considérons tout d'abord L (z^,..,z ) pour ,..., finis ; si L est
le barycentre par une mesure de masse totale 1 de J Inf(u z.)l, où les

li^i£p 1 J
u ^jo,1j , c'est une fonction de la forme Lim n D(z /n,..,z /n) , en appliquant

1 L J nOÛ 1 *
le lemme (3.4), le lemme (3.5), et le fait que toute mesure à support compact
et de masse totale 1 est limite vague d'une combinaison linéaire de poids 1 de

mesures de Dirac; Le fait d'intégrer sur S , au lieu de introduitP

—- . ; en fait, L (z,] , ..,z ) n'est un tel barycentille facteur normalisateur

Inf (l/u,)

qu'avec une masse 1 ; compte tenu du lemme (3.4), si on retranche le poids
ainsi obtenu pour L (z1 ,.., z^ , + Q0 » zi+1 > • • > z ; > on a encore une mesure
positive sur Sp-1 ;1 ,..,i-1 , i+1 ,.. ,p

, et on peut réappliquer le raisonnement

sur ce sous-simplexe. On obtiendra un barycentre de masse totale 1 , si les
conditions (3.32) sont vérifiées.—
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'3.33)

'3.34)

Remarques (3*7): Les conditions (3.31) et (3.32) permettent une construction
simple de toutes les fonctions de liaison et de dépendance extrêmes; il suffit,
en effet de se donner les 2^ mesures sur le simplexe S et ses faces,Ü, ,

P

en vérifiant les relations d'ordre entre les nombres (3.31) et (3.32). On

résoud ainsi le problème de la représentation des lois limites extrêmes.—

Théorème (3.8): L, respectivement D,est une fonction de liaison extrême, respective¬
ment une fonction de dépendance extrême, si et seulement si elles admettent

les représentations :

\/l^i£p, z.£[o, + 00[, L(z1f..,z ) = ) £<rr<n> !&!,<..<j|£p

/ (-1) Inf Iv z Idn
(v ,..,v )£s 3 ^ / k;i ,..,i

\/ 1 ^ i ^P, é [0,l] * L>(u.j * • • »Up) =

/

(v-’V !

u . .u expj
1 p I

(-1) v Log u IdU (v , ..,v ) ;

£>Viék^p.1 est

c (
Sup J 1

1<j*k 1

ou

le simplexe S, .

k;i1 k

une mesure positive sur
n ’ ' ' ' ic

, vérifiant les relations (3.31) et (3.32).'

4.— Applications à la convergence asymptotique des lois extrêmes:

Dans les §2 et 3, nous avons montré que tout vecteur aléatoire (y(1 ),..,Y(p))
possédait une fonction de dépendance D (non nécessairement unique (th.(2.1 )), et

que, si {(Yn(l),..,Yn(p)),nVÎ était une suite de v.a. indépendants de mène loi,
D (u ,.. ,u ) = Dn(u^n,.. ,u^'n) était une fonction de dépendance du vecteurn 1 p • P

J Sup Y.(1),.., Sup Y. (p) L(lemme (3.1)) ; nous avons ensuite décrit le comportement1
3<i<n 1 J

asymptotique de D , lorsque n^OO » ek caractérisé les limites possibles de .

Lorsque (y(1 ),..,Y(p)) a des lois marginales continues, D est déterminée
de manière unique, ainsi que la fonction de dépendance dei Sup Y. (1),.., Sup Y.(p)v;

ll£Cp 1 UiCp 1 J
lorsque ce n'est pas le cas, on peut se demander si le comportement limite de D
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(4.1)

dépend de la fonction de de dépendance choisie parmi l'ensemble des possibilités

pour le v.a. {y(1),..,y(p)} ; le théorème suivant montre qu'il n'en est, en
général rien:

Théorème (4.1): Etant donnée une fonction de répartition, F, dont l'ensemble des

points de continuité marginaux (pdclm F) est C ; si Fn(c) désigne l'ensemble des

points de la forme (u^,..,u^), où (uj,..,u ) £ F(c), si D est une fonction de
dépendance associée à F, et si Dn(ui » • • >u ) = Dn(u^n,..,u^*1)—, la
limite Dest définie de manière unique, indépendante des choix possibles

pour D, F étant fixé, sur l'ensemble:

LimSup F (c) = mu
n^.1 | m lÿ. n

Fm(c)l .-
n 00

Corollaire (4.1 ): D- (u ....u ) est définie de manière unique sur TT"I. , où
00 v 1 ’ ’ p' ? * î

Ti = , OU t°,1] , suivant qu'existe ou que n'existe pas de a^ tel que, s

evôÿF^a.-e), <; f. (a. +o) = 1 (maximum atteint avec probabilité ^0 de la i e
composante du v.a.)

1/n 1/n
Preuve du Théorème: D = D (u

n ' 1
.,u ) est défini de manière unique sur

P

Fn(C); si D est une fd quelconque de F, converge uniformément sur l'ensemble

(4.1), d'où le résultat.—

Preuve du corollaire: Supposons qu'existe i, 0^u^1, tel que, pour n assez grand,
il n'existe pas de pdc u^ de F^, tel que u^ £ £ ^0 étant choisi tel
que £ <Inf(u,1-u); alors, pour n assez grand, Vy^ Pde F^, ^[(u-É)1/n,(u+£)1/n
et, en faisant croître indéfiniment n, on recouvre ITl-$(,l£ » ce qui implique
l'existence d'un point a^, tel que F(a^-£) ^ 1, F(a^+0) = 1 ; réciproquement,
pour tout pdc y. de F. tel que F.(y.)^ 1» F. (y.) 4 F(a.-0)Z 1, et donc F. (y.) 1

1 1 i"i'^ / i"i s 1 11

->0 uniformément; on en déduit le. résultat.

Remarques (4.1 ): 1°) Dans le cas d'une distribution non bornée supérieurement
sur chacune de ses composantes, le corollaire (4.1 ) s'applique et Dgp est déter¬
minée de manière unique partout.

2°) Dans le cas où il existe un a^ (fini) tel que F(a^-£) ^ 1 , F(a^+0) = 1 ,

on sait que le maximum correspondant Sup X, (i) —i, a. p.s., et est donc
l£k£n * 1

asymptotiquement indépendant des autres maxima; on peut donc toujours, dans ce

cas, choisir D^ telle que:
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(4.2)

D >**»u ) =«f Tl u.\ D (u. ) ,
00 1 p L Ii={0’1} "J 00 1 Jr

ù V1 ij 110*1] -~

Nous utilisons maintenant les résultats précédents, par application des

lemmes:

Lemme (4.1): Si une suite de lois de probabilité de fonctions de répartition

•Ov>W converge vers une loi limite de fonction de répartition F, ayant
ses fonctions de répartition marginales continues, alors toute suite de fonctions
de dépendance -[!>„,n>l} , telle que soit associée à F^, \/ n 1 , converge
vers la fonction de dépendance D de F.—

Preuve : D est définie de manière unique, et, comme tout point (y^ ,,yp) est
pdclm F, Lim Fn(yi ,..,y ) = F(y ,..,y ) = D(F1 (y1 ),..,FP(y )); on-sait de

n^O PP P
plus, par le-théorème de Gliveriko-Cantelli, les fonctions de répartition margi¬
nales -limites étant continues, que:

Tout

sup J sup Jp^yj - pl(yj.)|"V
$i4p ^ yi J

0 ;

(u^ é C«.i3 F , pouvant se mettre sous la forme (F (y^),..,FP(y )),
\/£>0> 3 Sup J Sup I Fn^Xi^ _F,1(Xi) 3 (z ,..,z ) pdclm

1^i^p L x. * il
de F^ , tel que Sup I F^(z_. ) -Fi(yi) J 4 z^/p ; on utilise alors (2.8):

P * n 1

|DnCF1 (y1),..»FP(yp)) - Dn(F^(zi),..,FP(zp))|^ipÊ/p ;

K<V-*p> - é -pi(yi)l ^ ip(/p '

On en déduit que ID (u„,..,u ) - d(u„,..,u )i4C,£ ; d'où le résultat.—I nv 1 p 1 p ls

Lemme (4.2): Si D est une fonction de dépendance associée à la fonction de
répartition F de (x^,..,X ), alors, si (j) ,..,<p sont p fonctions croissantes
au sens large de % dans lui même, alors D est aussi une fonction de dépendance
associée à F((p^ (x^),.., <p (Xp)), fonction de répartition de

-1
Preuve: Evidente; on notera que <J) (x) est généralement défini par:

1
(x) = Sup^téjft; (j>(t)^ xj. .-

On considère maintenant le cas de transformations linéaires; on pose:
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Si

(X

an * (a1 fn'’*,apfn^3R.P ’ bn '

b„)An- ((xd) - b1jn)/ai,„ ••••

a 0, si \/ 1 ^.i ^p, a. ^ 0.
n r *"**»• i,n '

(b-, >n>">bPjn)£3RP»
(x(p) - bp>n)/aPjn )»

On dit que les lois de X et Y sont de même type, s'il existe a ^0, tel
que Y ait même loi que aX + b ; on dit que le type de X est non dégénéré, si
le type de chaque coordonnée n'est pas celui d'une loi concentrée en un point;
on dit que le type de X^ converge vers le type de Y, s'il existe une suite
(a ,b ) telle que a X + b converge en loi vers Y.v n’ n' n n

On obtient le résultat suivant:

Théorème (4.1): Pour qu'une suite de v.a. de 0RP aient un type limite non
dégénéré, il faut et il suffit que chaque suite de composantes aient un type
limite non dégénéré, et que la suite des fonctions de dépendance des v.a.

ait une fonction de dépendance limite.

Corollaire (4.1 ): Dans le cas où la suite de v.a. est ( Sup Y.(1 ),.., Sup Y.(p)B
11^1 <Cp 1 1^i<p 1 J

où Jy.^1 ),.. ,Yn(p) ,n^ll est une suite de v.a. indépendants de même loi,
le type limite, existe si et seulement si, d'une part, chaque coordonnée appar- a
tient au domaine d'attraction des lois , ou , d'autre part, la

fonction de dépendance D appartient au domaine d'attraction d'une fonction
de dépendance limite de la forme (3.34), avec les conditions (3.31) et (3.32).
Une condition nécessaire et suffisante pour que D vérifie cette propriété est

que:
V f . f" - T , “l “nx.existeVl z-6|o, + Dof, Lim n

n 00
D(1 - -1 , .., 1 - -P

n n

Soit encore, d'une manière équivalente, si D est définie par (3.10):

\/i~î£p> z é|o»+OoJ, Lim n D (z./n,..,z /n) existe.—1 nOO *

Remarques (4.2): 1°) Le théorème limite des types de Khintchine ( [»] , OU Do],
p.40-44) montre que, dans le cas univarié, le type limite, s'il existe est
unique. Le corollaire (4.1 ) généralise ce résultat au cas multivarié. On peut
également utiliser le théorème (4.1) pour obtenir des résultats de convergence 1
pour des familles de transformations plus générales que les transformations
affines.

2°) La structure de l'ensemble des valeurs d'adhérence deip^n'Jj.j. n'est
pas complètement déterminée. Il serait intéressant de vérifier s'il est ou non fl
convexe, et si ce n'est pas le cas, quelle est sa structure réelle.
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.4)

3°) En fait, le cas le plus fréquent de loi limite extrême, est le cas de
1'indépendance asymptotique des extrêmes; ce cas est obtenu lorsque la fonction
de dépendance limite est:

DQ()(U1 ’ ’ * ’Up) = ui’,,,up ’ corresPédant à Lqq(z-, » • • > zp) = 0 »00'

pour ce cas, , z^J = 0, si au moins deux sont finis, correspondant

M éétant une mesure de Dirac au pointà IX, = 0 pour k V2, et

(o,..,0,1,o,..,o).

On déduit des théorèmes précédents (notamment (3.4)) la condition nécessaire
et suffisante suivante pour l'indépendance:

Théorème (4.2) Pour que soient asymptotiquementl Sup X (1),.., Sup X (p)L
U^-éP 1^i^P J

indépendants (au sens que leur fonction de dépendance converge vers u^ ..u ), il
faut et il suffit que, si:

VnV' ai n est tel 4ue: P(x(i)>.ai ^) ^ — £ P(x(i))^a.i ,n i,n

\/l Lim n P(x(i)V a ,X(j)\a
|y^ " 1,11 r J , 1

= 0.

nQO

En d'autres termes, il faut et il suffit que la condition d'indépendance asympto¬

tique soit vérifiée pour tous les couples de coordonnées.—

Remarques (4.3): 1°) Par le théorème (3.1 ), il suffit de vérifier (4.4), pour

n = Ck , k-*+ DO .-

2°) On peut se demander si le cas où les extrêmes multivariés ont une forme de
dépendance limite ne coïncide pas avec celui où, au voisinage des points extrêmes
du support, la v.a. est p.s. asymptotiquement liée par une relation fonctionnelle.
Ce point n'est pas résolu à noire connai ssance.—

3°) L'inférence statistique sur la mesure est délicate; nous donnerons des
méthodes pour établir cette inférence dans une prochaine note, par des techniques
non paramétriques.—
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