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Résolution, & I'aide de résultats d’algébre non associative, de certains problémes
d’algebre génétique

5.

RESOLUTION, A L’AIDE DE RESULTATS D’ALGEBRE
NON ASSOCIATIVE, DE CERTAINS PROBLEMES
D’ALGEBRE GENETIQUE.

M. BERTRAND.

Premiére Partie.
INTRODUCTION.

Dans cette partie, nous allons étudier et développer un certain nombre de
notions d’algébre non associative, dont la plupart seront utilisées dans la seconde
partie d’applications a la génétique.

Aprés un chapitre de généralités, nous introduisons la notion de grade
dune algébre quelconque, et nous associons a toute algébre A un ensemble
ordonné A* formé de classes d’équivalence d’éléments de A. Nous en étudions un
certain nombre de conséquences et propriétés. Nous nous intéressons en particu-
ler au cas ol I’ensemble A* posséde un plus petit élément, qui trouve des
applications en génétique, et nous introduisons la notion de T (A) - isotopie
qui peut s’utiliser en algébre génétique.
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CHAPITRE I
Algebres non associatives - généralités

Une algébre non associative A, définie sur un corps F, est :

un anneau non associatif : ¢’est-a-dire un ensemble muni de deux Opéra.
tions - I'addition et la multiplication - ; ses éléments forment iin groupe abgliey
par rapport a I'addition, et un groupoide par rapport a la multiplication | |
multiplication est distributive par rapport a I’addition.

un espace vectoriel sur F ; si o et § sont deux éléments de F, ¢t g
x et y sont deux éléments de A, alors :

a(x +y) =ox + ay ; (a@+ ) x=o0x + fx
a (6 x) = (af) x ;oa(xy) =axy= x (ay)

Pour plus de généralités, il est souvent intéressant de définir une algebre,
non sur un corps, mais sur un anneau associatif, commutatif et unitaire.

Nous nous bornerons ici a définir A sur le corps F, qui est appelé le plus
souvent corps de base.

Nous nous bornerons également a I'étude des algebres de dimension finie,
c’est-a-dire telles qu’on ait pu y trouver n éléments e, e,, .., e, formant
une base :

pour tout x € A, il existe £,, £,", 7, En € F tels que x =

n
1:2—1 Eiei

n
5 o= 4

IR ]=]

£ e ey =,

I i nici

1

X =y équivauta £, = 7 ; pour tout i.

Il existe alors des éléments de-F, notés Y, j govi=1,..nij=1..0

k =1, ., n ; permettant d’écrire la table de multiplication de A relative 4 la
base considérée :

n
gie = 2 Yijk ¢k pour tout couple i, j
k=1 =14 .0
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Multiplication a droite et multiplication & gauche

Soit a un élément de A ; il est possible de lui associer deux opérations
internes :

lamultiplication a droite par a, notée R, :

i e, Ra(x):xa

lamultiplication a gauche par a, notée L, :
vx e A L, (x) = ax

§il'algebre est commutative, pour touta € A,

R, = L,

Lensemble des transformations linéaires de A forme un espace vectoriel
M(A), auquel appartiennent R, et L, pour tout a €A - ’'ensemble formé par les

transformations R, lorsque a parcourt A, engendre un sous-espace vectoriel de
M (A), noté R (A) ; de méme l'ensemble des L, engendre le sous-espace
vectoriel L (A).

, ‘On appelle alors algébre des transformations de A, et on note T (A)
lalgébre définie sur F et engendrée par les polynomes en R,, Ly (pour tout

3,b€ A)et par la tranformation identique I de 'algebre A.
Un élément quelconque de T (A) s’écrit alors :

P TA: ol 4 P (Ral, Raz, ¥i5 Ra ’ Lbl’ Lbz’ qu) a€F ;a-l, b] =R e
polynéme a coefficients dans F.

Sous-algebres et idéaux - Nilpotence - Radical

Un sous-espace vectoriel A, stable pour I'addition et la multiplication, est
ine sous-algébre de A.

i Il est parfois intéressant d’associer, a une sous-algebre A, de A, la sous-
gbre de T (A) correspondante, notée T (A;, A). Un sous-espace vectoriel B

Seeiest idéal & droite de A si et seulement si ba € B pour tout b € B et tout
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Méme définition pour un idéal a gauche.

Un idéal bilatére de A est a la fois idéal & gauche et a droite : o dit
plus simplement «idéaly.

Toutes les notions d’homomorphismes, de noyau, d’algébre quotient
définies et étudiées dans le cas des algébres associatives, restent valables pour des,

algebres quelconques, car elles ne font pas appel a 'associativité de la multipl;
cation.

Nous avons, en particulier, le théoréme fondamental d’homomorphisme :

Soit B un idéal de A ; I'algébre quotient A/B est I'image homomorphe d¢
Agrace a ’homorphisme naturel H :

H(a) = a* = a + Bola€EA eta + B €A/B

Réciproquement, si deux algébres A et A’ sont telles que A’ est image
homomorphe de A, alors A’ est isomorphe de A/B si B est le noyau de I'ho.
momorphisme considéré.

Sous-algébre engendrée par un élément

Soit a un élément de A ; la sous-algébre engendrée par a - et par e si A
contient un élément unité bilatére - est notée [a]

si b € [a] , alors [b] € [a]
si b € [a] et a € [b], alors[b] = [a];

Une algébre A est dite a puissances associatives si pour tout a € A,
la sous-algeébre [a] est associative.

Une algébre A est dite & puissances commutatives si pour tout a € A,
la sous-algébre [a] est commutative.

Une algébre & puissances associatives est nécessairement a puissances
commutatives, mais la réciproque n’est pas vraie.

Puissances d’un élément
Les puissances finies d’'un élément a € A sont :

les puissances principales :

a droite :a' = a , ...;at = fFlg

dgauche:a* =a, «w.;:a" =a @
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les puissances pleines :

B aa = R sabo= gt fur el

- les puissances mixtes :
le produit d’un nombre quelconque, fini, de puissances principales est une
puissance mixte ; le degré d’une puissance mixte est la somme des degrés des

puissances principales de a qui y figurent :

Dans une algébre quelconque, le nombre des puissances distinctes de degré
nd’un élément quelconque est, en général :

{(2n - 2) !
(n-1) ! n!
ldéal engendré par un élément

L’idéal (a) engendré par I'élément a s'appelle un idéal principal ; si
lalgébre A posséde un élément unité e, et si e € (a), alors (a) = A.

Algbre simple

Une algébre A est dite simple si le seul idéal propre de A est I'idéal zéro,
BL si A n'est pas une zéro-algébre de dimension 1 (telle que V a, b € A,
ab = 0).

Alggbre semi-simple

 Une algebre A est dite semi-simple si elle est somme directe d’algébres
simples (en nombre fini).

Eléments nilpotents

" Dans le cas d’une algébre associative, il est facile de définir la notion
de_lément nilpotent d’index k ; il en est de méme dans le cas des algébres a
Puissances associatives, comme les algébres alternatives, par exemple.

. Dans le cas général, cette notion est ambigué. Il est possible de parler
Célément nilpotent principal 4 droite ou 2 gauche, mais non d’élément nilpotent
®n général .

ey
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Algebre solvable, ou résoluble
Soit une algébre A ; construisons les sous-algébres ainsi définies :

AD) = A A = g2 A0 = (a kD)) 2

A ‘j s . ’ - 1z
ou A~ désigne le sous-espace engendré par les produits de deux éléments quel-
conques de A.

A est dite solvable - ou résoluble - d’index k s'il existe un entier k > ¢ ¢
que

Ak-D %9, Ak = 9

Un idéal de A est solvable si c’est I'idéal zéro ou une algébre solvable.
Algebre nilpotente
Soit une suite aj, -, 3 de k éléments de A.

Toute suite de cette forme définit un produit d’ordre k noté a (k) gt défini
par :

a(i)=a(i‘l)ai ou a(i):aia(i'l)

A est nilpotente d’index k si tous les produits d’ordre k de cette forme
sont nuls et s’il en existe un d’ordre (k - 1) différent de zéro.

Une définition équivalente est la suivante :

A est nilpotente d’index k s’il existe un entier k tel que tous les produits
de k éléments de A, de quelque maniére qu’on les associe, sont nuls.

De nombreuses propriétés vraies dans le cas d’'une algébre associative, ne
le sont plus dans le cas général : ainsi, toute algébre associative non nilpotente
posséde un idempotent, ce qui n’est pas vrai pour une algébre quelconque.

Il est tout de méme possible de donner certaines propriétés intéressantes,
valables dans le cas général, et, en particulier, de définir le radical.

Donnons d’abord deux propriétés :

tout idéal solvable d’une algébre A quelconque est contenu dans I'idéal
solvable unique S. Le seul idéal solvable de A-S est I'idéal zéro.

St
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- soit B un idéal de A ; soit B I’algébre des polyndmes des multiplications
d droite ou & gauche correspondant aux éléments de B. B est nilpotent si et
seulement si B est nilpotente.

Ceci permet de voir facilement qu’une algeébre nilpotente est solvable.
Radical

Albert a démontré qu’une algébre homomorphe a une algébre semi-simple
possede un idéal N appelé radical, et qui est tel que A-N soit semi-simple.

N est alors contenu dans tout idéal B de A pour lequel A-B est semi-simple.
Cette démonstration s’effectue au moyen des étapes suivantes :

Soit T(A) I’algébre des transformations de A ; soit f le radical de 'algébre
associative T (A).

NotonsAJfﬂ={n(a) ¢ nEJro;aeA}

; I'algebre T (A) est semi-simple si et seulement si A est soit semi-simple,
:(;!t zéro-algébre, soit somme directe d’une algébre semi-simple et d’une zéro
gebre.

pour que A soit homomorphe a une algébre semi-simple, il faut et il
wifit que A-A A® ne soit pas une zéro-algébre.

Alors, soit A-A of® est semi-simple et Al est le radical de A ; soit A-A
st somme directe d’une algébre semi-simple et d’une zéro-algébre et I'on
®0 déduit de méme le radical de A.

Le radical et I'idéal solvable maximal sont en général distincts, sauf dans
®rtains cas particuliers comme celui des algébres de Jordan ; cependant, Albert
ddémontré que I'idéal solvable maximal de A est contenu dans le radical de A.

Equations vérifiées par un élément

_ Considérons tout d’abord le cas ou A - toujours supposée de dimension
e - posséde un élément unité e.

Soite, = e, e,, ..., e, une base de A, et soit x € A ; formons I'équation
camCtéristique de la transformation B3 elle s’écrit : A I - Ryl = Q:kEF

Qencore ; Al . BA w9 5 [Bb =
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Les t; sont des polynomes homogenes en £, ..., E", coordonnées de y

de degré i au plus ; cela, d’apres la définition méme de I’équation caractéristique

Or, nous pouvons écrire :

x = ex = R (e); %P = RE’{ (e) -

xP est la puissance principale 2 droite de degré p.

Par conséquent, si ¢4 (x) désigne le polynome obtenu en remplagant )\ par
x dans le premier membre de 'équation caractéristique, on a :

¢ () BT RH 0

puique R, est racine de son équation caractéristique.

D’ou le résultat :

L’élément général x € A, A étant une algébre non associative 2 élément
unité, de dimension finie, est racine de I’équation caractéristique de la multipli-
cation a droite.

Méme résultat & gauche, avec une équation différente en général de
I’équation a droite.

Il existe alors une équation a droite vérifiée par x, telle que son degré p
soit minimal ; en utilisant les propriétés du corps de base F, on peut démontrer
que cette équation, dite équation principale a droite est unique, que son premier
coefficient est 1, et ses autres coefficients des polynomes homogénes en £ de
degré n - q (pour le terme en x9).

La propriété suivante se démontre aisément : le polyndme principal &
droite de x, ¢ (A), divise tout polyndome Y (A) tel que ¢ (Ry) =0, et, en
particulier, le polyndme caractéristique. Nous avons ainsi défini I’équation prin-

cipale a droite - ou équation au rang a droite -, pour ’élément général x. Il est
possible de définir, de la méme fagon, son équation au rang a gauche.

En particularisant I'élément considéré, il est possible d’introduire égale-
ment la notion d’équation minimale a droite pour un élément particulier.

L'équation minimale a droite de I'élément a est ’équation de plus petit |

degré a droite, vérifiée par 'élément a ; son degré est nécessairement inférieur
ou égal a celui de I’équation au rang a droite. Méme définition a gauche.

qj-""'-—-

l!

(-

— = —
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Algébre sans €lément unité

Il est possible de se ramener au cas précédent, en considérant I'algebre A
déduite de A en lui adjoignant un élément neutre e ; la base et la table de

multiplication de A" s’écrivent alors e, €;, .., €, ;

Titoo= 0. Y1) 5 Yoide S Sik L ik Slik

s b b2, (6 ij symbole de Kronecker).

On forme alors, comme précédemment, le polynome ¢ d (x"), premier

membre de I’équation caractéristique de X', aprés remplacement de X par X"

Si 'on fait, dans cette équation £, = o, I'on trouve que X satisfait a
[¢quation :

XCd (K)= o

On tire alors de ce résultat des conclusions analogues a celles du précédent
paragraphe : équation au rang, équations principales, ..., valables quelle que soit
lalgebre A.

Cas des puissances non principales

Des résultats analogues peuvent étre obtenus pour les puissances pleines,
par exemple, en utilisant la notion de dépendance linéaire, on peut écrire les
équations «pleinesy a droite et a gauche.
Degré et altitude d’une forme

On classe les produits non associatifs relativement & leur «formey, c’est-a-dire

Wvant la maniére dont les facteurs sont associés ; ainsi les deux produits
(3b-0) d et (ba.c) d, sont de méme forme, tandis que le produit ab.cd est de for
me différente. On appelle degré d’une forme d’éléments qui figurent dans I'écri-
ture du produit :

[(ab) c¢] d a pour degré 4.

~ On appelle altitude d’une forme le nombre de «générations» donnant
laissance au produit.

Exemple .

(ab.c) d est d’altitude 3.
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(ab) (cd) d’altitude 2.
Ces définitions seront utilisées par la suite.
CHAPITRE 1l

Relation d’équivalence sur A - Ensemble ordonné défini a partir de A.
Grade de A.

Nous allons maintenant supposer I’algébre non associative A commutativg
et, de plus, supposer que A ne contient pas de diviseur absolu de zéro.

Considérons I'algébre T (A) précédemment introduite.

Relation d’équivalence sur A

Deux éléments x et y de A sont dits équivalents si et seulement si il
existe deux €léments f et g de T (A) tels que :

x = f(y) y W sRog@)ny

Nous avons bien une relation d’équivalence :

x = I(x) : réflexivité

symétrie résultant de la définition ;

transitivité : x =f(y); y=g(x) ; y=h(z) ; z=t(y);
alors z =(teg)(x) ; x = (foh)(z);

Considérons 'ensemble A* des classes d’équivalence ainsi définies.

Une remarque immédiate : I'élément o n’a pas d’équivalent autre que
lui-méme.

Relation d’ordre sur A*

Soit x et y deux éléments de A. On dira que x* est inférieur & y* (ou que
y* est supérieur a x*) et on notera x* < y* si et seulement si, pour un élément
X de x* et un élément y de y*, il existe t élément de T (A) tel que y = t (x).

Cette définition est indépendante des représentants x et y choisis ; en \

effet soit x’ € x* et y’ € y*, et s0it y = t (x), alors :

y' = h(y) = (hot)(x) = (hotog) (x’)

|

LV
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Cette relation est réflexive, transitive.

Elle est antisymétrique : djaprés la définition, x* < y* et x* > y*
entrainent nécessairement x* = y*.

Nous avons donc muni ’ensemble A d’une relation d’ordre.

Applications immédiates
I'er
[) toute classe x* € A* est inférieure a la classe {o} , puisque o (x) = 0
pour tout x € A.
pour tout x € A x*¥<o

1 ) soita€A ;déterminons I'ensemble des éléments de A* qui sont supérieurs
da.

Les éléments correspondants dans A s'écrivent b = t (a) pour tout t €T
(A); on voit alors aisément que 'ensemble cherché est constitué par les classes
des éléments de (a), idéal principal engendré par a dans A.

3) si A posséde un élément unité e, tous les éléments x de A s’écrivent sous
laforme : x = ex :

les éléments inversibles, s'il en existe, lui sont équivalents : en effet, si a est
iversible et a pour inverse a’, a = ea ; aa’ = e, e et a sont bien équivalents.

Il en résulte que e* est le plus petit élément de A.e*comprend I'élément
4 les éléments inversibles s'il en existe, et les éléments «pseudo-inversiblesy,
Cest-d-dire les éléments non inversibles a’ tels qu’a tout a’ on puisse faire
‘rrespondre t € T (A) tel que t (a’) =e.

1
%  Si A posséde un idéal propre I
t soit a € Jet b€ A -1 ;a* ne peut étre identique a b*, car il n’existe pas de
ST(A) tel que b = t(a).
. 5 deux éléments quelconques a* et b* de A* ont toujours un majorant

it “mmun, (ab)*.
'\ Gs de I'élément zéro

| ¢ Supposons qu’il existe un élément aj € A, tel que pour tout t € T (A),
#0,lélément t (a_) ne soit pas nul.

.
S
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Nous dirons que a est non négatif.

Il en résulte que pour tout couple (t, t’) d’éléments de A tel que t #y
t(a,) ne peut étre égal a t’ (a,). :

Donc Rao est injective : en effet, supposons que

bao = b’ao, avec b,b’€ A, ;A étant commutative , ceci peut s’écrire a, (b-b) =,

donc Ry = Ry, et, puisque A ne posséde pas de diviseur absolu de zéro, b =p

L’algebre A étant de dimension finie, R, , qui est injective, est dop
bijective, et, en particulier, surjective. u

Soit alors t; € T (A), et soit by = t, (ay) 5 b, est non nul. Ra0 étant
surjective, il existe x € A tel que b = a.%2 R, (a5)=t, (ag)ett, = R,

Donc T(A) = R, ;x €A.

Il en résulte que A posséde un élément unité et que R (A) est une algbre,

Par suite, A est iine algébre associative 4 élément unité.

Réciproquement, si A est associative et posséde un élément unit, pour
tout a non nul, ae = a # o.

La condition nécessaire et suffisante pour que A posséde un élément nop
négatif est que A soit une algébre associative a élément unité.

Remarque :  dans le cas d’une algébre non associative sans élément unité, i
est aisé de voir que e n’est pas non négatif : en effet, il existe alors x et y € A tels

que Rny # Pﬁ(y et (ny - Rny) (e)=o0

Application aux algébres simples et semi-simples
1) Algébre simple

Si A est simple, tous les éléments non nuls sont équivalents.
En effet, supposons qu’il existe ay et by non nuls tels que, pour tout

t€T(A), t(a,) soit différent de b_ ; alors b, n’appartient pas a 'idéal engendré
par a , et A n’est pas simple. 2

Ré

S0
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2) Algébre semi-simple
A est somme directe d’algébres simples :

A=A; © .. @ Ap décomposition unique, a 'ordre prés, (on a Aj.Aj =0
Vij=1.p)

Chaque ensemble A, - { 0} forme une classe
wita;eta’, €A, - f 0] ; puisque A, est simple, a, et a’; sont équivalents.
Réciproquement, soit a équivalent a a, ; alorsa =t(a)eta=t, (3);
1
mais t; (a;) appartient & A; puisque AiAj = o pour tout j ;donca € A;.

Deux classes distinctes A, - { o] et Aj -{ o} ne sont pas comparables.

Ceci vient de la propriété de décomposition en somme directe d’algébres
simples.

Pour tout (i,j) i #j, formons 'ensemble Aij défini par :

Aij=ai+aj - aiEAi-[O} § aj(—:Aj -{o}

I’ensemble Aij forme une classe.

En effet, soit :

= t: ¥ . ey == 12 4
p=ita(a }) : a; tJ (a])

ai = t’i (asi) : aj e ts] (asj)

tjet t’; appartiennent & T (A,), tj et t’j aT (Aj) :
=+ 8 = v, (@) + t’j (a’j) ou
L NEE M t’j) (a; + a’j) puisque t’i(a'j) = t’j () = o

donca = t(a’) ; demémea = t(a).

€t, de plus, tout équivalent de a appartient a Ajj-
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La classe Aij n'est inférieure qu’aux classes A, - {0} et Aj - {o} :

]
ne sont pas comparables si elles sont différentes.

A et Ay - [0} ne sont pas comparables si k n’est pas égal a i ou j ;Aij etAkJ

Tout ceci se voit aisément grace aux propriétés de décomposition.
Continuant le processus, on pose :

7 - v 3 paS G 4 i
AII ls —{al He e ai A al (= All {0} S aISE AIS [0]} All ls fonne
une classe inférieure a toute c&asse Aipl ipk telle que (ipl, ol ipk)C (il, ...,is)

Enfin, I'ensemble A, p (21 T . a5 5 9 € Ay - [o}}constitue le plus petit
élément de A*.

Le plus grand élément est ’élément zéro.

S

Si A est associative, A possede un élément unité ; le plus petit élémen
D est la classe de e, et est constitué des éléments inversibles.

L’ensemble A posséde 2P éléments.

Ay,

Tragons le diagramme représentant ’ensemble ordonné dans le cas ou

A=A1®A2$A39A4

Deux éléments comparables sont reliés par une ligne droite ou une ligne
brisée avec points anguleux aux points figurant les éléments ;A* posséde une
structure de treillis, deux éléments quelconques possédant un plus petit majorant
et un plus grand minorant ; ce résultat est d’ailleurs valable quel que soit p,A*
est un treillis possédant un plus petit élément et un plus grand élément.

Pour p quelconque, I’allure du diagramme est analogue a celle du diagram-
me représenté ci-dessous.

re

-
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Définition du grade de I'algebre T (A)

Soit n la dimension de I'algébre A ; I'algébre M (A) des transformations
linéaires sur A a pour dimension n® ; T (A), sous-algébre de M(A), a donc une
dimension finie, inférieure ou égale a n>.

Soit (el, g, en) une base de A.
Sil'algebre A est associative

n
e e il 4 = 2 1 R our tout (i

Si donc r + 1 désigne le rang (indépendant du choix de la base) des
R, I) la dimension de T (A) est r + 1.
i

Si l'algébre n’est pas associative.
Soit N la dimension de T (A).
B+l = N < p

* SiN =r+],0on peut prendre pour base de T (&) : 1 Rel, e

A ce propos, rappelons un résultat d’Albert : une algebre A, ayant un
tément unité 4 gauche, est associative si et seulement si I'ensemble R(A) est
une algébre. -

" iN>r1+ 1 ; posons

]

Les R. ne s’expriment pas en fonction de (I, Re], ., Ry )sinon N serait
r

i

¢l a1 + 1, il existe donc un nombre s d’éléments R, linéairement indépen -
dants entre eux, et indépendants des (1, Rel, i 1t 3
I

R Ljde’] ags.
ei ej )

Sidonc N =1 +r1 +s, on a trouvé une base de T (A).

SiIN>1 + 1 + s, on forme

Rijk - ReiRejRek pour tout (i, j, k)de 1 a r, et 'on procéde de méme.



M. BERTRAND.

Le nombre N étant fini, cette suite d’opérations s’arréte et la base obtenye
s'écrit :

v [Re&l f (Rilizb’{Riliziﬁ - {Ry i, ...iq}

g vree

L'entier g, qui est le nombre maximum de facteurs R,. formant |o
€léments de la base est appelé le grade de T (A). ;

L’entier q ne dépend pas, en effet, de la base choisie ; Si pour une bag
(¢;), on obtenait un entier g, et, pour une base e’; un entier q’ < q, un élémey;

de la premiére base T (A), soit Rel Re , S’exprimerait linéairement en fop.

q
tion d’éléments tels que :
Rbi e by avec s < q
I s
donc en fonction d’éléments tels que Rei Rei avec s < q' < q ce qui e
| S

impossible donc q’ = q.
Condition nécessaire et suffisante pour que T (A) ait pour grade q

Dire que T (A) a pour grade q, c’est-dire que tout élément de la forme
e est combinaison linéaire d’éléments de la forme I, Rs suR
i i i Biine
1 q+l1 1 b

avec p < q.

R

Quel que soit 1’élément e

Rej Rel (ek) =F Ek, Rel (ek), veey Rel e Rel (ekZ|
1 q+1 1 q

D’ou la condition :

Pour que T (A) soit de grade q au plus, il faut et il suffit que tous les
produits d’éléments de base de A, d’ordre q + 2 et d’altitude q + 1, s’expriment
linéairement en fonction des produits d’ordre inférieur, et cela, de manitre
compatible, c’est-a-dire, dans ’expression :

Eek) equ] eiq J ei] = {ek, €1 -+ Ekeiq] J eil }

en remplagant e, par tous les éléments de la base de A, on obtient toutes les

autres expressions du systéme.
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Exemple :
Considérons une algébre A possédant un idéal 1 de dimension n-1
it (ug, . un_l) une base de cet idéal ; supposons qu’elle posséde un

ilempotent e n'appartenant pas a I ; une base de A s'écrit alors : (e, uy ...,
U.1) 5 supposons que la table de multiplication de A vérifie :

e =¢ ; uu. =0 L9 = L.l
2(u)e-(2p+1)ewy+puy=0 i=1,.. (n-1) ;p€F p#0
Il est facile de voir qu’avec ces hypothéses :

e 3 1
R.R.R, = (..2.+ p) R.R, — (Tl0 +..2.) R i !2’1

RR.Re = ReR,,. Vi, j
¢ ey T
RRE = =0 R _— (auh )R
Ry eRui 3 R“i (p 2) eRui

La base de T (A) est donc incluse dans :
byl {Ru_l} 9 o [ReRui} = Lol
Le grade de I’algébre considérée est donc au plus q = 2.

Cas particulier : Algébre A telle que R (A) soit une algébre

gl C'est un cas particulier d’algébre de grade 1 ; pour tout couple x, vy,
dtelllements de A, il existe un élément z de A, tel que : R -
et il exi : 3 g cfps
Xiste un couple au moins, soit Xor Yo tel que Z, soit ifférent de XoYo-
_ 'L’algéhre ne peut alors posséder d’élément unité sans étre associative,
®ci découlant du résultat d’Albert cité plus haut.



M. BERTRAND.

(£
[ 5% ]

Définissons alors un nouveau produit :

a tout couple (x, y), associons I'élément z = x x y tel que Rny = Rz
alors (ax)y = a(x x y) '

Vérifions tout d’abord que nous avons bien défini une loi de multiplicatjop

tout d'abord, I’élément z = x x y est défini sans ambiguité, en effet, si R, =R,
(z - 2’) est alors diviseur absolu de zéro, ce qui est exclu par hypothése.

Cette loi vérifie les axiomes du produit non commutatif

X x (v + u) = z signifie Ry+qu =R, C’est-a-dire RyRy +R R, =R,, doy

Xxy+txxu=z;demémeque(y+u)x x=y xx+u xx
Cest la distributivité a droite et a gauche.

Ce produit est associatif :

(XXY) Z=X (YXZ) CarR(xxy)xz=RZRyl%( =RXX(YXZ)

[T est, de plus, compatible avec la structure d’espace vectoriel :

a(x xy) =z ;c’est-a-dire aRyfg( == R = Rczny - Rwa‘

donc ofx x y) = (ax) x y = x x (ay)

Nous avons alors associé & A une nouvelle algebre A’, définie sur Ie
méme corps, ayant méme espace vectoriel, et ne différant que par la loi de
multiplication ; A’ est associative et non commutative, alors que A est commu
tative et non associative.

1) A est semi-simple

T (A) est alors semi-simple.

Pouvons-nous en déduire que A’ est semi-simple ?

Rappelons que le radical d’une algébre associative est constitué par I'élé-
ment z€ro et les éléments proprement nilpotents.

X € A’ est dit proprement nilpotent si pour tout y € A il existe un
entier p tel que (x x y)* P = 0.
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Il suffit de le définir ainsi, car un élément proprement nilpotent «a
gauchen l'est également «a droite» et réciproquement ; un tel élément est a
2! fortiori nilpotent puisque x? est nilpotent ; tout ceci résulte de I'associativité
de lalgébre engendrée par deux éléments (et reste alors valable dans le cas
dune algébre alternative, dont le radical est constitué de la méme fagon).

Dire que x est proprement nilpotent dans A’ signifie que pour tout
y yEA, il existe p tel que (Rny) P=0.

Il en résulte alors que R, est proprement nilpotent dans T (A) et que
T(A) n’est pas semi-simple, ce qui est contraire a I'hypotheése.

L ‘ A’ est donc semi-simple.
A, algébre associative semi-simple, posséde un élément unité e’ :
€xa=axe =a.
Cest-a-dire R;R, = R,R» = R, pour touta € A.
L’élément e’ est alors élément unité pour la sous-algébre A? :
(ab)e’ = ab
SiA? = A, A est associative.

En particulier, si A est simple, A est associative.

}: 2) A est quelconque
® . Nous allons montrer que, pourvu que A posséde un élément non singulier,
A'est isotope de A.
Rappelons la définition de Pisotopie : soient deux algébres A et A,
@finies sur le méme corps F et qui sont deux espaces vectoriels de dimension n ;
on peut alors identifier leurs éléments par isomorphisme ; seules leurs multipli-
Cations différent :
- & =R, (a) dans A
a0X = IHO (a) dans A,
n

ln ‘Nous dirons que A et A, sont isotopes s'il existe trois transformations
Caires P, Q, C telles que

o ﬁ‘h
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(o) _ )
R, PR, ) C

Il est facile de voir que I'isotopie est une relation d’équivalence.

loi, ReRe =2k R,

i k

si(eg, .. e,,) est une base de A.
e = % Vjk®k

Soir r le nombre de R, indépendants :
i

r
z . R

S+i k=1 ‘rrikie
R R = X : . R, R

er+i er+j k,h pr+1,k“r+l,h ek eh

Le nouveau produit dans A’ donne

i Lj<r

I
GEG R i T 2 5 Fiepkic

I
CriXer4j T 2 HrtikMr 4§, 0% oh

Supposons que A posséde un €élément non singulier, qui ait été chois
comme €lément e ;Rel est alors inversible : or

ce qui prouve que A’, algebre associative, est isotope de A.

Retrouvons en méme temps une démonstration du fait que si A posside
un €lément unité, A est associative : soit e, cet élément :

(ege;) i el (e; x ej) gy X,
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CHAPITRE III
Etude de 'ensemble ordonné A dans un cas particulier
RESUME

Soit une algeébre associative A, commutative possédant un €élément
unité e, et pouvant se mettre sous la forme A = B @ N (au sens espace vectoriel)
ou Nest le radical de A et B une algébre semi-simple.

Le but de ce chapitre est de donner des résultats sur la structure de A

| rlativement 2 la relation d’équivalence et 2 la relation d’ordre introduites au

chapitre précédent.

On détermine donc la classe d’équivalence d’un élément quelconque, et

on recherche quels sont les couples d’éléments dont les classes admettent un
plus petit majorant ou un plus grand minorant.

iisi

de

i
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS
I — Algebre A telle que A* posséde un plus petit élément A,

Nous allons démontrer les deux théorémes suivants -
a)  supposons A associative :

- il existe alors au moins deux éléments de A non colinéaires appartenant 3

Soient a et a’o ces deux éléments :

. ’ ) = ]
aoﬁaao+bao : a,a €F
a’o = a’ao +ba, : b, EA

— siaa’ # |1 A posséde un élément unité.
siaa’ # | A ne posséde pas d’élément unité.
b)  supposons A de grade 1 :

- pour que A posséde un élément unité, il faut et il suffit que pour tout
8.€ A, R, soit inversible et, que il existe 8 E A, b0 € A tels que

0
B R4A="R4
bo ag a,

- s’il existe a, € A, tel que R, ne soit pas inversible, A posséde un idéd
0

U de dimension n-1, et Ra envoie A sur U ; de plus, il existe un élément Co EA
o

tel que ¢ u = u pour tout u € U.

Soit donc une algébre quelconque A telle que A = Ao UN, A étant
caractérisé de la fagon suivante :

pour tout couple (ag, a’y) d’éléments de A, a5 et @ sont équivalents :
quel que soit n € N, n* est supérieur 4 a_*, sans égalité possible ; de plus tout

€lément dont la classe est inférieure 2 toute classe d’é1éments de N appartient
aaA,..
0
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Autrement dit Va, 2’ € A, il existe t et t’ éléments de T (A)tels que :
) 8, = U]

et pour tout n € N, il existe T tel quen =T (ao) , par contre, pour tout
t€T (A), t (n) n’est pas un élément de A.

La classe a * est le plus petit élément de I'ensemble A* associé a A.
On voit aisément que :
- pour que A* posséde un plus petit élément, il faut et il suffit que A posséde

un €lément a tel que (a), idéal engendré par a, soit égal 4 A, et que A ne soit
pas simple.

(-8

+ 8i A possede un idéal I, propre, il est contenu dans N ;

Supposons que I ne soit pas contenu dans N ; alorsil existe i€ 1, i€ A
pour tout a € A, il existe t tel que a = t (i), donc, puisque t (i) €[, I = A.

0’
Cas ol I'algébre A est associative
Deux cas sont a distinguer :

" O0u A posséde un élément unité, et les éléments de A, sont les éléments
inversibles’

.~ OuAne posséde pas d’élément unité.

':t | A- S}lpposons qu’il existe deux éléments dans AO, soient a, et a’o, non coliné-
aires :
h=ea'; +ba’ o er
fl To=da +ba b,b’EA
A “ qui entraine
3 (ao’ ~ 1) +(ab’ + a’b + bb’) a = 0
4 ¥ (0’ — 1) + (ab’ + o’b + bb") @ s=0
Tl deux possibilités :
ut D ouow # 1; alors bb’ + a’b + ab’ # 0, il existe alors
B €A tel que a,Co =2,
¥olo =09

il
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Co est alors un €lément de AO, carsie, € N, a,C, € N et a, EN.

Tout élément de A s’écrivant sous la forme :

& iy +Cao

ac, = 73a,¢, i cac,=a

L’élément c, est donc I'élément unité de 'algébre A.
Nous avons par conséquent le résultat suivant :
Si A, posséde deux éléments distincts et non colinéaires a,eta

A ] ’ > e ’ ?
avecao—aao+baoeta aao+ba

5 et tels que aa’ # 1, alors 4

03
posséde un élément unité.

2) e ="}

Alors, ou bb” + &’b + ab’ = 0, ou a est diviseur de z€ro ; on ne pey
conclure sur ce calcul.

Supposons cependant qu’il existe un élément unité, et que quels que soient
a et aOEAO, classe de e, 2, =aa ,+ ba', et aozaao+baoavecaa’=1’

c’est impossible, car pour touta, €A ;

le couple (a,e) ne vérifie pas la condition imposée.

Il n’y a donc pas d’élément unité dans ce cas.
Exemple :
Soit I'algébre A, de dimension 3, sur F, engendrée par a,,a;,a, tels que:

- : 2. Gy i g
ao —31 5 al --al i 32 = al

3132 = 32 7 aoal — al 5 3032 = 32

Cette algébre est bien associative ;

o

pl

c(

d\

€l
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1 A, = a,* estle plus petit élément de A* cara; = aa; eta, = aa,.

v 3
g, o o

Cependant, il n’y a pas d’élément unité car a
B — Posons-nous maintenant la question suivante :

Supposons toujours que A* posséde un plus petit élément. Est-il possible
Qe A, soit formé uniquement du sous-espace vectoriel engendré par un seul
€ément c’est-a-dire :

Ao ={N,} AEF A#0
| 1) A posséde un élément unité
Peut-on donc avoir e* =!7\e§ ANEF — {0}

ou existe-t-il toujours au moins un élément équivalent a e et non colinéaire a e ?

Dire que a est équivalent a e, c’est dire que a est inversible, ou encore,
puisque A est associative, que a, n’est pas diviseur de o.

. Si donc I'on trouve a_ tel que pour tout a € A, aya # 0, avec a, non
colinéaire 4 e, on aura trouvé I’équivalent cherché.

~ Nous allons supposer que A contient un idéal propre R (sinon A serait
smple, et tous les éléments seraient équivalents). Alors ¢ 1’appartient pas a R.
Choississons une base de R, et complétons la base de R par (e, e, €5, ..., €,)

- Dour obtenir une base de A. &

Soita=¢e+r; EEF—{O} reR

Considérons un élément quelconque de A n’appartenant pas a R ; il s'écrit:
S P + ..+ 2 A WE M ESEF
We¢ Pun au moins des £, By v E'q non nul.

@ = gp > ’ 22 i
zse+ggle1+...+ggqeq+r " €R
a’ est toujours non nul.
Considérons un élément ' € R

T = gp e o ; , : ’ ' cest-a-di :
B:t &+ 1, dire que ar’ = 0, c’est dire que rr’ = —£r’, c’est-a-dire que r
Vecteur propre de R, correspondant a la valeur propre (—£) ; si donc (—£)

Mest ¢ '
m?ftféa[l: a aucune des n valeurs propres de R, ar’ n’est pas nul quel que
I

" 1'Jﬁ
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Choississons donc r € R r # 0 ; choississons (—£) n’appartenant pas }
ensemble des n valeurs propres de R, ;I'élément a = £e + r n’est pas colingy,
a e et lui est équivalent.

Il existe donc toujours un élément non colinéaire a e qui lui est équivalent.

2) A ne posséde pas d’élément unité
Soit ay € A,.

Vet L’élément a n’est pas idempotent, car §’il I'était, il serait 'élément unjt
e A

Si a , n’est pas nilpotent : I'algébre engendrée par a  posséde un idempotey

€o #* B et non colinéaire a lui ; €o

un élément unité.

n’est pas équivalent a a_, sinon A aunj

Puisque e, n'est pas équivalent a a; ’élément B mlgs A %eoau

n’est pas colinéaire a a et lui est équivalent ; en effet :

3, =(a, _‘% €odp) + €5 (3, _é‘ 0%)

Si a est nilpotent : 'algébre A est nilpotente aop =0 aop'I #0
p est nécessairement supérieur a 2, sinon I’algébre A est de dimension 1.

ne serait

s o D Pl wo s 3 ; - S
Soit 'y = aj + a F " ; @', n’est pas colinéaire & 2’ sinon a

pas nilpotent ; ', est équivalent a a  puisque

a, = (a, + aop‘l) - aop'2 (a, + aop'l)

Il existe donc toujours un ¢quivalent de a  qui ne lui est pas colinéaire.
Nous avons donc le résultat suivant ,
Si une algébre A, associative, est telle que I’ensemble associé A* posséde

un plus petit élément A , I'ensemble A j posséde au moins deux éléments non co
linéaires.
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’ Exemple :

I Déterminons effectivement les ensembles A | et N dans un cas particulier :
celui o A posséde un idéal R de dimension n-1, et ol A est une algébre a
€lément unité :

L'’élément e n’appartient pas 4 R ; les éléments de A, sont de la forme
fetravecf#0,r€R

(etr)(Fe+r)=¢(e+1” #0 i #0

(et 1) r'= ¢+ ' # sauf si (—£) est une valeur propre de R,.
ité | Doc N=R U{ ~Are + 1 ; A, valeur propre de Rr}
ent a4 —N
i Cas od Palgébre est de grade 1
Silalgebre A est de grade 1, tout t € T (A) s’écrit sous la forme :
t=al+R, ola€EF et a€EA

Si I'algébre A posséde un élément unité, alors R (A) est une algeébre et A
®l associative, d’aprés un résultat vu plus haut. Supposons que A* posséde un
plus petit élément, soit AO =

Soit a, € AO ; alors pour tout a € A, il existe a € F et a’ € A tels que :

i g
it aao+a a,

Supposons qu’il existe dans A un élément b, tel que

b0a0=ao et Rb R =¥

Alors ab, = aagh = +(a'a )b, = aa, —a'a; = a pour touta € A.

L'algébre A possede alors un élément unité et est associaiive. Récipro-
de Uement, si A posséde un élément unité e, e € Ay LR =R, ¢"'=¢;
e
o

La condition trouvée est donc nécessaire et suffisante.

ik Soit A une algébre de grade 1, telle que A* posséde un plus petit élément
0> Pour que A posséde un élément unité, il faut et il suffit que, étant donné

aﬁer’ il existe b, € A tel que aobo =a etRy, R, = Rao.
o ‘o

i
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Nous allons améliorer 1égérement cette condition.

Considérons tous les éléments a; de A, et la multiplication & droj,

associée Rao ; si A posséde un €lément unité, a étant équivalent a e, R, e
0
inversible ; si donc il existe a, € A tel que Rao ne soit pas inversible, alggh,

A ne peut posséder d’élément unité.

Pour que A posséde un élément unité, il faut donc que, pour toy

8y € A, Rao soit inversible.

Si Ra est inversible, tout a € A s’écrit :
(0]

a=a,a’ ; il suffit alors qu’il existe un élément b, tel que Ry R, =R
0;.50.4 4%

Soit A une algébre de grade 1 telle que A* posséde un plus petit élémey
A, ; pour que A possede un élément unité, il faut et il suffit que pour toy
a, €A, Rao soit inversible, et qu’il existe pouruna, € A ,unb €Ay

ue R =R
q bORao a,
|

|
Précisons ce qui se passe lorsqu’il existe un élément a de A tel que

R, ne soit pas inversible.
0

Ecrivons I'équation caractéristique de R, ; elle est de la forme :
0

I
B 3 nR o = 0
a, lao An-lRaO

Soit ay, ay ..., a, | une base de A.

- ]
a = a;a, 3 aa,

Posons U= Vel

Le systéme {ao,ul i un—l} forme une nouvelle base de A, et le sous-esps
ce vectoriel V engendré par uy, .., u  ; est contenu dans a A ; puisque RHU

est singuliére, U = a A ; le sous-espace U est un idéal de dimensionn - I,
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Ra envoie A sur U, et,sur U, la restriction de Ra est bijective.

0 0
Il en résulte que, dans I'équation caractéristique de R, , le coefficient
)
\.i estnonnul carsidp.j = 0, Ry ne serait pas de rang n-1.
Puisque A est de grade 1, R, P=) 1 +R
a, p a,
¢¢ qui entraine :
v A : +1
aop = )\pao + a2, : or aop et apao eu
donc )&, =0 et
L Vel n-2 = B Gk
Rao l-R.aO = thao 22 e )Ln_l I] = 0 s’écrit
Ry, 1{3,0 + )\n_ll] =0 ouRy Ry +A R, = 0O

o #* ag, bien

Il existe donc un élément ¢, tel que RCORaO =R, (aveca,

0
tntendu).

L’élément ¢, est donc tel que, pour toutu € U, ¢ ju = u.

Nous avons donc le résultat suivant :
Soit A une algébre de grade 1, telle que A* posséde un plus petit élément
% » Supposons qu’il existe a, € Ay tel que Ra ne soit pas inversible ;
o

g P(_lsséde alors un idéal U de dimension n-1, et Ra envoie A sur U ; de plus,
Existe un élément coEAtelquecu=upour © tout ueU.

y

3.
o “ao'-aoui=; u; (i= l,...,n-l);ul-uj=0,(i,j,: Lo s 0+l)

c - » ’ N 2 =
onsidérons "algébre A engendrée par a Uy, ..Uy | avec:
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Cette algebre est de grade | car :

| e 3
R. Riu== 21+
49 4 2 2 Ry

it | s
R = =1..n-1
aORui 2 Ry, ! #
R, = j=1..n-1
R g R p j

k, Ry, =0

Tous les éléments n’appartenant pas 4 U = (uy, ..., u, ;) sont équivalent;
et leurs multiplications a droite sont inversibles. Cependant, il n’existe p
d’élément b tel que RboRbo = Rao ;il n’y a donc pas d’élément neutre.

b)  considérons 'algébre A engendrée par (ay, uy, ..., u, ) avec =

el uao , Al =0, 3 “i“j =0
elle est de grade 1, en effet :

RaORaO =Rao -

R“iRao =0 i=1..nl

R, Ry = Ry, i=1.. 0l

i

=0 i,j =1 ..nl
RuRy j
L'idéal Uest U = (u, L)

Les éléments équivalents a a, forment le plus petit élément de A}

Ra0 n’est pas inversible ; a  est tel que a u = u pour toutu €U.
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‘ Ici A0={ao+u; _uEU}

Ni'= Uu{gao+u suBoBa g uEU}

2) T (A) - isotopie - Cas des algebres de grade 1

Nous allons, a partir de la notion générale d’isotopie, introduire la notion
de T(A)-isotope, d’une algébre A donnée, et étudier les T(A)-isotopes d’une alge-
bre A de grade 1.

Algebres isotopes

Soient deux algébres de dimension n sur le méme corps F, soit A et Ay

nous pouvons identifier par isomorphisme les deux espaces vectoriels ; nous
pouvons donc considérer que nous avons les meémes éléments, avec deux lois de

multiplication différentes.
s,

)38 DansA  : ax=R,(a)
Dans A :aox= RC'x (a)

Nous disons que A est une isotope de AO s’il existe trois transformations
linéaires non singuliéres, P, Q, S telles que :

RX(O) = SRQ(X)p

On voit facilement que cette relation est une relation d’équivalence.
Nous pouvons donc dire que A et A sont isotopes 'une de I'autre. La commu-

:latwlte de I'une des algébres n entrame pas nécessairement la commutativite
¢ autre.

Si donc nous ne supposons pas A et A commutatives, nous avons facile-
| Ment, pour les multiplications & gauche :

0 —
Ly = Slp(y)Q

Il est possible d’alléger les notations en introduisant la notion d’isotopie
Pincipale : toutes les isotopes d’une algébre A sont équivalents a une isotope
Principale A, définie par :

A )
Rxo i RQ (X) P LX(O) — Lp (X) Q

Petg . g2 s T
tQétant des transformations linéaires non singuliéres.
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T(A)-isotopie

Une algebre A | est dite T(A)-isotope principale de A si :
=Ryt © =Ly 0
Ry 0 (x) b (x)

avec 0, t € T(A) ; @ ettinversibles.

Nous voyons facilement que A et A sont alors isotopes au sens dy Pt

graphe précédent ; cependant la T(A)-isotope n’est pas en général une relatiy,
d’équivalence, et méme, si A, est T(A)-isotope de A, A n’est pas en généy

T(A)-isotope de A ; ; nous avons en général T(A,) € T(A)

Condition nécessaire et suffisante pour que T(A ) = T(A)

Pour que T(A ) = T(A), il faut et il suffit que t et 6 appartiennent}
T(A,):

La condition est nécessaire, en effet si T(A) = T(A),t et 0, éléments ¢
T(A) sont éléments de T(A ).

La condition est suffisante :sit €T (A,),0 ET(A,):

Ry () = RO Ly = Lx%

Rappelons que si t € T (Ao),pour une algébre de dimension finie, et

¢! existe, 6let (A,) ;en effet, écrivons I'équation caractéristique vérifiée part:

n-1 ns
Il T L R L LR Y Ay 0 - NEF

n-1 n-2 - - n-1
Lot sa®2 e ead] = o= [ o)

Posant t' =_1_ l}“‘l + At ?\n_lil
Arl

t’ est un €lément de T(A ), algebre associative, et

=t =1 . donc t' = t7' € T(A,)
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Puisque t et 6 sont inversibles, pour tout x € A

Ry = R® -1 (x)t-1 Ly = Lot'l(x) e
¢ qui montre en méme temps que T (A) = T(A ) et que A et A sont T-isotopes
Algebre A commutative de grade 1

Soit A commutative de grade 1, ce qui signifie que tout

t € T(A) séerit t = of + Ry XE A, & € E.

Toute algeébre T(A)-isotope de A est définie par
ol & - TE L
e X (XX t LY+ Lt(x)a - Rt(x)a

vect=al + R, e =plr+Ky

. Tout d’abord, une remarque générale : soit A, non supposée de grade 1,
mais possédant un élément unité : alors

0 ™, ; 0 . ; = -
= 0 i S (6]
D()nc = R 9 -1 (e) 3 g=u t‘l (e)

Alors T(A) = T(A,)

Donc : si A, algébre quelconque, posséde un élément unité, alors, pour
out A, T(A)-isotope de A, T(A,) = T(A); Aet A sont T-isotopes.

Revenons au cas de I’algébre A de grade 1, A étant commutative.

Traitons tout d’abord le cas ot t = 6

o L e
¥R ! LR
Ao est alors commutative.

Puisque A est de grade 1, t = al +R, ot a€F
aEA
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t est inversible, c’est-a-dire qu’il existe § € F et b € A tels que :

(@ + R)(ML + Ry) = (B + Ry) (al +R,) = I

Rox = O‘Rt(x) == RI(X) Ra pour toutx € A

soitc telquet(c) = b
O e
R C-'C[Rb 2 i RbR

iaod Ip TIOF

o o
RO, = 1-8 (ol + R) = I — ft

Donc deux cas sont a considérer :

i B#£0 t=é(I*ROC)

ett€T(A,) : doncT(A) =T (A,)

montrons qu’alors A, est aussi de grade 1 ; en effet pour tout z € A, Pinver
sibilité de t entraine I'existence de y € F et x € A tels que

rlpHeR =R, cest-d-dire yt + Rt = R,
ou encore .ﬁl (I-R°) + R ) = R
ce qui prouve que R, est de la forme :

R, =XI + ROv = VEA : par conséquent

R°R®, = 61 + R, = 60’1 + R®, pourtoutv,w€EA

A, est alors de grade 1

Donc si I'inverse de t n’appartient pas 3 R(A), T(A) = T(A,) et A,
est de grade 1.
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§ig = 0 RO =1

C

Lalgebre A, admet ¢ pour élément unité
Nous voyons immédiatement que nous sommes dans ce cas lorsque
A posséde un élément unité ; nous avons vu dans une remarque précédente
| aors T(A) = T(A) et t = ¢) > buisque A est de grade 1, et puisque
A est de grade 1, et pulsque l’on a a]g g pour tout z € A

= — RO
B ="R, = R @)
A, est de grade 1.

Si donc A posséde un élément unité, T(A) = T(A,) et A est une algébre
de grade 1 2 élément unité, c’est-a-dire une algébre associative.

Supposons alors que A n’aie pas d’élément unité, tout en ayant toujours
f=0.

Soit t° un élément de A=y + R, ;
tétant inversible Y1 + R, = (' + R)t
=yt + Rt cest-a-dire
pour tout t® ET (A ) il existe Y’ EF 2’ €A
Olsytt- 4 Rot-l(z,)
Donc soit t € T(Ao) et T(A) = T(A,)

Wit A est une algebre de grade 1 avec élément unité.

On ne peut avoir simultanément dans ce cas T (A)=T(A,) et A, de
gade 1, car dans ce cas : on aurait t = R° 4 > R%= Rt(d)R 4 et A auraitun
“ment unité ; ce qui est exclu.

Si 'inverse de t appartient 2 R(A), il y a deux possibilités ; (A n’ayant pas
@élément unité) — ou T(A) = T(A,) et A, est de grade supérieur al(ce
frade étant donné par le degré de t) avec éiément unité — ou T(A ))CT(A)et A,

o “lune algibre de grade 1 a élément unité, donc associative.

Supposons maintenant t # 0
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R%, = Ry (4! L% = Ry
t =al + R, 8=p1+Ry

t et 6 sont inversibles et ont respectivement pour inverses

¢ =yI+R, . 0 =81+Ry
de méme que plus haut

R% = aRy x) T RoxRa

L% = BRyx) + Ry)Rp

soit ¢’ et d’ telsque 0 (¢’) =¢ t(d) = d

ROC, =aR_ +R R, : (M+R)(al+R) =1
L°p =BR4 + RyRy, 3 GBI+RYEI+RY)=1
dou RO, =1—1t ;  Lop=1-186

Si 6 et vy sont différents de zéro

=la-ro, =i =1l
5 ¢’) d

.
Y
t et 0 appartiennent a T(A ) donc T(A) = T(A,).

Nous voyons comme plus haut que I? s'exprime en fonction de ROZ,
et de I ; il en résulte que A, est de grade 1.

Donc si les inverses t’ et 6° de t et 6 n’appartiennent pas & R(A), T(A)
=T(A,) et A, est une algébre (non commutative en général) de grade 1.

Siy#06=0

(o s o o

Rc,—l—'yt t-_(I-Rc,)
Y

o R

Ld’ =]
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A, posséde un élément unité a gauche, et t € T (A,) comme plus haut, nous
pouvons écrire pour tout t°€T(A o)

ALy A » 0
t =il 7} +‘st6 =i Vi b t"l(za)
par conséquent :
- owfeT(A)etT(A)=T(A)
ici encore R, = (Al + Ry) t
A
s - ok o SR o .
MER)t =Ry donch—y (B=R= Ry l(x)
tout élément t© de A s'écrit t9=qol + R, donc tO=p I+ RC'u
A, est donc ici de grade 1

e 0_10 0
ou t _Lt'l(z’) pour tout t" € A

A, est alors de grade 1, avec un €élément unité 2 gauche, et I'on a
ecore T(A) = T(A)

Siy=0686 0

Nous démontrerions de méme que A, est une algebre de grade 1, ayant
un €lément unité & droite, et que T(A) = T(A,)

~ Sil'un des deux inverses t’ et 6° n’appartient pas a R(A), 'autre étant un
dément de R(A), T(A) = T(A,) et A, est une algbre de grade 1, ayant soit

in élément unité A gauche, soit un élément unité A droite.
Siy=6=0

ROC’ =1 Lod’ = 1 d'oc’ =¢c’ =4’
donc A, posséde un élément unité

pour tout t° € A°

toz 0
kt+R0-l(z)
L, 0
40 + L t-l (u)

Tutetf ET(A) et T(A) = T(A,)
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A, est de grade 1 si et seulement si A posséde un élément unité.

— out ET(AO) et tO —_— Lot 'l (u)
QO __poO
— oul ET(A,) et t©=R%-1¢;
O 0 — poO
— out —Lt-l(u)kR B-I(Z)

Dans ces trois cas, puisque l'algébre A est de grade 1 et possede
élément unité, A est associative ; mais on n’a pas nécessairement T(A) = T(A ]
0

Si t’' et 6’ appartiennent tous deux a R(A), A n’ayant pas d’élémey
unité, il y a deux possibilités : — ou T(A) = T(A 0) et A est de grade supériey,

a 1 avec élément unité — ou T(A ) C T(A) et A est une algeébre associatiy
a élément unité.

Nous avons donc étudié les propriétés de toutes les T(A)-isotopes de
A, A étant une algébre commutative de grade 1.

Nous allons nous demander maintenant s’il est toujours possible de cons
truire de telles algébres : pour cela, il faut et il suffit qu’il existe dans T(A) de
éléments inversibles.

a) Si T(A) = R(A) il n'existe pas toujours des éléments inversibles ; s
n'en existe pas, on ne peut construire de T(A)-isotopes ; s’il existe un oy
plusieurs éléments inversibles, les T(A)-isotopes que I’on peut construire rentrent
dans les cas désignés par «les inverses de t et de 6 appartiennent & R(A)». :

b)  Si T(A) = R(A), plusieurs cas sont possibles.

Démontrons tout d’abord que pour tout a € A et a condition que le
corps F ait une infinité d éléments, il existe une infinité d’éléments o € F tel
que a#oetal + R, soit inversible :

en effet, dire que al + R, n’est pas inversible, c’est dire que A(al + R,) =0,
c’est-a-dire que « est valeur propre de R, ; R, posséde au plus n valeurs propres

distinctes, donc pour tout a n’appartenant pas a I’ensemble fini formé par lesn
valeurs propres et 'élément o, al + R, est inversible.

B ¢il n'existe pas d’éléments de R(A) inversibles, il n’existe que des T(A}
isotopes de la forme «t’, 6 * n’appartiennent pas a R(A)».

- il existe des éléments de R(A) inversibles A posséde des T(A)-isotopes
de toutes les formes rencontrées.
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Voyons maintenant quels sont les cas ou A admet des T-isotopes,
cest-a-dire des T(A)-isotopes A, telles que T(A) = T(A) :

) Si T(A) = R(A), toute T(A)isotope de grade supérieur a 1 est une
Tisotope de A ;

b Si T(A) # R(A)

- ¢il n’existe pas d’éléments de R(A) inversibles, toutes les T(A)-isotopes
sont T-isotopes

- il existe des éléments de R(A) inversibles, les T(A)-isotopes de la forme
it 0, "’appartiennent pas tous deux 2 R(A)» sont T-isotopes ; les T(A)-isotopes

de la forme «t’ et 6’ appartiennent a3 R(A)» sont T-isotopes seulement lors -
quelles sont de grade supérieur a 1.

Condition pour qu’une algébre commutative de grade supérieur a 1, ait
une T-isotope commutative de grade 1.

Condition nécessaire
D’aprés ce qui précéde, il faut que A posséde un élément unité et que

pour tout T € T(A), il existe ¥ € F et x € A tels que, pour un t au moins
de T(A), t étant inversible, T = yt™* + R

Ces conditions sont suffisantes

En effet, puisque A posséde un élément unité, comme nous 'avons vu plus
haut, (A) = T(A o) pour toute T(A)-isotope, qui est donc une T-isotope.

Soit A, la T-isotope définie par :

RXO = on = Rt(X)t

Pour tout T € T(A,), il existe T € T(A) tel que T® = T ; puisque t
Stinversible, T = T°t ; d’aprés Phypothése : T = yt'1 + R,

done Tt = 1 — ) - 0
nclt T—7I+Rx[ y T—‘}’l"‘Rt-l(x)

Donc pour tout TO € T(A,))
TD = .po ;[

WA est de grade 1.
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Deuxiéme Partie
INTRODUCTION

Nous donnons tout d’abord un bref rappel sur les notions de g€nétique
nécessaires a la compréhension de cette partie.

Vient ensuite un chapitre étudiant les diverses sortes d’algébre utiligse
en génétique : ces algebres, algébre génétique, train algebra, special train algghy,

ont été introduites par Etherington et Schafer.

Nous appliquons alors les notions de grade et d’ensemble A* a certaing
algébres génétiques, et en déduisonsun certain nombre de résultats sur ces algebr

BIBLIOGRAPHIE
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ETHERINGTON Special train algebras
(Quart. J. Maths. t. 12, p.1 - 8)

SCHAFER Structure of genetic algebras
(Amer. J. Math.,t. 71, p.121 - 135)

GONSHOR Special train algebras arising in genetics
(Proc. Edinburgh Math. Soc.(2), t.12,p.41 - 53)
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Chapitre 1
- NOTIONS de GENETIQUE.
|ue
| Les caractéres héréditaires, ou génétiques, sont déterminés par de petites
particules matérielles, les génes, qui se trouvent dans toutes les cellules du corps.
ées En général, les génes se transmettent sans altération de génération en génération.
I3, Dautre part, on les trouve le plus souvent par paires. Si une paire donnée est

formée de deux génes identiques, I'individu est «<homozygote» relativement au
| caractére considéré ; si les génes ne sont pas les mémes, I'individu est «hétéro-
nes zygote ». .
ibres.
Soit donc un caractére déterminé, - par exemple la couleur d’une fleur
celle des yeux, etc. - qui puisse présenter deux modalités, foncé et clair, ou
rouge et blanc, etc...

La paire de génes correspondant & ce caractére pourra étre alors :

A.A, aa, ou Aa. AA et aa étant homozygotes, Aa étant hétérozygote. A et a sont
dits génes alléles.

Aa, AA et aa sont les trois génotypes possibles. Le génotype donne donc
lexpression de la constitution génétique de I'individu.

Mais il faut tenir compte également de son phénotype, c’est-a-dire
de son apparence relativement au caractére considéré ; la relation entre génotype

¢ phénotype dépend alors des caractéristiques des génes qui déterminent le
Caractére.

Exemples :

Prenons comme caractére étudié la couleur des belles de nuit.
- Cette couleur est déterminée par une paire de génes pouvant étre

RR BB RB
Touge blanc rose

i Les homozygotes sont rouges ou blanc, les hétérozygotes roses. Il y a
4nS ce cas identité entre génotype et phénotype.

Prenons au contraire la couleur du pelage chez les souris.

_iiln
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Les génotypes sont :

GG GB BB
Les phénotypes sont respectivement :

gris gris blanc

L’homozygote gris présente le méme phénotype que I’hétérozygote
Les génes tels que G sont dits «dominantsy, ceux tels que g sont dits «récessifsy.

Enongons maintenant les lois de Mendel.
Premiére loi de Mendel

Comme nous I'avons dit précédemment, les génes se trouvent par paires
dans toutes les cellules d’un organisme adulte. Cela & une exception prés : les
cellules reproductrices, ou «gameétesy, n’ont chacune que 'un des génes d’une
paire donnée.

Ainsi, considérons un individu AA : tous les gametes qu’il fournit contien-
nent le géne A. De méme, tous les gametes fournis par un individu aa contiennent
le géne a. Mais dans le cas d’'un individu Aa, les gamétes contiennent soit le
géne a, soit le géne A, et ceux-ci en proportions égales généralement.

Au moment de la reproduction, un spermatozoide porteur de 1'un des
génes du parent male s'unit a un ovule porteur de I'un des génes du parent
femelle, pour donner un oeuf, ou zygote, qui posséde alors une paire de génes.
Cet oeuf se développera pour donner un individu dont les cellules contiendront
un géne provenant de I'un des parents et un géne de 1’autre parent.

C’est ce qui exprime la premiére loi de Mendel.

Prenons maintenant quelques exemples de croisement, de maniére a voir
ce qui se produit.

Croisons, par exemple, un individu AA et un individu aa. Tous les gamétes
libérés par le premier contiendront le géne A, tous ceux libérés par le second
contiendront a.

Tous les individus produits seront alors du méme génotype : Aa.
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Si le couple de génes considéré est tel que A soit dominant et a récessif,
tous les enfants présenteront le méme phénotype que le parent AA ; le phéno
type aa aura disparu, seulement momentanément d’ailleurs, ce qu’il est facile de
voir en croisant deux individus Aa. Chaque hétérozygote produit les génes A,
¢t 2, en méme nombre. Les individus produits pourront alors étre Aa, AA ou aa,
et dans les proportions 1/4 pour AA, 1/2 pour Aa, et 1/4 pour aa. Le phénotype
a, qui avait disparu, reparait lors de ce croisement. Les individus AA et Aa
auront le méme phénotype.

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des caractéres pour lesquels les deux
parents jouent des roles symétriques. Il en existe cependant qui sont directement
liés au sexe : nous regarderons ce cas de plus pres dans quelques paragraphes.

Deuxiéme loi de Mendel

Considérons maintenant simultanément deux ou plusieurs caractéres héré-
ditaires:

) La deuxiéme loi de Mendel dit que, lors de la reproduction, les paires de
genes considérées, sont transmises indépendamment les unes des autres.

Ainsi, soit deux paires de génes A, a et B, b ; croisons un individu AA BB
dec un individu aa bb ; les produits de ce croisement seront alors tous de
formule génotypique AaBb.

Si nous croisons ensuite deux individus, AaBb, la loi de Mendel nous dit
Qe chacun produira quatre sortes de gamétes, — AB, ab, Ab, aB, en nombres
égaux, ce qui donne neuf génotypes distincts

AABB AaBb AABb AaBB
abb Aabb aaBb
AAbb aaBB

Dans certains cas, la deuxiéme loi de Mendel se vérifie bien, mais il existe
¢ lombreuses exceptions. Et ces exceptions s’expliquent grace aux notions que
fous allons exposer dans le paragraphe suivant, et en particulier grace a la repré-
®Ntation chromosomique.

Chromosomes et linkage
Dans le paragraphe précédent, nous avons expliqué 'hérédité grace a la

Ié 5 3 ;
Paesence des génes, et cela de fagon assez abstraite, sans nous préoccuper de la
5on dont ceux-ci étaient répartis dans la cellule vivante.
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Les génes sont de petites particules matérielles, trés nombreuses, situge
a l'intérieur du noyau de la cellule, et y sont alignées le long de corpuscylg
appelés chromosomes. Les chromosomes sont présents par paires, et le nombg,
de paires est généralement constant pour une espéce donnée.

Ainsi I'homme a 23 paires de chromosomes, la drosophile 4 paires |,
souris 20.

Les deux geénes d'une paire déterminant les modalités d’un caractiye
donné se trouvent localisés en deux endroits précis d’'une paire de chromosomes
bien déterminés et ces «endroitsy sont appelés les «loci».

Ce sont donc les loci qui sont alignés sur les chromosomes ; un logyg
donné peut étre occupé par I'un ou l'autre des alleles déterminant un factey
particulier.

La seconde loi de Mendel s’applique bien aux chromosomes. Il en résulte
que les génes dont les loci se trouvent sur des chromosomes différents seront
transmis de fagon indépendante. Mais les génes dont les loci se trouvent sur e
méme chromosome ne se comportent pas suivant la loi de Mendel. Et leyr
comportement dépendra de la proximité des loci sur le chromosome. C’est ce
que ’on appelle le phénomeéne du «linkage» .

Voyons sur un exemple ce que signifie le linkage.

Soit un individu AaBb, et supposons que les loci considérés se trouvent
sur la méme paire de chromosomes. On peut avoir, soit A et B sur un chromose-

me et a et b sur Pautre — ce que l'on appelle «coupling» AB/ab, soit A et
b sur un chromosome et a et B sur 'autre, ce qu’on appelle «répulsiony Ab/aB.

Les phénoménes qui constituent la reproduction sont assez complexes.
La production des gamétes s’effectue suivant le mécanisme de lameiose:un seul
chromosome de chaque paire passe dans chaque gameéte ; ce qui entraine bien
que chaque gaméte ne posséde que I'un des deux génes homologues d’une paire.
Et pendant la meiose, il y a des échanges entre les deux chromosomes d'une
paire. C’est ce que I’on appelle le «crossing-over» ou recombinaison :

xA o A (=)

o

T - 3 b
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Si le nombre de points d’échange entre A et B est pair, le résultat final
sera identique & la situation de départ en ce qui concerne ABab.

Mais si ce nombre est impair, nous pouvons obtenir les combinaisons
Ab/aB, en étant partis de AB/ab, et inversement.

Nous allons donc définir la fraction de recombinaison, y, qui est la
proportion des gameétes ayant subi le crossing-over ; 1-y est alors la proportion
des gamétes qui sont restés ceux des parents. Ainsi, si nous effectuons un
croisement AB/ab x ab/ab, avec absence de linkage, nous aurons les quatre
sortes de gameétes AB] Ab, aB et ab en proportions égales. Et s’il y a dominance
de A sur a et de B sur b, les produits du croisement seront répartis également
en quatre classes de phénotypes.

Mais il y a linkage, les quatre classes de phénotypes n’auront plus le
méme nombre d’individus.

Nous aurons les proportions :

AB Ab aB ab
! 1 1 1
~(1-y o ~2 = (1-
ghikoy) g, ¥ (1190
L’absence de linkage correspond donc a la valeury = % ;

La valeur de y est variable suivant la proximité des loci considérés sur le
thromosome : si les deux loci sont éloignés, y sera important, car il n’y aura pas
le grande différence entre ce cas et I'absence de linkage. Au contraire, si les
deux loci sont proches, le linkage sera important et la valeur de y sera faible.

Carte chromosomique

_ La notion de fraction de recombinaison a été utilisée pour mesurer la
dlstfmlce des loci sur un chromosome. En effet, sa valeur peut étre déterminée
e"Pe"IIlentalerr'aent, et I’on en déduit alors la «distance» des loci considérés. Mais
‘: calcul nest valable en fait que si les loci sont suffisamment proches, donc
: yest fglble. En effet, c’est dans ce cas seulement que la propriété d’addition

U vérifice : si Pon considére trois loci ABC, pris dans cet ordre, y AC est

‘e 2 la somme de YAp ¢t de ypc, seulement si ces valeurs sont faibles.

S: 4 alors vou.lu définir la distance entre deux loci comme la valeur.moyenne Qu
“mbre de points d’échange sur le segment joignant. ces deux loci ; cette défi-
flion respecte évidemment la propriété d’additivité. On suppose que les points
®change sont des événements aléatoires, leur densité moyenne étant constante,

orsqu’ 4 ¢ i
*qu'on utilise une échelle de mesure convenable. Cela signifie que le nombre
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de points d'échange entre A et B pour une seule meiose s’écrit suivant yp,
distribution de Poisson, dont le parametre est la distance x entre A etBJ,
probabilité pour qu’il y ait exactement r points d’échange est :

e
Pl‘(x) - -

o0 2kk 1
’ o 4 I . LS | -2X

ce qui est la formule de Haldane. On retrouve bien dans cette formule le faj
que pour des loci proches, x et y sont équivalents.

On mesure ces distances en morgans, ou centimorgans.

Cependant, cette étude n’est satisfaisante que dans les cas ou les Crossing
over sont eux-mémes des événements aléatoires et indépendants les uns de
autres, Dans les cas d’«interférence», c’est-a-dire lorsque I’existence d'up
crossing-over en un point déterminé tend a influencer I'existence d’autreg
crossing-over dans le voisinage, la distance définie plus haut ne convient plus,
1l faut alors faire appel a2 des métriques spéciales, comme celle de Kosambi
par exemple. Elles permettent de tenir compte avec plus de fidélité des phéne-
meénes qui interviennent en réalité.

Transmission du sexe et des caractéres liés au sexe.

La transmission du sexe se trouve déterminée par une paire de chromo
somes «hétérosomaux» ainsi désignés par opposition aux autres, les chromoso-
mes «autosomauxy. Les chromosomes hétérosomaux sont de deux sortes, lesXet
les Y.

Le sexe homogamétique a pour formule XX, le sexe hétérogamétique
a pour formule XY. Chez les mammiféres, le méle est XY et la femelle XX ;
chez les oiseaux, chez certains poissons, c’est le contraire.

Au moment de la reproduction, I'individu XX libére le gaméte X, tandis
que lindividu XY libére les gameétes X et Y en proportions égales. L'oeuf
produit aura donc pour formule XX ou XY et appartiendra donc a I'un ou lautee
sexe.

D’autre part, ces chromosomes X ou Y ne déterminent pas que le sexe.
Ils portent en général un grand nombre de génes déterminant d’autres caractéres.
Ces caracteres sont dits liés au sexe.
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Considérons alors les chromosomes hétérosomaux et voyons leur constitu-

ion. Les parties en trait plein forment une paire, et se comportent comme des
~chromosomes autosomaux, tandis que les autres

P_ “x segments se comportent différemment ; ainsi, il ne

' peut y avoir entre eux aucun crossing-over dans le
cas XY, alors que dans le cas XX, il peut s’en
produire. Il en résulte que nous pouvons distinguer

.. Y trois sortes de caractéres liés au sexe :
~

‘l

Premier cas :

Les loci se trouvent sur les segments identiques. Nous avons comme
individus possibles .

Xa/Xa 3 XA/Xa 3 XA XA
YA/Xa » Ya/XA : NWALXA oo Ya/Xa

En effectuant des croisements appropriés a la mesure du coefficient de
recombinaison, nous déterminerons en fait si le locus considéré est prés ou loin
du point limite P ; y indique alors le nombre de points d’échange entre le

locus et le point P. On désigne ces caractéres par 'expression : caractéres liés au
sexe.

Deuxiéme cas -

Supposons que le locus se trouve sur le deuxiéme segment du chromosome
X et que le chromosome Y ne joue pas de role vis-a-vis du caractére considéré.
Cest le cas du daltonisme, par exemple. Dans ce cas, il n’y a pas de recombinai-
“on, et 'on dit que le caractére est totalement li€ au chromosome X.

Troisieme cas :

Il peut y avoir enfin liaison totale avec le chromosome Y, ce qui est assez
fare,

On peut, enfin, considérer le linkage entre deux caractéres ordinaires, mais

tués sur les chromosomes hétérosomaux. La méme étude que ci-dessus peut
dlors étre réalisée.

Les développements que nous venons de donner sont suffisants pour la
“mpréhension de ce qui va suivre ; mentionnons cependant que les lois de Men-
el’ﬂe se vérifient pas toujours aisément, et qu’il faut tenir compte de nombreux
gmzlrz;;lénes susceptibles de les altérer : par exemple, la _mgtation, la sélection -

€ Ou provoquée - les anomalies, comme la polyploidie par exemple.
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Chapitre IV
Grade des special train algebras dont le noyau est nilpotent d’altitude 1 ou 2.

Nous avons vu que les special train algebras possedent en général au moins
un idempotent non nul. Nous nous plagons dans ce cas.

La base de A s’écrit alors : (e,uy ..., n_|) avec

32=e elli=(ui, ui+1, vy un_l)
= ulu]=(uj+1,uj+2, aviy un_l) Vl,J ]-~<\_]
ain
nsi Nous allons donner des résultats pour de telles algebres définies sur R ;

tout d,abord lorsque le noyau est nilpotent d’altitude 1.

[Algebre dont le noyau est nilpotent d’altitude 1.

Alors 92 = @

{ n-1

' eu;: = Au; + % U
i i%i 2 BikUk

| On forme I’équation au rang de A :

xk+l

+61xk+...+5kx= 0 1<k<n
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Ou encore, avec des racines éventuellement complexes :

X(x =) (X~ D (x—py18) = O

n
o x=ife + 2 ny; E=w(x)
=1

lercask =1

L’équation au rang est alors x (x - £) = 0
Alors, comme

D) n-1 :
X —&x=§¢ 2 n (2eu; — u;)
1

nécessairement, puisque x2

— £x = 0 pour tout x, tous les coefficients des I
doivent étre nuls et

|
eui —3-111

Alors, dans T(A) :

l 3
R_R =—dI¥o R
e"e 5 > e

a8 :
ReR,,. _? Ry, L4

1 1

R.. Vi

1

Ry Re

Ry

g . ¥ (G, j)

Le grade de T(A) est donc 1

De plus R, qui vérifie son équation caractéristique de degré n, vérifie ég-
lement I’équation de degré 2.

£
R =2 R, - 271
2 2
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Enfin tout élément T de T(A), qui s’écrit T = ol + R, vérifie I'équation :

2
Tz—(2a+§2-§)T+(a2+§2_ +%ga)1=0

On voit que T(A) est pondérée : la fonction r(T) = a + & vérifie les
axiomes de définition d’une fonction poids ; elle est de rang 2 ; cependant T(A)
mest pas train algebra, donc, a fortiori, n’est ni algébre génétique, ni special
frain algebra.

| %mecask =2
L'équation au rang s’écrit :

X(x - £) (x - p¥) O 0 ot p est nécessairement réel.

n-1
O, x*—gx=¢ = n;(2evi—u)
li 1

n-1
x(x% - )= Z n; (2 (eui)e — eui)
-

-1
X(x — §) (x — pt) = 52 nE n; [2(eui)e —(2p+1) eu; + Pui]
1

| Dire que ’équation au rang est de degré 3, c’est dire qae :
(euy)e — (2p + 1) eu; + pu; = 0 pour tout i
On peut voir alors que :
- 3p 4 1 P
R.R R, = (.2. +PIR R, ~ (...2 i 5) R, + 5 I

R,R, = R,

1

RuiReRe T R”i pour tout i

ReRuiRe = ReRui

E I
ReReR“i P Ty CIRE,
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R R0 pour tout (i, j)
Ayl

La base est donc contenue dans :
{l, Ry Ry, ReRy RR, i=1,..n }

Le grade est donc 2 au plus.
Ici encore, R, vérifie une équation du 3e degré :

R (2 +oR2+£ (2 + )R — £ PInp
* e e

Cas général
L’équation au rang, de degré k +1, s’écrit :
X(X — §) (X = p1£) .. (X~ py_1£) = 0

ce qui équivaut par identification a :

Rek (ui) - ale o (Ui) + ... + a1, pour tout i
e

Les racine de I’équation :

xk = alxk'l + e ay

sont les A;, ce qui prouve que les A; distincts sont au nombre de k au plus

D’autre part, on voit facilement par récurrence que ces racines sont :

1
P1sPYs - Pk-1» -i

ce qui prouve en méme temps que les racines de I’équation au rang sont réelles

dans ce cas.

On va prouver que le grade est k au plus, c’est-a-dire que la base est conte-

nue dans :

e
LR B2 ..B

k-1
, R REREY .
RLll eRUl e Rll

1
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Sk
(ona toujours R; R, =R, )
i i

Montrons tout d’abord que :

k] k
R, - BRI +Br.q Re + ...+ BoR,

cest-a-dire qu’il existe B, ... B tels que

Byt ot = 1
Rek‘H () =By +... + ﬁoRek (L)zi=1. .00
ou encore, en remplagant Rek (u;) par sa valeur et en identifiant :
(Bk-l-ﬁoak = a3
Bj'l'ﬁoaj = a3 +a5 4

ﬁ

o
ﬁ1+6031 = al +32

~Bk+"'+ﬁo=1

En ajoutant membre & membre les k premiéres égalités, et en utilisant

la dernigre, on obtient :

k k
K
-Casod ¥ a #1
1 1

b= 1+a,
By =2y -1
ﬁk‘lzak-ak-l
ﬁk:‘_ak

e Y
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Donc, si 1 n’est pas racine de I'équation dont les coefficients sont les g
k+1 ki
R, =—al +(a -3 )R, + ... + (aj+1 = aj) R, T+ .40+ al)Rek

k

— Casoﬁ% a; ==

Cette condition est nécessaire et suffisante pour que Rek s’exprime en fop,
tion des R, j <k ;onaalors;

R k1

K_
R —ﬂkl +3k_l Re +...+a1 6

€

D’autre part, on voit facilement que :
k 2 k-1 [ 54
R, Rui = akRui + e ok ARG RLli =150
Le grade de T(A) est donc k au plus

On peut voir que R, vérifie une équation de degre k+1"
M

On pose R, = (R, +Z n;R,.
1 1

On calcule Rxp de p = 1 a p =Kk, et, par identification, I'on obtient :
REHh = et lagh s ook ngJ’l(apH ~a) R P+ + (1+2)R K
11 Algébre dont le noyau est nilpotent d’altitude 2
Dans une telle algebre, la base s’écrit :
(e,u

i,wj) i=1,..p;j=1,..q ; qtp =n-1 avec:

2

e“=e;up = (W) ; ww =0 Vi k)
€ = (Uj Ujg s oo Upy W) -0 W) %
s = - . s V .
ew; = (Wj, Wiy 1 s Wo) ;
won B V()
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p q
On pose x = ¢e + f: b, + ,it‘ nk Wk

Nous allons, comme plus haut, étudier la valeur du grade en fonction du
. degrék + 1 de I’équation au rang.

Cask =2
1
L’équation au rang est x(x — £)(x — p£) =0
‘ Calculons :

. R d
| X=E° + 2t2d.eu; +2(Zmeup + Z §5uu
. : i

1 1
e i j 3Ly
] ) - q
| x~=Ex=gzlesi (2eu; —u;) + gzlnk D2ewy — wy) + Z 8,
1,]
2 o q
- x) =£2 B 5. [2eu)e — eu,] +£2 T m [2ewe — ewy]
1 I

1,] 1]
D’ou la condition x (x — £) (x — p£) = 0 pour tout x € A est équivalente a
P q
faifz [Z(eui)e =2 +l)en; +pu; ]+ 2 niﬁz [2 (ew;)e — (2p+1)ew; + pw; ]
1

+2 668 [2(eu)u. +(uule—(p+1uu ] =0
i ] j ] i

| Cette identité doit étre vraie pour tout n; et tout &, ; on voit alors qu’elle

. A J
“téquivalente au systéme :
Z(eui)uj +(“i“j)e —(p+ ])uiuj =0

b/
ewe — (2 + 1)ew, + pWi =0

Le systéme de 3 relations ne permet pas de conclure ; mais on voit

d e e
4Utre part que, si I'on écrit :



M. BERTRAND.
60.

(llin) e= X lekewk

[(uiuj) gle =X hijk (ewy)e

p
Or (ewy) e = (p + .!) ew, — —w dou

2
1 P 2. -
[(uude J e —(p +2) (uu)e+—_uu. = 0 V ij
] ) 1] 5 1]

relation que I'on adjoint aux 3 précédentes ; on voit alors que les produ
d’ordre 4 s’expriment en fonction des produits d’ordre inférieur ; cependant,
les relations obtenues ne vérifient pas les conditions de comptabilité. Il faut dop,
considérer des produits d’ordre plus élevé.

Utilisant donc le systeme :

2(eui)uj +(uiuj)e — (p+ l)uiuj =0 }

2eu)e — (2p + Deu; + pu; = 0 L ¥fid)

Aew,)e —(2p + 1) ew; + pw; =0

[(uiuj)e]e T (p * é) (uluj) e +_Zuluj — )

Le calcul montre que la base est contenue dans :

LR, Ry,
ReRe’ RCRLli’ RlliRe’ RBRWj’ RLIIRU.j ¥ 1"] = l’ S

RR, R , R, ReR,
i )
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Le grade est alors 3 au plus.

cask=3

L’équation au rang s’écrit :

X(x—£)(x — pE) (x— 0f) =0
Comme précédemment :
p
| EBiE3 [2 [(eupeJe — (20 + 1 +20)(eu) e+ (20 0+ o+ pley; — opY; S
| _
q

+ EﬂjE3 (2[(ewi)e] e —(20+2p +1)(ew)e + (20 0+ o+ plew; — 0p wi}
1
+¥ 615j.§ 2(2[(eui)uj]e + 2 [(eui)e]uj + [(uiuj)e] e —

ot ot 1) (“i“j)e —(2p+2 O.{.l)(gui)uj +(p o+ o+ p) Uillj} =0

Do, comme au cas précédent, 3 relations.

Mais de plus :

{[uiuj)e]e} e= { [(uiuj)e]e, (uiuj)e, "i“j}

Dautre part :
Gu; = ZTAjpup + Zugw  dol

eui)uj =2 ?\Ikukuj

[(eui)uj] e= E?\ik(ukuj)e
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En utilisant la relation précédente :
[(eu;) uj]e]e =i[(eui)uj]e]e : [(zui)uj}e . (eui)uj"s

D’ou le systéme de relations, pour i,j =1, ... n

[(ew)ele = [(ew))e ; ew; ; w;]

[(euj)ele = [(eu;)e ; eu; ; uy]

[(uiuj)e]e]e =§ [(uiuj)e]e ; (uiuj)e : “i“j}
[(eui)uj]e]e]e ={[(eui)uj]e!e; [(eui)uj]e : (eui)uj]’

[(eui)e]uj - [[(eui)uj]e ; (eui) uj 3 [(uiuj)e]e : (uiuj)e : “iuj}l

On effectue les calculs grice a ce systéme et I’'on trouve le résultats suivay:

Le grade est de 5 au plus.
Cas général

De méme que plus haut, I'identification donne 3 relations, d’une fome
analogue.

De plus :
Uiu' ae Ellka d’ou
Rek (uiuj) = alRek'1 (“i“j) s IV AUl

eui . E?\Lkuk o Eulkwk d’ou

Rek [(eui)uj] = ::11Rek'1 [(eu;) uj] F ot By (eui)uj

[(eu,)e] u; = E?Lik(euk)uj
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D’ou 'expression de : Rek [(eui)e)uj]

¢t ainsi de suite jusqu’a Rek [RujRek-z (u;)] qui s’exprime de méme.

D’ol le systéme :
Rek(ui) = alRek'1 (u) + ... +a
Rek (w) = alRek'1 (W) +.. +aw,
Rek (uiu-) = alRek“l (uu ) + o gy
Re [(eu)u] = a;R, k-1 [(eu; )u]+ +ak(eu)u

k . . . A
R, [RujRek 2(u) ) =2 R K! RujRek 2(u) + .t akRujRek 2 (u)
iinsi qu'une relation exprimant RujRek'l (W), Gj= 1y.0)

Considérons les produits d’ordre 2k. Ce sont :
RET W) 5 R 26 (wy) s R K2 (ujuy) : R82k'3RujRe(ui) ;
--;Rezk'z‘PRujReP(ui) g Rek'l RujRek-l (ui)
'ous donnés par le tableau de relations, et
'%k‘zRu RX@):...;:R pRu R, 2K 2P(u,) ; Ry R2K2 (u)
o R (U ;) peut étre remplacé par sa valeur.

s Tous les produits d’ordre 2k s ’expriment en fonction des produits d’ordre
¥tieur, cependant la condition de compatibilité n’est pas remplie.

Le calcul montre qu’en fait le grade est de 2k-1 au plus.
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ill Relations entre les A, et les racines de I'équation au rang

Comme nous I'avons vu plus haut, si A est une algeébre quelcongy
’ensemble des racines de I’équation est contenu dans ’ensemble des valeurs,
propres de R, (valeur O exceptée éventuellement).

=——=nDans une algébre pondérée, la valeur w(x) = £ est toujours racipe de
['équation au rang, et s'il existe plusieurs fonctions poids différentes - c’est-y.i,
s'il existe plusieurs idéaux de dimension n-1, comme vu plus haut - ces fonctigp
représentent autant de racinesde I'’équation au rang, et sont donc toujours des ‘
valeurs propres de R, .

Plagons-nous maintenant dans le cas d’une special train algebra dont |
noyau est nilpotent d’altitude 1.

Comme nous venons de la voir, si I’équation au rang est de degré k+1, sj: |

X(x— £) (x = p18) . (X — py1£) =0 pi (R

alors, de maniére équivalente :

Rek (u) = alRek'l ("i) + ...t au,

En tenant compte du fait que :

n-1 5
eu. = A.u. + Z pikuk

k=i+1

et par identification, on obtient le résultat suivant : les (n-1) valeurs A

(i=1, ... n-1) vérifient I’é quation :

xk = alxk'l +...+ak

Explicitons I'expression des a; :

pourk =1:

a2
Re(ui) -~ = W = 0
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pourk =2 :
| | Rez(ui)—(p+%) R, (u;) +%ui=0
pourk=3:
f Re3 () —(py + 0y +%) Re2 (v + ({;_1 +¥+ p1Py) Ry(u) —%0-2“1 0

Raisonnons par récurrence et supposons que pour la valeur k, nous
g ayions
k-1
k-1 mop;
R () — ( 2 p +;)Rek'1(ui)+...+(-l)k b e
2

On voit facilement qu’alors, pour la valeur k+ 1

k+1 k 1 k

[l en résulte que 'ensemble des racines de I'équation vérifiée par tous les A, :
xK = a]xk+ e
i | Setrouve gtre :

1
3 F - P

i En rajoutant la valeur A, = 1 correspondant 2 la racine £, les n valeurs propres
¢ la matrice Rx peuvent prendre uniquement les valeurs numériques :

E“%’ P1& Py &
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Soit k+ lvaleurs numériques au plus.

L'ensemble des nombres A, ... A, ; peut donc prendre au plus k valey

n-1
distinctes.

Si donc, dans une telle algebre, nous constatons que les nompy
Ay - A.q sont tous distincts, nous en déduirons que I'équation au rangest g,

degré nt+1, c’est-a-dire que cette équation est :
AN =RB.1)=0
ou I'on remplace, tous calculs effectués A par x.

Si il y a exactement k nombre A; distincts, alors le degré de I"équation
rang est = k+1.

La réciproque n’est pas vraie . il se peut que I'algébre A considérée posside
un faible nombre de A; distincts, mais que le degré de I'équation au rang sj

beaucoup plus élevé.
Exemples .
- Soit une algébre A sur R engendrée par (e, up. u2) avec :

eu; =pu; + ouy ; euy = puy ;32 =ejum,'= u12 = u22 =0

Clest bien une special train algebra, son noyau est nilpotent d’altitude |
elle posséde un idempotent ; puisqu’elle est de dimension 3, son ¢quation a
rang est de degré < 4.

Les valeurs A et A, sont égales au nombre p.

L’élément x € A vérifie :

X(x = §) (x — p§) (x — p§) = 0.

x vérifie-t-il une équation de degré inférieur ?

C’est-a-dire a-t-on :

(eu)e—(p+ :13)eui ‘{H‘:;ui = Qpouri=1,2

pour u, c’est vérifié.
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Pour u, cette égalité n’est vraie que si :

1
0 s sk 2210
(p 2)

Pour que le degré de I’équation au rang s’abaisse, il faut soit

= : 1 . = 1
0=0 sip# ,80itA{ = Ay ==
s S A

Sinon son degré est de 4.
~  Soit une algébre A sur R engendrée par :
(e, Uy Uy, u3) avec

« S & g ;
e ——e,uiuj—[] iL,j=1,213";

euy = puy + o’u, + Tug ; euy = puy + ou;y; eug = pug

Nous avons bien une special train algebra, le noyau est nilpotent d’altitude

L,ily a un idempotent ; son équation au rang est de degré <5.

~ Liéquation x(x — £) (x — p£) ( x — pk) (x — p§) = O est toujours vérifiée.
Ici les 3 nombres A1s Ay, A3 sont tous égaux a p. Pour que I’équation au rang

soit de degré 3:
Xx—£) (x — pE) =0 il faut et il suffit que :

0(9—-%) =0 %
doncsip%% o=0d=1r=0
0 (p—-lz-) =0 >

Sip=-12-, soit g soit ¢ =0

7(0*%)-!—06:0 7
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Pour que I’équation au rang soit de degré 4 .
Xx—§) x—pH(x—pt)=0 il faut et il suffit que :

00’ (2p—1) =0
Donc si p # .;_

pour que I’équation au rang soit de degré 3, il faut et il suffit que
T=0=0 =0

pour que I’équation au rang soit de degré 4 il faut et il suffit que
— 00 (20—1)=0

Sinon le degré est 5, malgré la racine triple en A.
1

Sip==

4 2
pour obtenir le degré 3 &0’ = 0
pour obtenir le degré 4 &= 7 = 0

Sinon le degré est 5.
Remarque ‘

Nous avons vu que, lorsque le degré de I’équation au rang est k+1, Ry
vérifie I’équation

RXH =+ g1 +apRE 4o+ — g
dont les racines sont £, % p1k, - Py £

Siki= n:d, R, vérifie cette équation, de degré n, et son équation carac-

téristique, qui est également de degré n, et les racines de cette équation
caractéristique sont .

o T A e
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Si le degré de I’équation au rang est bien n,et non inférieur a n, il faut
alors que ces deux équations vérifiées par R, soient identiques, c’est-a-dire que

[5 5 6015 - ppgf! =[5 Mg - Ay ]

Autre exemple, plus général

Soit 1 une special train algebra, de dimension n, dont le noyau est
nilpotent d’altitude 1.

Supposons que les valeurs propres de R, soient toutes égales a pé

(sauf celle qui est ).

A quelle condition le degré de Iéquation au rang est-il 3, c’est-a-dire, &
quelle condition a-t-on :

X(x—§)(x—pE)=0 pour tout x de A.

Nous savons que cette condition est équivalente 2 :

Rez(ui)~(p+é) eu; +gui = 0 pourtouti=1,.. n

n-1
Alors eu; =pu; + X faup
Gl
Pour eu n-1 = PU,.1, la relation est vérifiée :

2 =Py +802 n1¥n.1

Enidentifiant on obtient la condition -

ﬁ11-2, n-1(0 — ?12) =1
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Supposons donc p # .;. et continuons le calcul.

Alors f =0

n-2 n-1

eup 3 =pup 3 +63 42052 ¥ Fn3 n-1tn-1
En identifiant

ﬁn_B’ n_z(p i "";) = G |
B S
Bn.3,n-1( E)

Donc, si

1 L 3
P¥ 2 Bn3 2 =Fp3 01 ="

on voit facilement, en continuant le calcul, que si

pF %, eu; = p u; pour tout i.

:
Donc, si la valeur commune des valeurs propres de R, n’est pas ;, le degré de

’équation au rang est 3 si et seulement si

eu; = pu, 5 RS, |

Si maintenant p :_1, )
2

Alors  eu | =

—
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eul =§ul i Uﬂ'l, 11]2 R 4 On_],n_z ul'l-]

Il faut et il suffit que I'identité :
(eu;)e — eu; — .j:ui =0

soit vérifiée pour tout i.

Pouru il n’y a pas de condition :
Pouru 5 non plus.

Pourun_3 02] 031 =0

041021 =0
Pouru, 4 : deux conditions { 41731

0418 + 04 031 =0

Pourun_i 5 rol! oi'l,l =)

{ %1,29%,1 F %2 %21=0

L4,1%.1,i2F 9%29%2,i3 Tt 452021 =0

Pour u, (n-3) conditions qui s’écrivent de méme.

Dol un ensemble de giznz) relations qui doivent étre satisfaites.

Leur forme montre qu’elles sont toujours compatibles.

=== Cas d’une special train algebra dont le noyau est nilpotent d’altitiide 2.

Dans le cas précédent, nous avions I’équivalence entre deux propositions :
le degré de I'équation au raniest k+1
la relation : R,"(v) =2;R 1

e (u) + ... +apu; est vérifiée pour tout i.
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Ici nous avons I'équivalence entre deux propositions :
—  le degré de I’équation au rang est k+1.
—  le systeme :

( Rek (v) = alRek'l(ui) + ok mu;

{ RKw)=aRK (W) + ... +aw,

] RujRek‘l (u) = {Rek'l (w9, RS [(eu) Uy, . uiuj}
est vérifié pour tous les uj, Uy Wi
Les valeurs propres deR, vérifient encore :

xK = alxk'l o T g
et ’ensemble des racines de cette équation est :

1
s AR i
5 P1 k-1

Les valeurs propres de la matrice R, peuvent donc prendre uniquement les
valeurs numérique :

z,g,p]z, or P 6

Si donc il y a exactement k A, distincts, alors le degré de I'équation au
rang est =2 k + 1.

Cependant, pour que le degré de I’équation au rang s’abaisse effectivement,
le nombre de conditions a satisfaire est plus important que dans le cas
précédent, a cause de la relation supplémentaire imposée.

Exemples :

—  soit une algébre A sur R engendrée par :

(e,uq, uy, w) avec
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Bl =pu; + OUur+7TW ; e2=¢ :
| 1 2 A ’
Uy = puy + ow
u1u2=6w
o
ul = 9]W
3=
u2 = 32w
eW = pw
uw=w2 =0 i=1,2

Cest une spciela train algebra dont le noyau est nilpotent d’altitude 2,
elle posséde un idempotent ; puisqu’elle est de dimension 4, son équation au rang
est de degré < 5. Les valeurs propres de R, sont £ et pf ; x € A vérifie ;

X(x —£) (x — pE) (x — p¥) (x — p§) = 0
A quelles conditions le degré est-il 3 ?

Il faut et il suffit que ,

(eui)e—(p+-;)eui+gui= 0 e
(ewe—(p +ew+Pw =0

o ) 2
2(eui)uj+(uiuj)e—(p + Dy =0 i =12

En explicitant, on obtient :

0(9”%):0 3 sidoncp#%
0=0"=71=0,=0,=8=0
o2
Flos? 'é) =4 + nous sommes ramenés 2 une spe-
cial train algebra dont le noyau
1 est nilpotent d’altitude 1.
T(p"z-)-Fao’ =0 J
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0, (p - 12) ~¢'6=0

1
0 — 2= 0
(p 2)
: 1
=
A 2
soit ¢ =0
soit 0 =0

Cest-a-dire, unes special train algebra de dimension 4, possédant up
idempotent, et dont le noyau est effectivement nilpotent d’altitude 2, a une ' {
équation au rang de degré 3 si et seulement si :

- ou bien :

4
e” =€ uWw=w

2

I
o

00’ =0 0’0 =0"0y=0
alors 0 =05 =0 07, 7,81 quelconquy

alors 05, 04,0, 0, % quelconques.
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" — oubien:

| e=e; u w=wl=0

‘ eul=:1?.u1 + W

Uy =fw ; ulzzé‘lw ; u22=82w

ues A quelles conditions le degré est-il 4 ?

| 1l faut et il suffit que :

r[(eui)e] e—(20+ é) (euy) e + (;::»2 + pleu; — ﬁz’ 2 u; =0

i {[lew)ele — (20 + ;) (ew)e + (,o2 + p) ew — “2’ 2w=0

L[("'“j]“j]e 3 [(Eui)e]uj + [(uiuj)e]e —(p+ ;) (uiuj) e—(2p+ ;) (eui)uj +

+ (P2 1, =
(2 -i-,;::;)uluJ 0

Cest-a-dire -

(P*%-) 00’ =0
=k

B rar2 5 -
) o ARG
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Ces exemples montrent certaines conditions sur la table de multlpllcatmn
nécessaires et suffisantes pour que le degré de I'équation au rang s’abaisse en o
de racine propre multiple.

Interprétation génétique

Soit un élément a € A ; nous avons vu qu’un tel élément peut s’interpréte,
comme une population si son poids est 1 ; si son poids n’est pas 1, nous dirp
que c’est une «population généralisée» ; faire subir la transformation T j
I'élément a, c’est lui faire subir un certain nombre de croisements successif
lorsque T décrit T(A), 'ensemble T(a) T € T(A) représente I’ensemble de tou
tes les «populations» qu’il est possible d’obtenir a partir de a.

Dire que T(A) est de grade q, c’est dire que :
Y
t(a) =2 o0, (a) o p,=R, ..R,
1 | 'q
Il suffit donc de connaitre les 0,(a), c’est-a-dire d’effectuer g+1 croise.
ments au plus pour chaque 6;, et I'on sait que, quel que soit t € T(A), t(y)

est combinaison linéaire des 6;(a), qui sont au nombre de p.

Dans les cas que nous avons considérés au cours de ce chapitre, nous avons
vu tout d’abord (lorsque le noyau est nilpotent d’altitude 1) que lorsque le
degré de I’équation au rang est k+1 - c’est-a-dire lorsqu’un élément crojg
k+1 fois avec lui-méme s’exprime en fonction des résultats de p croisements
successifs (xP, p < k+1) - le grade est k au plus, c’est-a-dire que tout t(z)
s'exprime en fonction de populations obtenues par k+1 croisements au plus.

Mémes résultats lorsque le noyau est nilpotent d’altitude 2.

Application aux algébres gamétiques de la notion de T(A)-isotopie

Considérons I'algébre gamétique de ’hérédité mendélienne simple, et I'algs
bre gamétique avec mutations.

Ces deux algébres, bities sur le méme anneau, ont respectivement pour
tables :

D2=D:DR=RD= 1D+;R;R2=R;et

DoD=(1-1)D+1R;RoR=sD+(1-s)R

DoR=RoD=%(l-r+s)D+.%(1+r-s)R
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Nous avons alors le résultat suivant :
Soit A I'algébre gamétique de I’hérédité mendélienne simple :

soit A I'algébre gamétique avec mutations.

- Lorsquer +s+# 1, A est T(A) isotope de A.

- Lorsque (r + s)2 #1, Aet A, sont T-isotopes, et 'algébre A étant de
grade 1, Palgébre A est de grade 1.

- Lomsque r + 5 = —1, T(A,) CT(A) et A, est une algeébre associative a
un €lément unité.

= Lorsquer +s=1, A n’est pas T(A)-isotope de A ; A, est alors associative
a élément unité.

En effet, I'on voit facilement que pour tout x de A
R, = Ryx)t avec

t=(1-2r-28)1 4 2sRpy + 2rRp

On vérifie bien qu’en appliquant cette formule :

DoD=(1-r)D +1R ; RoR =sD+(1-5)R

D0R=R0Dz-12-(1 _+s—r)D+%(1- s+ )R

t =(l e 2 s) par rapport 4 la base (D, R)
Il1—s

MEl—r—3

1) Soit doncr +s # 1

test inversible et A est T(A) isotope de A ;
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el b7 & & (ifsantes potb que Jgesré deliéquatpy
R
l—r—s l—r—s {isp =g

Tl n’appartient 8 R(A) que pourr +s# —1.

Donc si (r +5) # —1,T(A) = T(A), A et A, sont T-isotopes, et A o estde
grade 1. '

2) Si(r+s)=-1
DoD=(1-r)D+1R ; RoOR=—(1+1)D+ (2 +1)R ;
DoR=—1D+ (1 + )R

t=31-2(1+1)Rp+2Rg ; t!=@+1)Rp-1Ry

Appliquant la théorie de la partie I :

I'élément e = (r + 1) D — 1R est élément unité de A ; de plus (DoD)
oR = Do(DoR) et (RoR)oD = Ro(RoD) et A est une algebre associative 3 ¢l
ment unité.

3) Sir+s=1
D2 =(1-1)D+ R =R?=DR
A, est associative et a pour €lément unité :

o=(1-1)D +1R.

Chapitre V
Résumé

On étudie la nature et les propriétés de I’ensemble ordonné A* associé
3 une special train algebra, et on donne une interprétation génétique des proprié:
tés ainsi déterminées : en effet, A* peut étre considérée comme un abre généx
logique, et, suivant les cas, tous les éléments ont ou non un ancétre commui,
et deux éléments quelconques ont ou non un plus proche descendant commun
ou un plus proche ancétre commun.
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PARTIE III

CHAPITRE I

RESUME

Une algébre A est pondérée lorsqu’elle posséde une fonction poids,
Cest-3-dire un homomorphisme d’algébre non singulier, appliquant A sur son
corps de base F ; lorsque A est de dimension finie, soit n, A est pondérée si et
seulement si elle posséde un idéal N de dimension n — i, 'idéal A n’étant pas
contenu dans N.

Une algébre A commutative et de dimension n est de grade I si, étant
donné une base de A, soit {e 15 €2 o en}, I’algébre des transformations de A,

lotée T(A), posséde une base de la forme (I, R, , ..., Reln)’ ot I est I’application
identique de A dans A, Rei la multiplication a droite (et a gauche) par I'élément
fietm le rang du systéme (Rel, vens Ren).

Toute algébre A associative est évidemment un cas particulier d’algebre de
grade I ; les algébres A telles que R(A), espace vectoriel des multiplications, soit
une algébre, en sont également des cas particuliers ; nous excluons ces deux cas.

Soit donc une algébre A pondérée, commutative, de dimension finie n et de
Bade I ; le corps F est de caractéristique nulle.

Soit (e, up, Uy, o un-l) une base de A telle que e soit de poids I et
vy, .., U, 1) une base de N.
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Il existe des éléments de F :
}\9 M, Vi) Alk’ A,i'l(, )kljk’ isj’kz l;2y vy I — 1
tels que

R,R, = N+ R, +iE”iRui

ReRyi = E’}\ikRuk pour touti,j =1, ...,n — I,
A+ p=1
TR zl:(xikRuk X # 0 [R(A) nest pas une algébre] |

Rofu, = PhikRuk
k

Les résultats que nous allons démontrer vont dépendre du rang du
systéme S =(eui_ 1, _.,n—1.

1.  Le rang du systéme est n—1.
On démontre alors que : pour tout i, j, RgR ;. = Ry et Ruiuj = Ruiuj

N est une sous-algébre associative ; si N est nilpotente, N est le radical de A ;
sinon, N posséde un idempotent u.

Appliquons ces résultats & deux cas particuliers.
1) I’élément e est idempotent.

La tranformation R, n’admet alors que deux valeurs propres possibles,
qui sont I et (# \) ; lorsque ces deux valeurs sont distinctes, les sous-espaces

N; =(n; €EN;en; =n et Ny =(ny €N ; eny=-An,) sont supplémentaires dz
dans N, et Nl N2 =

2) I'équation au rang de A est de degré 3

Elle s’écrit :

x3 + (af + oy X% — El(a + DE+ Zam]x =0, |
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OUXEA;x=¢+2 nu  XEF ;0 €F i=1,.,n-L
1

a, N est nilpotente :

Voici la liste des cas possibles .

- RyR, =0pourtout(ij);e?=e;R,R =—(1/2)I+(3/2)R,;
e e

sia# 2, eu; = (1/2) u; pour tout i ;si a= — 2, ind,termination ;

- Ry R, =0 pour tout (i, j) ; o = O pour tout i; eu; = u; pour tout i ;
LS

=2 :x==1/2:

- Ry R, =0 pour tout (i, j) ; o; = 0 pour tout i ; eu; =\, pour tout i;
i i
sie2=e,1=—1/20u?\=a+1;sie2¢e,?\' =a+1;
I siA=— 1/2, a = — 2, indétermination.
I

- Pourtoutntel que £ ayn; #0,02=0,a=—3/2;A=~1/2;
1

! u=3/2 ; eu; = (1/2) u; pour touti;e2=e.

. ‘ b. Nn’est pas nilpotente : soit

N=(nwEeN; %J an,=0)
Siezsée:uestunjqueetcolinéaireﬁezwe;eu=—(a+l)u;en’=(1/2)
n’ pour tout n’ € N’ ; N°2 =(0);u N’ =(0).

bl = Sid=eeu=uja=— 2;en'=(1/2)n’;N2=(0);uN=(0).

fa 2 LerangdusystemeSestn—p—l(P>0)-
Nous pouvons prendre pour base de A : (e, Ups = Upp, .., Yn—1)
telle que Uy, oy CUY b soient indépendants et eu, | = ... = “Unop™ 0;

o démontre alors qu’ici aussi :

ReRui = Reui et Rui Ruj - Ruiuj pour tout i, j ,

s .a.ﬁﬁ
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de plus, pour tout i et pour tout j =1, ..., p, Uy = Z n—j,k%n—k les coef.
=1

ficients 7y étant non tous nuls.
Application au cas o A posséde une équation au rang de degré 3.

On démontre que N ne peut étre nilpotente et par conséquent il exis,
toujours un idempotent non nul dans N.

a. S'il existe un % (=1, ...,p)non nul :
Soit 'Z la sous-algébre engendrée par (un—p, 2 un—l) alors u e&;

N2 C 26 ca=1 ',eu=0;e3=e2 ;N’2=(O);uN’={0] sen’ =(1/2) 0’ ; u et
colinaire 4 e —esie? #e.

b. Si tous les a“_j(j =1, ..., p) sont nuls :
(3“i“k * oy f+ ds) ¥ o= (0) pour tout (i, k) ; a # — 1 ;32 *e
eu =—(a + Du ; e2 — e est colinéaire 2 u ; en’ = (1/2)n’ ; N2 = 0) ;

u N’ = (0).
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Chapitre 11
Résumé

Ce chapitre généralise, d’une part, la notion d’algébre pondérée et les
algébres associées ; il démontre d’autre part le résultat suivant : Soit A une
dlgébre 2 pondérée de grade 1, telle que R(A) ne soit pas une algébre ; pour
loute base (e, €, U, — Up9) de A (eq et e EN): RelR”i = Relu

ReZR“i = RBZ“i ;RuiRuj = Ruiuj pour toiti =1, ..0:2,

i>

4, Parc de Lyons
76130 — MONT SAINT AIGNAN
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