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EXTREMALITE ET STABILITE DES COMPOSANTES
; PRINCIPALES (GENERALISATION DE
L’ETUDE EUCLIDIENNE)
C. DENIAU

| G. OPPENHEIM

SUMMARY

Given a real matrix X €{n x p}, optimality properties of the principal axes

id their associated components are demonstrated. Each property is tied to a

uiterion which depends on one or two scalar products (the choice of which

un, in some cases, be left to the research worker). Some characteristics of

these properties have been given by several authors : RAO (1964), DARROCH

(1965), OKAMOTO (1968) ; they are founded on the maximisation of adjuste

ment qualities, the minimisation of adjustement residuals and the maximisa -

. tion of volumes (generalised variance). The author of the present paper have

gouped and generalized preceding results in an Euclidian frame, a probabi-
litic context being here unnecessary.

All the results are presented in the form of necessary and sufficient
wnditions (C.N.S.) and use the properties of the generalized Gramm ma-
trices [ = X W tx @, ' = 'XW¥ X @ associated to X and to two symmetrical
kfinite positive matrices! Several applications are submitted in part 4. In part 1,
lotations and definitions have been gathered and, in part 2, the necessary and
ufficient conditions bearing on extramelity properties of quadratic functions
ad determinants. Part 3 uses the results demonstrated in part 2 for a study of

Wbility and extremality of the principal components.

= f.‘ﬁ?
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INTRODUCTION

Le but de cet article est de présenter dans un cadre algébri
quelques propriétés d’optimalité (extrémalité et stabilité) des
principales d’une matrice Xe {nxp}.

que géngr,
COmpnsames

Différentes caractérisations de ces propriétés ont été données dang Plusieyy
articles, par exemple : ANDERSON [1], RAO [11] caractérisent les COmpOsany,
principales de Xe {nxp{ par des propriétés d’optimalité portant sur Pensemp,
des composantes de cette matrice ; DARROCH [4] et OKAMOTQ (10] I
caractérisent par des propriétés d’optimalité dans tout ’espace {p 4 |

Nous commengons par généraliser ces propriétés en considérant -

zT[) tgﬁute matrice Xe {nxp} comme une application linéaire de [p x 13 dany
nx.l

b) deux matrices symétriques définies positives ¢e{ nxn} et Ve { pxp} muns
sant {n x 1y et {p x 1} chacune d’une structure euclidienne. (Lorsque 9= ¢

¥ = Ip nous retrouvons les résultats classiques).

Aprés des notations et définitions (1) des conditions nécessaires et suffi
santes (2’) permettent de démontrer les propriétés d’optimalité (3%). Nous
terminons par des remarques et des applications. Nous avons délibérémey
choisi de nous placer dans un contexte algébrique non probabiliste ; en effe
d’une part le passage aux probabilités ne pose pas de probléme particulier diy
que 'on suppose que les v.a. considérées sont de carré sommable, et dautre
part nous n’abordons pas les problémes de test et d’estimation.

1 — NOTATIONS ET PRELIMINAIRES
— {nxp} espace vectoriel des matrices réelles a n lignes, p colonnes.

—{nxp] r ensemble des matrices réelles 2 n lignes et p colonnes, de rang:
(r <inf(n, p)

— Ae{pxp} on note diag A la matrice diagonale dont les élément sont les
’ éléments diagonaux de A.

— Xe{nxp'ﬁon note r(X) le rang de X.

— Befpxp} symétrique positive ; on notera toujours A, (B) > ...> Ap (B)>0
les valeurs propres de B. Quel que soitke |p]:
At (B) ;... s N (B) ;5 (resp Ap_k+1 (B), .. A, (B))
sont les k premiéres (resp k derniéres) valeurs propres de B.

— soit (u,, ..., uk) une famille libre de vecteurs defn x lﬁ ; on la notera Uk et on
I'identifiera a la matricefn x kjdont les k colonnes sont respective-

Ex
)]

@2 = =2 s
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ment Uy, ..., Uy . On notera [Uy Jou [uj, ..., Uy] le sous-espace vecto-

|
|
‘I riel de {n x 1} engendré par u,, ..., uy.
I
; -En={inxk3 ;kENg

. - quel que soit k e N* : 1k] = il,...,ks
)
’ » -8,= {xe{nxl};l}xl]¢:1 i, Sp=[ye px1f ; uyd ¢=1§
= [ke{k X k‘] est la matrice identité.
Kfinition (1.1.)

) soit Ae {n x n} ; on dit que A est ¢ - symétrique si et seulement si B = ¢A
est symétrique.

b soit Pe {n x n} ; on dit que P est ¢ - orthogonale si et seulement si
L =1
{ oP = 1.

Lemme (1.1)

6 Soit Ae fn x n} ¢ - symétrique positive. Alors il existe A unique et
Ve {n x n] telles que :

» | AV=VA:tvg V=1L A=diagA. (1.1)

Les éléments diagonaux de A : Xy =Xy = ... Z A 2 0 sont les valeurs
popres de A, les colonnes vy, ..., v, de V sont des vecteurs propres ¢-orthor-

maux de A associés respectivement aux valeurs propres ) S I\H de A. La

 Tatrice V n’est pas unique. Si V est une solution particuliére de (1.1), toute
Wlution (1) de (1.1) est la forme VR avec :

[P 1] 0
° [

. tRr =l (12)

’

Hf'[nxn} LR

¥8tle nombre des valeurs propres de A distinctes. Pour tout hels] : ny, est I'ordre
% multiplicité de Apetpy € { npxnp -

D) (Pigée dintroduire cette matrice vient ’OKAMOTO [10])

-
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Définition (1.2) R

Soit Xe {n x p} , on appelle matrice de Gramm-généralisée associée 3

X la matrice ¢-symétrique Fa=Xv tX ¢. ¢
A la matrice 'Xe {p x n} on associe la matrice de Gramm-généralisg ’%
y-symétrique :I‘p & Ty o X Y.
i
Lemme 1.2. i
Soit ¢e §n x nl (resp. Ye {p x p}) symétrique définie positive, i gy [ ]
tep, € {nxn} (resp. Y, e{p x p}) réguliére telle que: | P
0="0.0, (esp.y ="y, ¥ ). 3
Lemme (1.3)
2
Soient Xe {n x p§ , 1"p etl. 4
Les matrices l"p et [‘n sont toutes deux de rang r et ont les mémes valeurs } |
propres \; = A, = ... => A; > 0 non nulles. La valeur propre nulle a pour ordre
de multiplicité (p — r) pour I‘p, (n — 1) pour ', ’
u
Pour tout ie ] r]notons v e{px 1} (resp. w ; e{p x 1jun vecteur propre |
¢-unitaire (resp. y-unitaire) de T, (resp. [‘p) associé a Ay, alors ; g
=) " 2 Xyw; 5 wi=0) " VtxXev. . (13) '
Lemme (1.4)
L’application quia (X, Y) € [n x p}?* associe Tr (t XoYy) q
définit un produit scalaire sur{n x pj 1

On notera || X || la norme de X associée a ce produit scalaire. (Notons que
sig=I ety= Ip on retrouve le produit scalaire usuel).

Définition (1.3)
a)  Soient X e {n x pletuesS - On appelle composante de X associée du :
C=tX¢ue{pxli. 1

b)  On appelle k-iéme composante principale de X (k < (X)),la composante
de X associée a vj (v € S,) vecteur propre de I',) associé de Ay
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Remarque 1.1.
Les lemmes (1.1), (1.3), se déduisent simplement du cas ot ¢ = I
RAO[12]):

) Iexiste ¢, e§n x n}réguliére telle que Y6, =9

- Tout Ae§ n x n§ ¢ — symétrique est de la forme A = ¢ ' B avec B symétrique

Mﬂ?

i) quel que soitie Jn] : )\ (A) =X (tgb," By ) ;
i U; est vecteur propre de L9, By, ™" associé 2 i, Vi =1y est vecteur

popre de A associé a la méme valeur propre.

i) si(u; | ie ] n ]) est une famille de vecteurs propres orthonormes de
"B, ! , (v; | ie ] n]) est une famille de vecteurs propres ¢-orthonormes deA.

! - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
CNS.I.  Soit Ae [n x n} positive ¢-symétrique et B =¢A.
L Quelque que soit u €S, : tBu <2, (A) 2.1)

* Une condition nécessaire et suffisante pour que tuBu =2, (A) est que
U=V, vecteur propre de A associé de A; (A).

2 Pour tout ke | p—1 J, soit (V;, ..., v;) une famille de vecteurs propres
¢orthonormés de A.

1
Quel que soit ueS, N [Vi, Va5 - Vi) "uBu < A1 (A).

* Une condition nécessaire et suffisante pour que LB = Ae+1 (A) est
Weu=v, , ,,vecteur propre de A associé a N (A).

. Soit Upefn x k{(k <n) telle que tqubUk =i
Vie k] :A (UBUISN (A). (2.2)
* Une condition nécessaire et suffisante pour que :
Vie k] :\('UBU) =1 (A)
Sl que U = VR, \P, ol Ve {n x n} est une matrice de vecteurs propres ¢-ortho -

omés de A, RS? e {n x k} est constituée par les k premiéres colonnes de R
lemme 1.1) et Pefk x k} telle que tpp = I -
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4. Soientke |p]etUp=(uy, .., uk) une famille ¢-orthogonale de Sk
0

B g B o L A (A)

izisks ¥ leick 23

* Une condition nécessaire et suffisante pour que I’on ait égalit¢ en(23)
est que Uy = VR(k)P. '

Preuve :  La transformation u’ = ¢, u (Remarque 1.1) permet de se Tamener
a des conditions classiques (OKAMOTO [10], RAO [12]) :

S]‘] :{ul tu¢u = IS = {u: l tu’u, = 1} et tuBu: tﬁ t l_lBQb]hlu'
Or pout u’ tel que Wu'=1 W'ty "By, v <A, (%, Bg,") =1, (A).

Cette remarque achéve la démonstration.

C.N.S.2  Soit Aefn x n} positive ¢-symétrique et B = ¢A ;
Soit Ukeln X k}(k < n) telle que diag tUk¢Uk =1y, alors :

) dét'UBU, < o2 iﬂ<k Ni(A)

ii) sir (B) >k, une condition nécessaire et suffisante pour que Pon 4 |
égalité en (2.4) est que Uy = VR(k) P

Preuve :

1) Soients, = .. > 8y les valeurs propres de tquﬁUk, Ay la matrice dia
gonale et H= (h; | ie | k ]) une famille de vecteurs propres associés.

|
On choisit H telle que "HH =1, .

— Sir (Uy) <k la démonstration de i) est achevée.

— Supposons r (U, ) =k ; posons G = HA ™' "Ze{k xk},Q= UkGe{nxkl
tQpQ =24, 1/2 '"H'U U HA, (2 =1,
Tr ({UppUp) =k, donc : () < i< 8 VE<(1/k) Tray et

(0 8! >1
det!'GdetG= 1<i<k

w2

—
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it (1QBQ) =det ({G'UBU,G)=det (G'G) det (U, BU})>det (U BU})
(2.5)

t 11
donc daprés (C.N.S. 1) : det (‘\QBQ) = 1 glil ~.<.,k?\i (ABA) < khi o)

SI<i<

det (U BU) <det ((QBQ) < <1 M . (2.6)

. Condition suffisante
$iUyp = VR (x) P, d'aprés (C.N.S.1) :
it (U BU, ) = det (tPtR(k) *VBVR(k) P) = det (tR(k) tVvBVR )

o AT A (A
_1€i€ki()'

Condition nécessaire

Si det (tUkBUk):} ML 2;(A), daprés (23), (2.5) et (2.6) quel que
o

xls
witie |k ] : §;=1let) (tQBQ) =\, (A). Donc tout vecteur de{k X 15 est vec-
ur propre de tUk ¢ Uy, et on peut poser H=1I. Alors G=lp, Q=Up ot d’apreés
(NS1) Uy = VR P

Le théoréme suivant propose une généralisation du théoréme démontré
K JN. DARROCH [4].

. CNS3

Soient.x e{nxp} s Gefn xks K> He fpxk},, k<r

I
) |IxXx_ct 2 > > AN ) 2t
| G'H || >i=k+1 n 2.7

) Une condition nécessaire et suffisante pour que I'on ait égalité en (2.7)

k
e GH= 3 Vitci ou (v; | ie ] k ]) est une famille de vecteurs propres
i=1

%nhonormaux associés aux k premiéres valeurs propres de I', et (ci lie |k ])

. Uamille deg composantes principales correspondantes.
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Preuve No!
st 7 t t t
IX-—GHII? =Tr[(X-GH) ¢ * (X -GiH) ¢ ]
r[ ¢ (X=G'H) 'y, ' (X - G'H) Y9, ]
=Tt [(Z - 1K) 1 (Z - ItK)]
avec Z=¢, X'¢1,7=¢,G, K=y, H o)
Le théoréme de DARROCH appliqué aux matrices Z, J, K établit que : ‘
[ Z-TK) @z - 1K) > 2 ) |
i=k+¢ ' D
(car les valeurs propres de I, et de Z'Z sont les mémes).
k
L’égalité ayant lieu si et seulement si : J kK= 3 ul i (tu W= (29)
i=1 L (3.
avec u; vecteur propre de Z'7 associé a A (T et = tZui. |
Th
Or u; = ¢;v; (1 <i<k) ol v; est un vecteur propre ¢-unitaire de I, | )
associ€ a A; (I')) (Remarque 1.1) \ f
En tenant compte de (2.8) et (2.9) on peut écrire : ‘
daty R LN t |
P1 V1= Z 1Y vigxy, = X ¢1V1 ¢V 3 a
i=1 i=1 .
. o t k 4 §
¢ et Y, étant réguliéres :G'H= I v;'¢; '
i=1
ce qui achéve la démonstration. L
3.  EXTREMALITE ET STABILITE DES COMPOSANTES PRINCIPALES
3.1. Ajustements )
[v
(3.1.1) Définition (3.1) : fonction critére 6
Soient X = (X, ..., xp) e{nx pj et Ox : &, —R, définie par : i

V [Ugle&n:0x ([UD)= . <iE<p ”PUk (x;ll 24, (3.1)

ou PUk est 'opérateur de projection ¢-orthogonale sur [Uy ].
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Notations matricielles
On peut, sans nuire a la généralité de la définition (2.1) poser
1qu{)Uk = Iy et écrire :
by ((Up]) = Xeu, || 2
| x (U )) léiz-gk | "Xeu; |l
= = ‘tuoxytXey
1<i<k
Ox (U= ) 708 RIS e (3.2)
) (.12) Etude de maximum de la fonction 6
Théoréme (3.1.1.)
i 1) Soit ues, :
o Ox(lul) <N (Ty) (3.3)

| Une condition nécessaire et sufffisante pour que l'on ait égalité en (3.3) est
- (e [u] = [v,] droite vectorielle engendrée par v, (vecteur propre de E,

msocié a )\, (pn) )

bl Soient Uk =V o vk} une famille de vecteurs propres associée aux k

fremiéres valeurs propres de T, etue [Ug] lmSr.'

Ox(lu)) < Ny 4 1 (Ty) (34)

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait égalité en (3.4)
8l que [u] = [V 4 ]droite vectorielle engendrée par vy, ;

Vecteur propre de I, associce a Ny 4 ;1 (T,) ).

Théoréme (3.1.2.)

Soient Xe {n xp) . et ke ) (3.5)

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait égalité en (3.5)
% que Uy = VR(k)P (0i V, Ry P sont définies dans la C.N.S.1).
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P reuve des théorémes (3.1) et (3.2) : X

La matrice ¢I' [n xn} . est symétrique positive, on est dans les Conditiop
d’aspplication de la C.N.S.1. ce qui achéve la démosntration.

3.2. Ajustement de matrices

Définition (3.2) : fonction critére {.

N
Soit Xefn x py ¢y : {nx py-»TR définie par : ¥ Ze {nxpj : X @D=|x-p
Théoréme (3.2) |
Soient Xe fnx p} ,etke]r]
. r
Ziefnxpy WX -Z P> T N(T,) (3¢
i=k+1
T
Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait égalité en (3.6)
k
estque Zp = T vjlc;(otiv;et c;sont définis dans la C.N.S.3.) |
=1 .
i
Preuve i
4
Quel que soit Zy e {n x py | il existe Ge [ n x kj ., He {p x kd 1 tels que: ]
4, = G'H (la preuve est dans [S] ou [12]). i

Ceci nous raméne dans les conditions de la (C.N.S.3) ce qui achévelz |
démonstration.
3.3 Ajustement : critére de volume
Définition (3.3.1) :

s0it £ =42y, .- 25) e[p x n}on appelle ¥-volume engendré parz,, wly
et on note vol Y (z,, ... X E:

Vol\»{/(Zl,...Zn):[pdet(tZZ)]l/2 avecpz( 1 )n,p>l
p=1
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finition (3.3.2) : Fonction critére n

Seient X = (Xy, v xp) efnxpjetn, : & — Ry définie par :

| V[Ule &, : my (UD = vol y ("Xguy, ..., Xouy)

,\ Notations matricielles

o Supposons que tkaPUk =g

My ([Uk] (pdet (tde)letX(I,Uk) 1/2

pdet (U, 6T, Uy) /2

' Théoréme (3.3.)
) Soient k <r (), Upe {n X k} , diag (tkaPUk):Ik

|l Uy )~.<_[ Il hf(Fn)]"2 G.7)
1 <i<k
|

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait égalité en (3.7)
6t que: U, = VR (k) P (ot V,R )P sont définies dans la C.N.S.1)

Preuve
&1 Lamatrice ¢ I'e{n x n}, est symétrique: on se trouve dans les conditions
{application de 1a (C.N.S.2), ce qui achéve la démonstration.

3 Stabilité
Soient Xe {n x p} o lb=(v;lie]r)C {n x 1] une famille ¢-orthogonale de
cteurs non nuls, = (w;lie ]r )} C{p X 1] une famille Y -orthogonale de vecteurs
1 10n s,
On suppose que [v, , .., V] est invariant par I';.
Une condition nécessaire et suffisante pour que :

Vie|r] o [v;] = [w;]
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est que W soit une famille orthogonale de vecteurs propres de I assoc:
aux r premieres valeurs propres. e
Condition suffisante : c’est le lemme (1.2)
@,.
Condition nécessaire £
8) . Tov: #0. b
: = t t = el :
SiIpv; = 0 alors "v;pXy "Xgv; =0 et || Wi”; =0 (impossible)
< |
AN 1 %Egr %"k |
s :
Calculons les .oy v
1
=aj (yw. %
donc seul a; = A; est non nul et ' v; = \yv; ply
ce qui achéve la démonstration. L &
Remarque (3.4) "
Une condition nécessaire et suffisante pour que VY ie]r] tX¢[v il = [wilet ly
Xy[w;] = [v;] est que Ir et W soient 2 familles de vecteurs propres de [, et [‘
associées aux r premiéres valeurs propres.
4.  Applications et remarques '
4.1. Applications
4.1.1.  Les résultats des parties précédentes sont établis pour des matrices
¢ et Y symétriques définies positives qui peuvent étre considérées comme as (
sociées a deux produits scalaires respectivement dans{n x 1§etfp x 1 . |

Certains choix particuliers de ces matrices sont d’usage courant.
Nous en présentons quelques uns pour lesquels @ et \ sont diagonales.
la. ¢=1 ;¢y= 2 (KENDALL et STUART [8]) ; SHETH [13])

A
lb. w Ip, = (1g12gp X 1.|)
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Un cas intéressant est celui de I’analyse de données dichotomiques :
(1)
Y, j);xije{o,ﬁ (BURT [3] ; BENZECRI [2]). On a alors :

(I!..: E = __1 En tant = 2 s Xoans o
4 (léjépxij)-l m; notant my; jrecfiaems XX i

() 1<

<n.

Pour cette matrice 0 < A; (') < 1 pour tout 1 <i<n.

Le premier vecteur propre est tvl= (m,, my, ..., mn) avecA\; =1;
l: composante principale associée c, est telle que :

| tcl =t(tx¢"1)= (my; s my, ... mp) avec m = b xij ;

1<Ii<n

4. SiXest tel que X5, =0, se reporter a OKAMOTO[10]

p

bo¢=1;y= - Ip‘ : T, est la matrice de covariance associée a X.
p

(MATTER [9], GABRIEL [6])

l Remarque :  Si xije{O,l Jet que Ion pose Py =my ! et y = Ip, pour faire 'ana-

| 5%
¢ | bedey=x(0p-—L2-L).
P

Avec les notations de 1.b ci-dessus, on a :

ﬁ
P’ﬁ,=( s, _mimi’)m‘il {eiitcn

P

& <y (M) <1 pour 0 <i<n;le vecteur propre ty,de (1.b) est associé &

J = » b
r n)‘ 0 ; les autres vecteurs propres et valeurs propres de [’ sont égaux a ceux
ke
i

412. Remarque

s axes principaux engendrés par les vecteurs propres de I';, sont

SG 1 . LY - '3 g
lutions e plusieurs problémes d’extrémalité

)

- |

Cette référence nous a été communiquée par le Professeur M. REUCHLIN
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* qualité d’ajustement maximale :  Sup 6, ([v])
veS
n
son
*résidu d’ajustement minimum : Inf 6’ ([v])
vesS, |
'
avec 0, ((x)=0,({nx1§) -0, ([v]) @4
* variance généralisée maximale (WILKS) : Sup n, ([v]) ‘
|
vVeS,
(sig=1 ety = lp ; ANDERSON [17])
cht
4.2  Axes principaux de X et composantes principales de % st
Les axes principaux [vi] C {n x 1} (engendrés par les vecteurs propres de z;:

I';)) de X et les composantes principales d; e {nx1jde tx engendrent les méme; (K
sous espaces ; plus précisément

Vkel]r] il = ?\kuzvk.

De méme dans{p x 1} i = N2 wy.
Ces propriétés montrent les roles symétriques joués par les axes et les composan.
tes principales.
4.3 Recodage des données l

Pour déterminer les axes principaux ([vi ]) 4 L lorsque ¢ # Lo |
Y # Ip, il est toujours possible de se ramener 2 la recherche d’axes principaux

d’un cas ¢ = [ et Y = Ip. Le recodage des données consiste a remplacer X par
¢, X"y, (cf notations) dont les axes sont ({/, V)1 <k < r - La k-6me composar-

te principale associée est:¢, Xyv.. Remarquons que si¢=1=¢, cette composanie
est la méme pour tous les choix possibles de ¥/ .

4.4. Suites completes de sous-espaces et de matrices d’ajustement

Le sous-espace vectoriel [V} ] de dimensionk (1 <k <) et la matri

k
% vetcede meilleur ajustement de X sont déterminés a partir  dela

L =
k e

C.N.S3



. Extémalité et stabilité des composantes principales (généralisation de 'étude
euclidienne).

l 41. o
Pour les différentes valeurs de k, si les valeurs propres non nulles de Fp |
~ yitsimples, on a :

1<k<k'<r . [vi]C V'] ol
o k k il
- (41)
et Zk’ = Zk =+ Zk, .
X t
avec Zk' —F = 2 Ve Ce. F..'"
e=k+1 [y

S'il y a des valeurs propres non nulles multiples, il est toujours possible de
chqisir les sous espaces successifs (ou leurs bases) de sorte que (4.1) soit
atisfaite. La suite de sous-espaces vectoriels (resp. de matrices Z; ) est appelée

ﬂfite compléte de sous-espaces (de matrices) d’ajustement : le sous-espace de
dimension k de meilleur ajustement est inclus dans le sous-espace de dimension
s k+1)de meilleur ajustement.

Pour des applications se reporter 4 GOOD [7] et DENIAU-OPPENHEIM (5] )

P "ﬁ"
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43.

ETUDE D’UN COEFFICIENT D’INDEPENDANCE
D’UNE VARIABLE ALEATOIRE Y
PAR RAPPORT A UNE VARIABLE ALEATOIRE X.

Jean GUY*
et Jean BASS**
Résumé :
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires. Soit wjj = Pr (X = x; et
Y= yj). On s’intéresse 3 la maniére dont la loi Wjj se rapproche d’une loi

¢indépendance. Pour cela, on pose :
wij =wp; ¢ +-wuy,

y

pus grande valeur possible uo du coefficient u (0 <po < 1).
w..
i
On montre que gy = Z inf _i

L W Pl

o py =jE wz = Pr (X = xy) est la loi marginale relative a X, puis on cherchela

Grace & la définition préalable d’une distance entre matrices stochastiques

g
1 apparait que le rapport d = al représente la distance de la matrice A
Mo
| & probabilités conditionnelles :
o -_lp- i g
i

tensemble des matrices stochastiques d’indépendance.

On donne enfin quelques exemples d’application a des problémes concrets:

U.E.R. Etudes médicales et biologiques de I'Université René Descartes.
45, rue des Saint-Péres. 75006 - Paris.

UER. 47 de Mathématiques de I’Université Pierre et Marie Curie
Tour 46, 4, place Jussieu, 75280 Paris Cedex 05

s -2

=3
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L Enoncé du probléme

Soient X et Y deux variables aléatoires prenant respectivement e
Xi5X25 ey X €0 Y1, Y25 ey Y- Appelons :

Wi la probabilité de X = X;, Y = Yi
P la probabilité de X = x;
q; la probabilité de Y = Yj

(les probabilités p; et gj étant supposées non nulles).

Si wj; = Pidj» X et Y sont indépendantes.

Pour m = n, si wij: p; af(i) j (f(i) étant une application de I’ensemble g
indices i sur ’ensemble des indices j), Y devient une fonction de X.

Dans les autres cas, il y a une dépendance stochastique de Y par rapport
X et il convient de chercher un critére simple pour juger la maniére dont |,
dépendance en question se rapproche de I’indépendance.

Le coefficient de corrélation linéaire p entre X et Y donne des indicatiops
a ce sujet. S’il y a indépendance, il est nul. Mais s’il est nul, on ne peut rien dir,
Il peut méme arriver que p = 0 alors que Y est fonction de X, ainsi que celaa liey
si Y = X?, X étant distribuée suivant une loi normale centrée.

-

g
3

|
t{m
L(

1
l

T

e

e s E S

Seul le cas ol p = + 1 est précis : Y est alors fonction linéaire de X :

réciproquement, Y = aX + b impose |p| = 1.

Il est donc naturel de chercher d’autres procédés simples pour tester I

degré de dépendance de Y par rapport a X. L’objet de ce travail est d’en suggérer
un. 5

Posons :
(1) Wi =K piqj +(1 — M) ug.

pj est la probabilité pour que X = x;. u est un nombre compris entre 0 ¢t 1.

Uij 3, relativement aux indices, les caractéres d’une probabilité Py 2,

z uj = 1. On suppose enfin que q; est aussi une probabilité. On vérifie que
>

‘\
;
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foutes ces conditions sont compatibles. On a alors :

s |0 Pi = 2 Uy

0 Clj=ﬂ‘-lj e E Ui
En général qlf ¢qj.

Siu=1,0ona wj; = piq; = Pigj: Iy a indépendance. Si u = 0, wy; = uy.

Si'on se donne Wij»

la valeur 0. Mais en général pu ne peut pas prendre la valeur 1. Il y a une valeur

lymaximale compatible avec la donnée de Wi Cette valeur représente jusqu’a

In certain point la maniére dont la loi w;; donnée se rapproche de I'indépen-

es | dance. Cest elle qui va servir a tester le degr% de dépendance de Y par rapport a
X qu PP

u n’est pas déterminé. En particulier u peut prendre

3 Mais, avant de faire le calcul de uo, nous pouvons interpréter la relation
(1). Introduisons m + 2 variables aléatoires indépendantes

Z prenant les valeurs 1 et O avec les probabilités uet 1 — p,

A prenant n valeurs avec les probabilités qJT.

B‘1 prenant n valeurs avec les probabilités uj (i=1,2,..,m).

& ' On choisit la valeur de X. Pour trouver la valeur de Y, une fois X choisie,

" commence par tirer au sort la valeur de Z. Si Z = 1, on fait une expérience

WUt déterminer A et I'on prend pour valeur de Y la valeur trouvée pour A,

E | @eﬂe que soit la valeur initiale de X. Si Z = 0, on fait une expérience pour

er i! ®terminer la valeur de la variable B; dont I’indice correspond 2 la valeur initiale
\ &X, et 'on prend pour valeur de Y la valeur trouvée pour B;.

. Pratiquement, Z résulte d’une épreuve de Bernoulli (pile ou face générali-
€). A est le résultat du tirage dans une urne. Aux B; correspondent m urnes.

eoz =0, on obtient la valeur de Y en tirant une boule de celle des urnes qui
.| ®espond 2 la valeur initialement choisie pour X.

|

!

0 :
: L Caleul de la valeur maximale u,. Compatibilité

e
Léquation (1) entraine :

45.

N essaie Z. Si Z~ 1, la valeur de Y résulte du tirage dans la premiére urne.
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L
4 <S—  (quel que soit i) et par conséquent :
Pj
W
(4) ug; < inf <l
1 ;
Pj
Il en résulte que :
s
(5) TR T G 1 |
j L pl |
et la valeur maximale de u est :
, “j
(6) po = Z (inf ——)
3, <t

Les valeurs associées des qJ? sont alors données par :

Pj

@) Hoq; = inf
1

et celles des uj; par (1). Elles sont déterminées, sauf bien entendu si y, =1.

Montrons que, pour toute valeur de p telle que 0 < <, le systéme (1)
permet de calculer des qj (non complétement déterminés si u < ;) et des Ui

Ona:
Vi e
®) pg = —— —(-w L <— <inf
Pi Pj P Ny

Donnons-nous des qj > 0 satisfaisant a I'inégalité :

©) 3 PSR
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Nous pouvons en outre demander que £ q° = 1, puisque :
¥ 3

Les qj étant ainsi choisis, ’égalité (1) donne les Ujj- Ils sont bien tels

Qe 2 uj = 1. En outre, ils sont bien positifs, car
|

Le probléme a donc en général une infinité de solutions. Il en a une seule
S = po. Dans ce cas, on peut préciser le comportement des Ujj- Soit iy
lindice i pour lequel_o_ﬁ est minimal. On voit que :
P
(10) u . =0

3. Relation entre u et p

On remarque tout d’abord que u, et en particulier u,, ne dépend que des
probabilités des variables X, Y, et non des valeurs prises par ces variables. On ne
change donc pas y, ou Hg, si on modifie les valeurs X, Y en conservant les
probabilités. Au contraire, le coefficient de corrélation linéaire p dépend des
valeurs prises par X et Y. Mais, pour comparer p et y,, on peut choisir ces
vleurs comme on le veut. Nous supposerons seulement que :

EX = EY =0.
: A partir de la relation (1), on obtient :
b= BX? = i wjj Xf = gl — ) z uji X
Wit encore
(11 03 = X ujj X3

)
“l'on a pour o2 :

o '6?:,
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(12) a3 =Ewljy]*,u quj+(1—)2u
¥ 3 |

ij J yJ

La définition méme de p donne :

(13) po, 0, —53 Wi XiYj = v+ L =) i;-: e R 4]
Donc :
1 —pu \
(14) p= z Ui X yj |
g, 0, 1] \
Posons
2 UsX:V:
I‘ —
2
A o Mo Y
j ij
1 n’est pas en général un coefficient de corrélation car, pour la loi Ui
Y n’est pas de valeur moyenne nulle. Mais on a bien entendu :
|| <1 '
On obtient :
1—-wr
(15) pae Z ugy?
0, ]j
et d’aprés (12)
(16) V l]yJ < 0,.
Donc :
|
(17) p < 1=
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4, Exemple du couple de variables aléatoires a deux valeurs

Supposons m = n = 2. On va a priori choisir les deux valeurs possibles
de X et de Y pour que EX. = 0, EY = 0. Alors elles sont définies a un facteur
prés, qui n’a pas d’influence sur les calculs et les résultats.

Nous désignerons par p, 1 — p les probabilités des valeurs x; et x, de X,
pr q, 1 — q celles des valeurs y, et y, de Y, par A la probabilité du couple
(x;,¥1).- A un facteur prés, on a nécessairement :

X;=1-p X =—D

= 1> g Ya 4

« qui permet de construire le tableau usuel suivant des probabilités des couples
de valeurs et des probabilités marginales :

X
% I-p Rip
F=9q A q-—2A q T
=4 D~k ] AP~ 14 1—4
p 1=p 1
Ona:
(18) p+q—1 < < inf(p,q).

ll'y a indépendance si A = pq.
Il n’est pas en général possible de choisir A, une fois p et q donnés, pour

Qe Y soit fonction de X. Il faut pour cela que p = q. Alors, si A =p =g, le ta-
bleau ci-dessus devient :

J,w"_‘!.",
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On trouve facilement :

EX* = p(l-p) EY* = q(1 =g}
EXY= A-pq

Le coefficient de corrélation entre X et Y est :

19) A—pq

- \/p(l—p) : \/q(l—q)

Pour calculer u, on écrit :

>
Il

ppr + (1 —p)uy,

P-A =upl-D+(1-pu,
p(A—-p)r+(1-puy,
p(1=p)(A—1) +(1 -p)u,,

e
..|_
>
|
-
A
L
|

Ona:

uiof(2 , 4R , #(-9=inf(B=2, 142 —p—gq
By p 1-p

La valeur de r dépend du signe de A — pq. La valeur maximale ,

N—
de u est dans tous les cas égale a u, =1 — = Pl , Ce qui s’écrit aussi :
p(1-p)
IA — pq
(20) P~ oo
p(1-p)

Il s’agit du p, correspondant aux probabilités conditionnelles de
Yune fois X choisi. Si ’on permute X et Y, on trouve un p) tel que :

A —pql
21 1 —uy = —————

On constate que :
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(22) (=) = 13)=p

On vérifie que y, et pg sont compris entre 0 et 1 et que :

23) p* <inf (1 —uo, 1 — o)
5. Interprétation du coefficient y, a I’aide de la distance de deux matrices
stochastiques.
w..
Nous poserons 3 = A, 3y est la probabilité conditionnelle de Y = Yj»
Pj

lorsque X = x;. La matrice A = (aij) est une matrice stochastique :

j.

Appelons E .= T'ensemble des matrices stochastiques A a m lignes et n
colonnes.

Nous allons maintenant définir une distance d(A, B) entre deux matrices
ABEE  par:

I
(24) diap By ek vgp) wefedi alival
m i HAo MBO

Hpo €t Mp, €tant les deux constantes entiérement définies a partir des ma-
rices A et B, suivant :

(25) Hpo = ? (lilf aij)’ HBo = ? (Hllfbll)

Vérifions tout d’abord que d(A, B) est bien une distance.

a) La relation de définition (24) demeure inchangée par permutation de
?( ;t de B, d’ou d(A, B) = d(B, A). On vérifie de plus immédiatement que
»A)=0.

b) Une valeur nulle de d(A, B) entraine 'identité des matrices A et B.
Remarquons tout d’abord que d(A, B) =0 =, # 0 et ug, # 0 (la distance

dA,B) devient infiniment grande si une et une seulement des deux constantes
Hpo €t Hp, est nulle ; elle n’est plus définie si p = Mgy = 0). Par suite d(A,B)

=0 entraine :

nt@'_. 4
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ke b..
(26) —all- =_1 (V i, ]) C’est-é-dire aij = —;{P—&P blj .
Hao  MBo “Bo

Par sommation sur j de la derniére égalité, il vient :

I

27) 1 = FAo , d’ou il résulte que 3

MBo

4
¢) L’inégalité triangulaire

(28) d(A,C) < d(A,B) + d(B,C)
est également valable, Ecrivons :
d(A’B) = d’(A,QB’), d(A!C) = d’(A”C,)’ d(B!C) = d’(B,!C,)Q

ou A’,B’ et C’ représentent les matrices (non stochastiques cette fois) définies par:

1 1 1
A= A, B’=—— B, C=——2¢C,
HAo HBo HCo
Ona:
- 9. » e 1 3 X
(29) d(A,B) = —_— %} Iaij - bijl

et des formules analogues. Or (29) définit I'une des distances usuelles entre
deux matrices de dimensions (m, n), distance pour laquelle on a bien :

A, C) <d(A’,B) + &’ (B, C).

Lorsque la matrice B devient une matrice stochastique d’indépendance
(les m lignes sont alors identiques), on peut poser bij = bj (Vi). Donc :

(30) Mgy "= ? 1{1f (bj) = ? bj =1.
Prenons en particulier pour matrice B la matrice d’indépendance Q dont
les éléments q]? découlent de ceux de la matrice A par la résolution des équations

(31) aij “HAo Clj gl _,UAO) Vij




o
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gﬂ

obtient :
62 aaQ) =L 3 |- -g
m JUAO
1 —ppo
sdeps @ # v
o ]
m i Ao
1 1~
1 —BAo
Ao
1”“Ao

FAo

Iui est associée par la formule (31).

(33)

D5,

. étant automatiquement les éléments d’une nouvelle matrice stochastique V).

est donc la distance de la matrice A a la matrice d’indépendance qui

Nous voulons montrer que, si b; représente les éléments d’une matrice
stochastique d’indépendance quelconque, on a :

1 5 3 i
m 1] p‘Ao

Or, par ’hypothése,
S Fao 9

Nous poserons b; = qJ? + T

J

Le premier membre de (33) s’écrit donc :

1 —ppg

hns
m ij

HAo

V::

R

=

ST

]

|

1 —HAp

HAo
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1 — pp est différent de 0. Nous savons que certains des Vij sont nus
Mais ils ne le sont pas tous. Nous allons d’abord supposer que la mati

B = (bj) (2 n lignes identiques) est suffisamment voisine de la matrice =q

pour que, lorsque Yij # 0, on ait :

i
(35) ——=Fho. v =1 > 0.
HAo
Dans (34), il y a donc des termes qui se réduisent a Irjl et d’autres g
1

sont représentés par (35), au facteur — prés. i ¢tant choisi, faisons dans B4k
sommation par rapport aj.lly a deux sortes de termes :

fos Ao
(36) = ( Vi — r.,) (G’ tel que Vi #0)
0

G T Il (G” tel que v;i» = 0)

Jn J ]

Or (36) est la somme de :

1 —tpo

(38) = (pour toutes les valeurs de j)

j Hao
et de :
(39 - i

js

Au total, en ajoutant (36) et (37), on obtient :

1 —kpo
@0) T— v + z: Il — z 1
] Mao ] ]
Mais Z T =0.Donc ¥ T Sl ] I et ’on obtient :
J J ]
1-kpo
e L] + 2]
(41) ? Vi + Z,J, |rJ I Z,J, T
HAO ] ]

i d b = ke D A T B B
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soit :

§
() Blinls . H.

HAo

ol H est une quantité > 0. On somme enfin par rapport a i, on divise par m,

2
¢tlon voit que (34) est la somme de Ao et d’'une quantité > 0. Cela prouve

Ao
linégalité (33).

La démonstration

1 = kao

prouve queé ————— est
KAo Q'

un minimum relatif pour
ladistance entre la matrice
stochastique A et ’ensem-
tle E des matrices d’indé-
pndance. Mais E est un “
tnsemble convexe. Si donc
b distance entre le point
A et I'ensemble E admet
m minimum relatif au
pmt Q’, c’est aussi le
minimum absolu. En effet, '
1l existait un point B de Q
E te] que :

Fig. 1

d(A, B) < d(A, Q),
0n aurait -
d(A, ©) < d(A, Q)
pour tout C du segment BQ’. Mais C € E (cf. fig. 1). Il y aurait donc, aussi prés

Won le veut de @, un point C tel que d(A, C) < d(A, Q) et d(A, Q) ne
¥1ait pas un minimum relatif.
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On peut conclure de (33) que :

b= Ao
d(A, Q) = ———

HAo

est la distance de la matrice stochastique A A I’ensemble des matrices stochagti.
ques d’indépendance. La matrice Q’, complétement définie par les équationg
(31), est la matrice d’indépendance la plus proche de la matrice stochastique A
qui représente les probabilités conditionnelles :

sl 4L G PT(Y=Yj/X=Xi)v

6.  Cas des probabilités continues.

Soient X et Y deux variables aléatoires ayant une densité de probabilité
f(x,y). Soit f;(x) la densité marginale de X. Nous supposons que la variable
aléatoire X est telle que f;(x) est définie et ne s’annule pas sur un interyalle
(éventuellement tout I’axe réel) ; f;(x) est nulle en dehors de cet intervalle,

Posons :
(43) fx,y) =ufi(®0)g@) + 0 -wex,y)

Nous supposons que g(y) et ¢(x, y) sont des densités de probabilité et que
O<p<1. Lavaleur u =1 ne peut étre atteinte que si :

(44) f(x,y) = f1 (x) &)

Il y a alors indépendance et g(y) coincide avec la densité de probabilits
marginale f,(y) de Y.

Dans le cas général,on a :
(45) ufy (x) g(y) < f(x,y)
On en déduit :

f H
(46) ey < Tf’.&(_%_).

(densité de probabilité conditionnelle de Y pour X = x). Par suite :

47) e il
X fy ()

|
|
|
|

(
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La valeur maximale u, de u est telle que :

(48) Ho gy) = inf L&¥)
X fy (%)
On voit que :

ST f(x,Y)

Exemple : Les modalités de calcul de u, apparaitront clairement surle
trés simple exemple suivant : Posons :

f(x,y) = x+y pour 0<x<1, 0<y<l1

f(x,y) = 0 ailleurs.

1
Ona f; (x) =f1 (x+y)dy=x+-§-
0

On pose :
xJf:»’=:1(x~’r§)g(sr)Jr(l—u)qs(x,y) 1
C L R e {Zy : yg_%ﬂ
ox<l x +_;_ 2 (13+ y) si y ;_2_
Donc _;_ 1
Ho = 2y dy + / ) =_(55_
0 k 3

2

T Exemples d’applications.

Dés qu'une variable sléatoire Y est stochastiquement dépendante d’une

al{tre variable aléatoire X, le coefficient d’indépendance p, défini par (6) et la

bi d'indépendance q]? la plus proche de la loi conditionnelle “’jj représenteront
Pj

des caractéristiques intéressantes pour ce couple de variables. Les quelques
“emples simples traités ci-aprés sont destinés 4 mieux préciser les informations

r.*"‘?,
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58.

liées a la connaissance de u, et de la loi qu 3
a) Etude de la corrélation existant entre les sexes des jumeaux.

A partir des données statistiques concernant les grossesses gémellaireg j
est possible d’estimer les diverses probabilités pour que les deux jumeauy Soient
dans Pordre de leur naissance, gargon-garcon (wge)s gargon-fille (mGF],

fille-gargon (wpg) et fille-fille (wgp)- On peut considérer comme valables Jg
valeurs numériques :

L e, WGF = Wgg = 0,179.

WEp = 0,313.
qui conduisent au tableau suivant représentant la matrice stochastique A

(probabilités conditionnelle pour que le second jumeau soit un £a1¢on ou ype
fille lorsque le sexe du premier jumeau est connu).

2e
ler jumeau G F
jumeau
G 0,648 0,352
F 0,364 0,636

Par suite uo = 0,364 + 0,352 = 0,716 et la distance 2 la loi d’indépendan-
ce la plus proche est

1
d=—\—-1 = 0397
Mo

Remarquons ici que I'égalité wip = WEG entraine p = 1 — u, = 0,284
La loi c%j apparait ensuite nettement si nous décomposons la matrice A confor-

mément a (31), soit :
0,648 0,352
(50) A=
0,364 0,636
0,508 0,492 § 1 0
= Mo e 5 (1 i MO)
0,508 0,492 0 |

Lo = S

oo R e wyt B
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59.

Le complément de o a 'unité (1 — po =0,284) avait déja été interprété
par E. Borel [1]. Ce complément précise le nombre de fois ot le sexe du second

enfant est complétement déterminé par le sexe du premier (jumeaux «vraisy):

lidentité des sexes, due alors a I'identité des génotypes, découle analytiquement

de la présence de la matrice unité dans le terme (1 — o) ( . = )

0 1
de la décomposition (50).

b) Valeurs de y, dans les phénomeénes d’hérédité liée au sexe.

Dans le cas des espéces animales analogues a I'espéce humaine du point de
we du déterminisme sexuel (chromosomes sexuels XX chez la femelle et XY
chez le male), considérons un géne porté par le chromosome X et susceptible
(exister sous deux états alléles G et g : G (dominant chez les femelles) conduit
a un phénotype normal cependant que le génotype g pour le méle ou gg pour
la femelle conduit & un phénotype taré. Si n est la proportion de chromosomes
X porteurs de g pour ’ensemble de la population (les croisements étant effectués
au hasard) et si o et B sont les proportions de males et de femelles, on obtient
uns difficultés le tableau suivant (matrice stochastique A) pour les probabili-
s conditionnelles quun sujet soit male ou femelle lorsque nous savons que
son phénotype est normal (N) ou taré (T).

Sexe
Phénoty 5 ¥
a(l - 1= p*
- (1-n) B(1=1n")
1 —am —pn? 1 —am —fn?
; g a fn
a+ fn a+[n

Pour o = =%—, nous trouvons :

| 1 1430 + 7
247 1+n Q+n)A+n)
Les courbes représentant u, et d = 1 _ 1 en fonction de n sont portées

Ho
Srlafig. 2. On constate notamment que 0,5 < o < 0,833, les limites indiquées
ét‘&nt respectivement atteintes de maniére asymptotique pour n tendant vers
10 ou vers I'unité. Deux statistiques effectuées séparément sur des sujets
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‘ h : g ¢)
normaux et sur des sujets tarés doivent donc permettre d’atteindre Ho < sila
valeur trouvée pour u, différe significativement de I'unité, on pourra concly, |
a l'existence d’une hérédité liée au sexe et un tel phénoméne sera d’autant plug '
facile 3 mettre en évidence par Iintermédiaire de po que la tare sera Moing ol
répandue, puisque n trés faible conduit a la valeur minimale de p, . 4
s dé
| de
Py S o
J . & ik
si
1
d
al
|k
a
0i833 n
d
d
d
¢
(

R =

0,2

Fig. 2
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61.

¢) Possibilité de tester les phénoménes de pléiotropie par un coefficient
d’indépendance.

Toujours en biologie, il y a pléiotropie lorsqu'un géne comportant
plusieurs états alléles participe simultanément a la réalisation de plusieurs
caractéres phénotypiques. Il conviendra de former ici la matrice stochastique A
décrivant les probabilités conditionnelles des phénotypes possibles pour le
deuxidme caractére lorsque les phénotypes relatifs au premier caractére sont
connus. Comme il ne peut y avoir indépendance totale entre les deux séries
de phénotypes forsqu’une liaison existe par suite de la pléiotropie, une différence
sgnificative de p, (coefficient d’indépendance du deuxiéme caractére par
rapport au premier) vis-a-vis de I’unité signalera un tel phénomene.

d) Emploi de i, dans certains problemes de mécanique quantique.

Notre dernier exemple concernera les distributions électroniques dans les
atomes et les molécules. Pour I’état électronique fondamental de ’atome d’hé-
lum, une approximation usuelle est celle du produit simple de deux orbitales
atomiques identiques afin de représenter les deux électrons 1s.C’est 1a un
modéle d’indépendance totale conduisant a yo = 1 lorsque nous étudions les
densités de probabilité de présence dans tout I’espace du 2€ électron en fonction
de la position du premier électron, supposée préalablement fixée. Toutefois,
autres types de fonctions propres approchées sont possibles, comme celle
(Eckart et Hylleraas [2], soit :

() y(1,2) = N[exp(—ar, —f1;) + exp (-1, —a 1,)],

ol 1, et r, représentent les distances des électrons 1 et 2 au noyau cependant
que N est le facteur usuel de normalisation. L’ajustement des paramétres donne
a=2,15 et §=1,19 en unités atomiques de Hartree. Pour le calcul de w,, il con-
vient ¢"évaluer les densités de probabilités conditionnelles :

(53) £(2/1) = A
Jv: .2dr,
puis de calculer :
(54) o = [inf [£@/D] a1,
(1)

) On trouve de cette maniére yo = 0,737 pour la fonction propre approchée
1 .

Dans cette application & des variables aléatoires de nature continue
(Xet Y caractérisent les positions des électrons numérotés 1 et 2), nous vérifions
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