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Résumé
Combinatoire énumérative et analytique en Lo-

gique Propositionnelle et en Théorie de la Concur-
rence : Vers une quantification de l’expressivité
des modèles

Ce mémoire présente des études combinatoires et al-
gorithmiques de la logique booléenne et de la théorie de
la concurrence. Bien qu’il ne semble pas y avoir de re-
lation directe entre ces deux disciplines, la nature des
études comporte des similarités. En effet, l’idée originelle
est basée sur l’étude de la sémantique des modèles, qui
aussi bien en logique qu’en théorie des langages, consiste
à relier les structures syntaxiques (très souvent des arbres
de syntaxe abstraite) et leur interprétation. Par ailleurs,
mes approches des problèmes sont unifiées par la nature
des questions qui me préoccupent mais aussi par les tech-
niques utilisées issues de la combinatoire analytique.

Comment peut-on interpréter et quelle information
peut-on obtenir d’une grande structure ? Mon but
consiste, plus précisément, à interpréter les structures syn-
taxiques et sémantiques en tant que classes combinatoires
pour obtenir des informations quantitatives et algorith-
miques.

Nous allons nous concentrer sur les modèles combina-
toires davantage que sur les applications. J’ai souhaité
mettre en avant, les évolutions des modèles, en expliquant
les apports de chaque caractéristique sur les résultats. J’ai
montré de nombreux cas, pour lesquels un modèle plus
complexe ne modifie ni fondamentalement les résultats
obtenus, ni les approches permettant de les obtenir. Ces
études, itératives, par brique de plus en plus complexe,
permettent en conséquence aussi de comprendre la com-
binatoire d’un modèle plus évolué et finalement les raisons
essentielles qui font qu’une approche ou un algorithme ne
peut finalement pas s’adapter.

Abstract
Enumerative and Analytic Combinatorics for

Propositional Logic and Concurrency Theory : To-
wards a quantification of the model expressiveness

This habilitation thesis presents combinatorial and al-
gorithmic studies in the context of Boolean logic and
concurrency theory. It seems there is no direct relation-
ship between these two domains. Nevertheless, there are
similarities in the nature of the studies. Indeed, the origi-
nal idea consists in studying the semantics of the models,
that links, in logic as well as in language theory, the syn-
tactic structures (usually abstract syntax trees) and their
interpretation. Moreover, my approaches of the problems
are unified by the nature of the questions I am interested
in and by the techniques I use : analytic combinatorics.

How can we interpret and what information can we
extract of a large structure ? More specifically, my goal
consists in interpreting the syntactic and semantic struc-
tures as combinatorial classes in order to obtain quanti-
tative and algorithmic information.

In this thesis, we will be more focused on the combina-
torial models than on their applications. I want to high-
light the evolutions of the models, explaining the contri-
butions of each characteristic in the results. I presents se-
veral cases, where a more complex model does not funda-
mentally modify its guantitative behavior. These iterative
studies, built on more and and more complex bricks, al-
low to understand the combinatorics underlying the more
evolved models and the reasons why an approach or an
algorithm cannot finally be adapted.
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Avant-propos
J’ai choisi d’écrire ce document, qui constitue le mé-

moire pour mon habilitation à diriger des recherches, en
m’appuyant sur mes deux domaines de recherche princi-
paux : les études combinatoires et algorithmiques de la
logique booléenne d’un côté et de la théorie de la concur-
rence de l’autre côté. Il n’y a a priori pas de relation di-
recte entre ces deux disciplines. Néanmoins, la nature des
études comporte des similarités. En effet, l’idée originelle
est basée sur l’étude de la sémantique des modèles, qui
aussi bien en logique qu’en théorie des langages, consiste
à relier les structures syntaxiques (très souvent des arbres
de syntaxe abstraite) et leur interprétation. Nous pen-
sons par exemple aux propositions logiques interprétées
comme des fonctions booléennes, ou des arbres de preuves.
Par ailleurs, mes approches des problèmes sont unifiées
par les techniques utilisées, la combinatoire analytique,
et par la nature des questions qui me préoccupent : com-
ment peut-on interpréter et quelle information peut-on ob-
tenir d’une grande structure construite dans l’un des do-
maines ? Cette question, énoncée de manière très infor-
melle, fera apparaître de nombreux choix soit de modèles
soit d’études qui seront dévoilés au fil de votre lecture.
Plus précisément, mon but consiste à interpréter les

structures syntaxiques et sémantiques en tant que classes
combinatoires pour obtenir des informations quantitatives
et algorithmiques, grâce aux outils de combinatoire ana-
lytique.

Dans ce document, la démarche et la progression sont
davantage mis en avant par rapport aux résultats. En par-
ticulier, il n’y a aucune preuve exhaustive, seules les idées-
clés qui décrivent l’approche sont exposées. Je souhaite
ici présenter les intuitions qui permettent d’appréhender
les objets combinatoires dans ces contextes, tout en indi-
quant les pointeurs pour trouver les résultats formalisés
avec leur preuves exhaustives.

C’est un mémoire de combinatoire appliquée à deux
problèmes de l’informatique : la logique et la théorie de
la concurrence. De plus, nous allons nous concentrer sur
les modèles combinatoires davantage que sur les applica-
tions. Pour ces dernières, nos articles sont plus détaillés.
De même, les mémoires de thèse [Die17] ou d’habilitation
de Matthieu et Frédéric seront plus fournis sur ce point
précis.

J’ai souhaité mettre en avant dans ce mémoire, les évo-
lutions des modèles, en expliquant les apports de chaque
caractéristique sur les résultats. J’ai mis en avant les
nombreux cas, pour lesquels un modèle plus complexe
ne modifie pas fondamentalement les résultats obtenus,
ou les approches permettant d’obtenir ces résultats. Ces
études, itératives, par brique de plus en plus complexe
permettent en conséquence aussi de comprendre la combi-
natoire d’un modèle plus évolué et les raisons essentielles
qui font qu’une approche ou un algorithme ne peut fi-
nalement pas s’adapter, mais qu’il faut les reconsidérer
intégralement pour répondre au nouveau problème.

L’intérêt pour l’étude de la logique d’un point de vue

quantitatif a commencé dès ma thèse et certaines ques-
tions, parmi les plus délicates, restent toujours en sus-
pens, et continuent d’animer de régulières réunions de
travail avec plusieurs collègues. Je souhaite au sein de
ce mémoire présenter la démarche que nous avons suivie
afin de compléter et enrichir petit-à-petit nos modèles.
Par conséquent, il me semble naturel de rappeler les ré-
sultats que j’ai prouvés au cours de ma thèse, de 2006 à
2009. Ainsi, dans la Partie I, le Chapitre 2 ainsi que les
deux Sections 3.1 et 3.4 du Chapitre 3 contiennent des
résultats prouvés dans ma thèse [28]. Les autres résultats
de la Partie I concernant la logique ont été prouvés plus
tardivement.
Avec Olivier et Frédéric, nous avons commencé à ré-

fléchir à relier syntaxe et sémantique de la concurrence
lors de mon intégration à l’UPMC en 2010. Plusieurs ca-
ractéristiques rendent ces études particulièrement riches.
Tout d’abord, de nombreuses approches pourraient être
adaptées directement à la théorie des ordres partiels. Par
ailleurs, d’un point de vue des modèles considérés, ils font
intervenir des contraintes de croissance d’étiquetage dont
la combinatoire et l’algorithmique sont relativement peu
développées.
Au final, ce mémoire n’a donc pas pour unique but de

synthétiser mes derniers articles de recherche. Il contient
plutôt les idées de ma recherche pendant thèse, après ma
thèse et à venir. Je souhaite faire ressortir
— l’approche globale que j’ai suivie, de l’exemple-jouet

aux modèles de plus en plus complexes
— les points d’accroches d’un modèle plus évolué qui

font que les méthodes précédentes ne s’adaptent pas
— les algorithmes génériques qui résolvent les ques-

tions dans les modèles les plus évolués (et donc les
plus simples également, même si moins efficaces que
des méthodes ad hoc).

Par ailleurs, le mémoire n’est pas exhaustif au niveau des
citations : ce sont essentiellement les livres et articles,
directement reliés et qui enrichissent mes propos qui sont
pointés.
Enfin, avant de commencer de façon plus formelle, je

souhaite indiquer la liste de mes collègues et amis avec qui
je partage de réels moment de plaisir face à mon tableau
blanc, et ce, depuis plus de 10 ans maintenant. J’ai choisi
la simplicité du classement alphabétique pour les nom-
mer. Olivier Bodini ; Matthieu Dien ; Xavier Fontaine ;
Hervé Fournier ; Danièle Gardy ; Bernhard Gittenberger ;
Hsien-Kuei Hwang ; Manuel Kauers ; Jakub Kozik ; Vero-
nika Daxner (Kraus) ; Cécile Mailler ; Grzegorz Matecki ;
Frédéric Peschanski ; Nicolas Rolin ; Michael Wallner et
Marek Zaionc.

Bonne lecture.
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Première partie

Logique quantitative :
Arbres booléens et fonctions booléennes

aléatoires





Chapitre 1

Introduction et préliminaires

Paris et al. [PVW94], puis Lefman et Savický [LS97]
ont cherché à définir une distribution de probabilité na-
turelle sur les fonctions booléennes, induite par des ex-
pressions construites avec les deux connecteurs et et ou
et un nombre k fixé de variables (et leurs négations) –
ce système est complet, i.e. toute fonction booléenne sur
k variables est représentable par des expressions. L’ap-
proche de Lefman et Savický se base sur des arbres de
taille infinie qui sont élagués suivant certaines contraintes.
En 2004, Chauvin et al. [CFGG04] présentent une autre
approche fondée sur une suite de proportions d’arbres de
taille fixée et démontrent que la limite de cette suite dé-
finit bien une distribution de probabilité sur les fonctions
booléennes, qui par ailleurs est identique à celle de Lef-
man et Savický.
L’article de synthèse de Gardy [Gar06] expose des ré-

sultats numériques pour un nombre restreint de variables.
La distribution de probabilité est clairement biaisée vers
les fonctions qui s’expriment le plus simplement, c’est-à-
dire dont il existe des petits arbres les représentant. En
raison du grand nombre de fonctions booléennes à k va-
riables, 22k , on se trouve très rapidement dans l’impos-
sibilité d’obtenir des résultats numériques lorsque k aug-
mente.
L’article [Gar06] présente aussi les outils d’analyse com-

binatoire permettant de s’intéresser au cas où le nombre
de variables k tend vers l’infini. Ces outils classiques en
combinatoire analytique sont très largement présentés et
étudiés dans le livre de Flajolet et Sedgewick [FS09].
Enfin, les articles [LS97], [CFGG04] et [Koz08] pré-

sentent des bornes sur la probabilité d’une fonction
donnée, dépendant directement de sa complexité (i.e. la
taille des arbres les plus petits la représentant). Là aussi
les résultats semblent biaisés vers les fonctions de petite
complexité, mais ne donnent que peu d’information sur
les fonctions de grande complexité. Ces articles exhibent
des bornes sur les probabilités de fonctions mais qui ne
permettent pas d’exhiber de sous-famille (non triviale)
de fonctions dont la probabilité est strictement positive
lorsque le nombre de variables tend vers l’infini.

Voilà quelques questions auxquelles nous souhaiterions
répondre. La distribution sur les fonctions booléennes,
est-elle biaisée vers les fonctions de petites complexités
en raison du système de connecteurs utilisés, ou le

résultat est-il plus fortement lié à la structure d’arbre
sous-jacente ? L’effet Shannon, qui dit, informellement,
que la plupart des fonctions sont de grande complexité
(pour la distribution uniforme des fonctions), a-t-il aussi
lieu pour ces distributions de probabilités induites par des
expressions arborescentes ? Qu’en est-il de la complexité
moyenne des fonctions suivant cette distribution de
probabilité ?

Afin de construire une expression booléenne, nous avons
à notre disposition deux ensembles de symboles :
— V un ensemble de littéraux, contenant éventuelle-

ment, aussi les constantes vrai ou faux ;
— C un ensemble de connecteurs.

Nous appellerons par la suite cet ensemble tV, Cu système
logique (ou simplement système). Notons que l’ensemble
V peut contenir des littéraux positifs (les variables) et des
littéraux négatifs (les négations de variables). Par ailleurs,
à chaque connecteur de C est associée une arité 1. Par
exemple, le ou logique est (généralement) d’arité 2, alors
que la négation est d’arité 1. Enfin nous avons besoin de
parenthèses afin de combiner entre elles plusieurs sous-
expressions.

Définition 1.0.1
Une expression booléenne est soit un atome de V, soit
construite à partir d’un connecteur de C, d’arité α et
d’une suite de α expressions booléennes qui sont les
arguments du connecteur.

Par exemple, px2_ppx̄1 Ñ x3q_x7q est un expression boo-
léenne, pour laquelle _ correspond au connecteur logique
ou, Ñ est l’implication, x2, x3 et x7 sont des variables
(littéraux positifs) et x̄1 est le littéral négatif associé à
la variable x1. Nous remarquons qu’à chaque expression
booléenne nous pouvons associer naturellement une repré-
sentation arborescente. La Figure 1.1 est la représentation
arborescente de l’expression précédente.

Pour une expression booléenne A, sa taille, notée |A|,
est le nombre d’occurrences de littéraux qu’elle contient.
Ainsi, dans sa représentation arborescente, la taille cor-
respond au nombre des feuilles de l’arbre.

1. L’arité d’un connecteur correspond au nombre d’arguments
nécessaires au connecteur, appelé aussi degré sortant.
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_

x2 _

Ñ

x̄1 x3

x7

Figure 1.1 – La représentation arborescente de l’expres-
sion px2 _ ppx̄1 Ñ x3q _ x7q.

Étant donné une expression et une évaluation de cha-
cune des variables, l’expression s’évalue à l’une des deux
constantes vrai ou faux, via les règles sémantiques des
connecteurs logiques. La représentation, en logique clas-
sique, des règles d’un connecteur peut se faire à l’aide de
sa table de vérité.
Définition 1.0.2

Étant donné une expression, elle est appelée tautologie
si pour chacune des évaluations des variables, l’expres-
sion s’évalue à vrai.

En prenant un peu de recul, nous remarquons qu’une
tautologie est une représentation d’un théorème. Par
exemple, si l’expression A Ñ B est une tautologie, cela
peut s’interpréter ainsi : en prenant la sous-expression
A en tant qu’hypothèse, nous pouvons démontrer que la
sous-expression B est vraie.
À chaque expression booléenne est associée une fonc-

tion booléenne. Une fonction (sur k variables) est une
application de l’ensemble tvrai, fauxuk dans l’ensemble
des deux booléens vrai et faux. En fixant le nombre
de variables à k, il existe 22k fonctions. Mais en lais-
sant augmenter la taille des expressions (construites avec
uniquement k variables) vers l’infini, le nombre d’expres-
sions n’est pas borné. Ainsi, pour chaque fonction, repré-
sentable dans un système donné, il existe de multiples
expressions la représentant. Par exemple, x1 Ñ x2 et
px1_ x1q Ñ x2 représentent la même fonction booléenne.
Une façon aisée de le prouver consiste à montrer que
les tables de vérité associées à chacune des deux expres-
sions est la même. Par la suite, nous dirons qu’une ex-
pression calcule une fonction booléenne. Ainsi l’expression
x1 _ x̄1, calcule la fonction constante vrai, l’expression
x1_px2^ x̄2q, où ^ correspond au connecteur logique et,
calcule la fonction projection px1, x2, . . . , xkq ÞÑ x1 (cette
représentation de la fonction est abusive, mais classique).
Pour une fonction f expressible dans un système lo-

gique, nous appelons complexité de la fonction, et no-
tons Lpfq, la taille de la plus petite expression du sys-
tème la calculant. Les expressions calculant f et de taille
Lpfq sont appelées expressions minimales ou arbres mi-
nimaux de f , et l’ensemble de arbres minimaux est noté
Mf . Notons que dans deux systèmes différents la même
fonction n’a pas forcément la même complexité. En effet,
dans le système construit avec l’unique connecteur Ñ et
les littéraux positifs, un arbre minimal pour la fonction

px1, x2, . . . , xkq ÞÑ x1 _ x2 est px1 Ñ x2q Ñ x2 (taille 3),
alors que dans les systèmes contenant le connecteur _ et
les littéraux positifs, nous construisons aisément une ex-
pression de taille 2 calculant la même fonction. En outre,
il se peut que certaines fonctions ne soient pas représen-
tables au sein d’un système donné. Par exemple, la fonc-
tion constante faux ne peut pas être représentée dans le
système construit avec l’unique connecteur Ñ et les litté-
raux positifs.
Un système logique étant fixé, nous nous intéressons

aux structures arborescentes des expressions construc-
tibles. Ainsi, à taille n fixée, nous pouvons définir la pro-
portion d’un ensemble d’arbres vérifiant certaines proprié-
tés parmi tous les arbres de cette taille. Par exemple,
pour une fonction booléenne fixée, nous pouvons, calcu-
ler la proportion d’arbres de taille n la représentant. La
limite de la suite de proportions (lorsque n augmente),
permet dans certains cas, de définir la probabilité de la
fonction booléenne en question. Afin qu’un système lo-
gique définisse une distribution de probabilité sur les fonc-
tions booléennes, il suffit qu’il vérifie des conditions pro-
venant des théorèmes de Drmota [Drm97], Lalley [Lal93]
et Woods [Woo97], qui sont trois versions plus ou moins
riches du même résultat. Le résultat global est décrit
de façon globale [FS09, p. 489]. Dans les articles [2, 9],
par exemple, le lecteur trouvera une application de ces
théorèmes dans les systèmes contenant soit le connecteur
implication soit les connecteurs et, ou (avec une no-
tion de taille particulière pour ce dernier système).
Définition 1.0.3
Soit Fk l’ensemble des arbres du système (sur k
variables). La fraction limite d’un sous-ensemble A
d’arbres est définie par

µkpAq “ lim
nÑ8

|tA P A, |A| “ nu|

|tA P Fk, |A| “ nu|
,

lorsque cette limite existe. Notons Fkpfq l’ensemble des
arbres calculant une fonction f ; dès lors nous définis-
sons la probabilité µkpfq de la fonction f par la fraction
limite de l’ensemble Fkpfq.

Notons par exemple que, pour chaque famille d’arbres
représentant une fonction booléenne, l’existence de la li-
mite de la fraction découle des théorèmes de Drmota, Lal-
ley et Woods. Néanmoins pour certaines familles d’arbres
(cf. par exemple les tautologies intuitionnistes du Cha-
pitre 2), nous n’avons pas établi l’existence de la limite.
Dès lors, nous nous intéressons aux limites inférieure et
supérieure et nous utilisons µkp¨q lorsque le résultat an-
noncé est vrai aussi bien pour la limite inférieure que pour
la limite supérieure (cf. l’article [3]).

La suite de cette partie présente un chapitre pour
chaque problème qui nous a intéressé dans le contexte
des arbres booléens et fonctions booléennes associées.



Chapitre 2

Logique intuitionniste

L’intuitionnisme consiste originellement en une posi-
tion philosophique par rapport aux mathématiques. Ses
fondements, en tant que branche de la logique formelle,
ont été définis par Brouwer dans les années 1930. Cer-
tains raisonnements, jugés contre-intuitifs, sont rejetés
dans cette logique. En effet, une règle du calcul propo-
sitionnel, définie en logique classique, n’est pas admise en
logique intuitionniste : il s’agit du tiers exclu qui consiste
à dire qu’étant donné une proposition φ, soit “φ est vrai”,
soit “nonpφq est vrai”. Cette règle peut se formaliser en :
l’expression φ_ φ est une tautologie. Le lecteur trouvera
l’histoire et des motivations du développement de cette lo-
gique présentées par Van Dalen [vD86] ou dans le premier
chapitre du livre [TD88].
La logique intuitionniste se veut constructive. Ainsi on

ne veut pas seulement connaître l’existence d’une solution
pour un problème, mais on veut aussi savoir la construire.
Voilà un exemple de théorème : Il existe des nombres
irrationnels a et b tels que ab est un nombre rationnel.
Présentons-en une preuve en logique classique : si

?
2
?

2

est rationnel, alors a “ b “
?

2 conviennent. Sinon, pre-
nons a “

?
2
?

2 et b “
?

2. Dès lors ab “
?

2
?

2¨
?

2
“

?
22
“ 2 est un nombre rationnel. Cette démonstration est

rejetée par les intuitionnistes du fait que la solution n’est
pas exhibée. Elle utilise le tiers exclu et par conséquent
on ne connaît pas les valeurs de a et de b qui satisfont
la propriété. Remarquons néanmoins, pour cet exemple,
il existe une preuve constructive pour montrer que

?
2
?

2

est irrationnel, donc cette proposition est aussi un théo-
rème pour la logique intuitionniste. Toutefois, pour cer-
taines propositions, nous ne sommes pas en mesure d’ex-
hiber une preuve intuitionniste. Pour les logiciens intui-
tionnistes, savoir qu’une proposition ou son contraire est
vraie n’apporte pas suffisamment d’information. Soit la
proposition suivante : dans la suite des décimales de π, il
existe un rang où les dix chiffres apparaissent de manière
consécutive et croissante. Parmi les 200 premiers millions
de décimales cette proposition est fausse, mais dans la
suite des décimales, il est possible que jamais personne ne
sache dire si cette proposition est vraie ou fausse.
Afin de montrer que l’expression booléenne x Ñ y est

équivalente à l’expression x̄ _ y il est nécessaire d’avoir
recours à la règle du tiers exclu. Ainsi, la logique intui-
tionniste ne définit plus le concept d’implication, de la

manière précédente. En affirmant x Ñ y, on veut dé-
sormais un moyen de construction d’une démonstration
de y à partir d’une démonstration de x. Enfin, terminons
sur le fait que les démonstrations en logique intuitionniste
(i.e. les tautologies intuitionnistes) sont aussi des démons-
trations en logique classique (i.e. tautologies classiques).
Le lecteur trouvera des informations sur la logique, et la
logique intuitionniste en particulier, dans le livre de Da-
vid et al. [DNR04], par exemple. Voilà deux tautologies
valides en logique classique mais non valides en logique
intuitionniste.

x_ x̄ : tiers exclu
¯̄xÑ x : double négation.

Les travaux du 20-ème siècle, notamment la corres-
pondance de Curry-Howard (voir le livre de Sørensen
et Urzyczyn [SU98] par exemple), ont donné à la lo-
gique intuitionniste un statut central en logique et en
informatique, en en faisant historiquement la première
des logiques constructives. C’est précisément la corres-
pondance de Curry-Howard qui montre qu’une preuve
constructive a toutes les propriétés d’un programme ; i.e.
que les règles de démonstration permettent d’écrire des
programmes corrects.

Afin de distinguer les tautologies intuitionnistes des
tautologies non-intuitionnistes (l’union des deux en-
sembles est habituellement appelée tautologies clas-
siques), nous proposons au lecteur de se référer aux tra-
vaux dans le contexte de l’algèbre de Heyting, notamment
détaillés dans le livre [SU98], et explicités, dans notre
contexte de logique quantitative dans les articles [14]
et [3]. Dotés de cette formalisation, nous sommes en me-
sure de vérifier si une tautologie est intuitionniste ou non.
Dès le début des années 2000, des logiciens de Cracovie

ont pour but de comparer l’expressivité de la logique in-
tuitionniste au sein de la logique classique. Mentionnons
en particulier l’article [MTZ00] dont le but est de cal-
culer la proportion de types inhabités au sein des types
du premier ordres (à taille fixée). Via la correspondance
de Curry-Howard, cette proportion correspond à celle des
tautologies intuitionnistes au sein de l’ensemble des tau-
tologies (classiques), toujours à taille fixée.
L’approche classique développée en combinatoire ana-

lytique dans le contexte d’études quantitatives dans ce
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contexte, s’est rapidement montrée être la clé pour ré-
soudre des problèmes de ce type, dans ce contexte. En
effet, un résultat central montre que les expressions boo-
léennes vérifiant certaines propriétés sont pour la plu-
part construites de la manière la plus simple possible.
Par conséquent, il est aisé d’en donner une spécification
constructive non ambigüe, puis la comparaison quantita-
tive par rapport à d’autres classes d’expressions se fait de
manière usuelle.

Comparer les logiques intuitionniste et classique corres-
pond à quantifier la proportion de tautologies classiques
qui sont également des tautologies intuitionnistes.

2.1 Système logique de
l’implication

Au sein de la logique propositionnelle (complète), un
système, simple dans le sens qu’il ne comporte qu’un
unique connecteur, l’implication et seulement les litté-
raux positifs, permet déjà de distinguer la logique intui-
tionniste de la classique. En effet, Peirce [Pei85] a présenté
l’expression suivante, désormais appelée la loi de Peirce :

ppxÑ yq Ñ xq Ñ x. (2.1)

La preuve du fait que cette expression est une tautologie
(classique) nécessite le recours au tiers-exclu, ou, de façon
équivalente un raisonnement par l’absurde. Il n’existe pas
de preuve constructive de cette tautologie. Ce n’est pas
une tautologie intuitionniste. Nous nous sommes intéres-
sés à ce système de l’implication dans les articles [11, 14]
et [1].

Quelle est la proportion de tautologies intuitionnistes
dans ce système minimaliste de connecteurs et littéraux,
respectivement tÑu et tx1, x2, . . . , xku ?

Commençons par définir une spécification de la classeA
des expressions constructibles.

A “ x1 | x2 | ¨ ¨ ¨ | xk | AÑ A.

On représente aisément les expressions sous forme arbo-
rescente, dont la structure est un arbre binaire où les
nœuds internes (binaires) sont décorés avec le connec-
teur Ñ et les feuilles contiennent une variable. Dans ce
chapitre, la taille de l’arbre est son nombre de feuilles.
La structure des expressions est suffisamment classique
pour qu’on observe immédiatement que le nombre d’ex-
pressions de taille n vaut

Catn´1 k
n “

1
n

ˆ

2n´ 2
n´ 1

˙

kn, (2.2)

où Catn´1 est un nombre de Catalan, plus exactement, le
nombre d’arbres binaires à n´ 1 nœuds internes.
On s’intéresse désormais, d’un point de vue quantitatif,

à l’étude de sous-classes particulières d’expressions, par
exemple les tautologies qui sont ou non intuitionnistes.

L’idée fondamentale consiste à partitionner l’ensemble des
expressions booléennes en les trois familles suivantes :
les expressions qui ne sont pas des tautologies, les tau-
tologies intuitionnistes et les tautologies classiques mais
non intuitionnistes. Néanmoins, la spécification (par dé-
composition) de l’ensemble des expressions rentrant dans
chacune de ces familles ne semble pas atteignable. Par
conséquent, afin d’obtenir des résultats quantitatifs, nous
construisons des sous-familles de ces ensembles, suffisam-
ment riches pour que, asymptotiquement quand la taille
des expressions considérées tend vers l’infini, on réussisse
à prendre en compte l’essentiel des expressions.

Dans le système construit avec le connecteur de
l’implication, du fait de la dissymétrie du connecteur
(relativement à sa sémantique), il s’avère efficace de dé-
composer les expressions selon leur branche droite. Ainsi,
nous définissons les deux notions suivantes : pour une ex-
pression

A1 Ñ pA2 Ñ p¨ ¨ ¨ Ñ pAp Ñ xq . . . qq,

les sous-expressions A1, A2, . . . Ap sont appelées prémisses
et la variable x (étiquetant la feuille la plus à droite de la
représentation arborescente) est le but de l’expression.
Via cette décomposition, nous définissons une famille

importante de tautologies.
Définition 2.1.1

L’ensemble des tautologies simples contient les expres-
sions dont l’une des prémisses est réduite à une feuille
étiquetée avec la même variable que le but de l’expres-
sion.

Proposition 2.1.2
Les tautologies simples sont des tautologies intuition-
nistes.

L’intuition fondamentale aboutissant à ce résultat réside
dans le fait que l’on peut voir les prémisses d’une expres-
sion comme des hypothèses et que le but de l’expression
est ce qui est à démontrer. Si on prend en hypothèse, le
résultat à démontrer, alors l’expression est évidemment
toujours vraie.
Théorème 2.1.3

Dans le système composé de l’implication et des lit-
téraux positifs tx1, . . . xku, on a les fractions limite sui-
vantes

µkpExpr. non tauto.q “
kÑ8

1´ 1
k
´

5
4k2 `O

ˆ

1
k3

˙

;

µkpTauto. intuitionnitesq “
kÑ8

1
k
`

3
4k2 `O

ˆ

1
k3

˙

;

µkpTauto. non intuit.q “
kÑ8

1
2k2 `O

ˆ

1
k3

˙

.

On rappelle que les tautologies classiques sont partition-
nées entre les tautologies intuitionnistes et celles qui ne
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sont pas intuitionnistes. Par conséquent, en première ap-
proximation, asymptotiquement, lorsque la taille des ex-
pressions tend vers l’infini, et que le nombre de variables
k tend vers l’infini, les tautologies classiques sont presque
sûrement des tautologies intuitionnistes. Ce que l’on peut
synthétiser sous la forme du corollaire suivant :
Corollaire 2.1.4
Dans le système composé de l’implication et des lit-
téraux positifs tx1, . . . , xku,

lim
kÑ8

µkpTauto. intuitionnitesq
µkpTauto. classiquesq

“ 1.

Démonstration (idées) : On remarque que la plus pe-
tite tautologie (intuitionniste) s’écrit x Ñ x. En parti-
culier, elle ne nécessite qu’une seule répétition d’un va-
riable donnée. La loi de Peirce (2.1), quant à elle, néces-
site 3 occurrences de la même variable. Au sein des ré-
sultats précédents, cette notion d’occurrences multiples
est la clé des preuves. Intuitivement, chaque occurrence,
nécessaire, d’une variable fixée fait décroître la fraction
limite d’un facteur 1{k pour les familles d’expressions.
Nous remarquons d’ailleurs que nous construisons aisé-
ment une famille infinie d’expressions autour de la loi
de Peirce, en remplaçant la variable y par une sous-
expression quelconque (ou presque : si l’on veut conser-
ver le fait que la tautologie reste non intuitionniste, il y
a quelques contraintes supplémentaires à respecter).

Ces premiers résultats établis, une question fondamen-
tale se pose. Lors du calcul de la fraction limite, deux pas-
sages successifs à la limite sont effectués : la proportion
des expressions dont la taille tend vers l’infini est calculée,
puis afin d’appréhender le résultat, le nombre de variables
se rapproche de l’infini. Bien entendu, il ne semble pas
immédiat que l’échange des deux limites donne le même
résultat. Kozik, Zaionc et moi-même avons alors modélisé
(cf. l’article [12]) les expressions différemment afin d’auto-
riser un nombre illimité de variables lors de la construction
des expressions. Toutefois, pour rester dans le contexte de
la combinatoire analytique, plus précisément pour que les
familles respectent les contraintes des classes combina-
toires, nous introduisons une relation d’équivalence telle
que deux expressions sont équivalentes si elles sont iden-
tiques à un renommage (par α-équivalence) des variables.
Dès lors, le nombre d’expressions de taille n (cf. Équa-
tion (2.2)) devient

Catn´1 ¨Bn,

où Bn est le n-ième nombre de Bell, c’est-à-dire le
nombre de manières de partitionner la suite des n feuilles
des arbres (suite obtenue via un parcours arbitraire de
l’arbre). Dans ce contexte, l’adaptation du corollaire pré-
cédent donne :
Corollaire 2.1.5
Dans le système composé l’implication et d’une in-

finité de littéraux positifs, dans lequel les expressions
sont équivalentes à renommage près, nous avons

lim
kÑ8

µkpTauto. intuitionnitesq
µkpTauto. classiquesq

“ 1.

Démonstration (idées) : Le résultat est directement ob-
tenu par adaptation des familles d’expressions établie
dans le cadre du premier modèle.

Plus que le résultat en lui-même, ce qu’il faut retenir c’est
que l’approche que nous établissons au sein des deux mo-
dèles est robuste et permet d’obtenir des résultats simi-
laires.

2.2 Logique propositionnelle com-
plète

Dans un souci d’extension de ces résultats, nous nous
sommes intéressés (cf. [15, 3]) à un système logique cen-
tral pour la logique dite propositionnelle. Dans ce but,
d’un point de vue syntaxique, les connecteurs utilisés
définissent l’ensemble C “ tÑ,^,_u et les littéraux,
V “ tx1, x2, . . . , xk,Ku, le dernier symbole consiste en la
constante faux. Il est bien connu que toute fonction boo-
léenne peut s’exprimer avec uniquement les deux connec-
teurs ^ et _ en s’appuyant sur les littéraux positifs et
négatifs : ce type de système est dit complet. Dans notre
contexte, nous n’utilisons que les littéraux positifs, néan-
moins, nous remarquons que les littéraux négatifs sont
aisément constructibles : x̄ ” x Ñ K. Par conséquent, ce
système est également complet.

Dans ce nouveau contexte, toujours en exhibant des
sous-familles d’expressions construites sur des motifs d’ex-
pressions les plus simples, nous prouvons le théorème sui-
vant.
Théorème 2.2.1

Dans le système composé des connecteurs tÑ,^,_u
et des littéraux, tx1, x2, . . . , xk,Ku, nous avons

lim
kÑ8

µkpTauto. intuitionnitesq
µkpTauto. classiquesq

“
5
8 .

Bien que les résultats soient différents de ceux obtenus
dans le système basé uniquement sur l’implication, les
méthodes de preuves sont robustes et s’adaptent relative-
ment bien.

Nous observons, dans ce contexte, que le comporte-
ment asymptotique des fractions limite des tautologies
intuitionnistes et des non intuitionnistes sont du même
ordre ; par conséquent, la proportion des tautologies in-
tuitionnistes (parmi les tautologies) ne tend plus vers la
constante 1. Dans ma thèse [28, chap. 9], je me suis in-
téressé à toutes les variantes concernant l’ensemble des
connecteurs utilisés. Les preuves sont robustes et seuls
des détails calculatoires font varier les résultats.
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Enfin, en adaptant les modèles au contexte d’un en-
semble de variables non borné, comme dans le cas d’un
unique connecteur, l’implication, les fonctions généra-
trices font intervenir les nombres de Bell, mais les résul-
tats finaux sont identiques au Théorème 2.2.1 (où seul le
contenu de l’ensemble V change).



Chapitre 3

Distributions de probabilité des fonctions
booléennes

Ce chapitre met en avant la démarche que nous avons
suivie durant les dix dernières années afin d’enrichir au
fur et à mesure nos modèles et d’analyser l’évolution des
distributions induites sur les fonctions booléennes. Le ré-
sultat sur lequel nous nous concentrons ici consiste à fixer
une fonction et à étudier le premier ordre du compor-
tement asymptotique de sa probabilité au sein des trois
modèles (principaux) suivants :

— tÑu ; tx1, . . . xku ; taille = nb. feuilles
— t^,_u avec règles d’associativité ou de commutati-

tivité ; tx1, x̄1 . . . xk, x̄ku ; taille = nb. feuilles
— t^,_u avec règle d’associativité ; tx1, x̄1 . . . xk, x̄ku ;

taille = nb. nœuds.
Bien que les aspects techniques des preuves soient essen-
tiellement différents, nous avons été surpris que des ré-
sultats très similaires soient valides pour chacun des trois
systèmes logiques.

3.1 Modèles originels
Nous reprenons le système logique construit sur

l’implication et les littéraux positifs. Dans le chapitre
précédent nous nous sommes concentrés sur une petite
famille d’expressions qui calculent la fonction constante
vrai. L’ensemble complémentaire de ces expressions peut
naturellement être partitionné suivant les fonctions boo-
léennes calculées par les expressions. Les résultats dans
ce sens sont issus de nos articles [13] et [2]. Nous avions
rappelé que le système basé sur l’implication et unique-
ment k littéraux positifs n’est pas complet. Par exemple,
la fonction constante faux n’est calculée par aucune ex-
pression. De façon plus précise, si l’on note Fk l’ensemble
(de taille 22k) des fonctions booléennes construites sur les
k variables x1, . . . , xk, alors une fonction f admet des ex-
pressions la calculant dans ce système logique s’il existe
une variable x P tx1, . . . , xku et une fonction (quelconque)
g P Fk telles que f “ x_ g.
Prenons pour exemple pour la suite de cette section la

fonction x̄1_x2_ x̄3_x4. La complexité de cette fonction
est 5. En effet, il n’existe pas d’arbre de taille 4 qui la
calcule, et l’arbre représenté sur la Figure 3.1 en est un
des arbres minimaux.

Ñ

Ñ

Ñ

x3 x4

x1

Ñ

x1 x2

Figure 3.1 – Un arbre minimal pour la fonction f “ x̄1_
x2 _ x̄3 _ x4.

Théorème 3.1.1
Dans le système composé de l’implication et des lit-
téraux positifs tx1, . . . xku, étant donné une fonction f ,
expressible et de complexité Lpfq, sa probabilité vaut

µkpfq “
kÑ8

λpfq

4Lpfq kLpfq`1 `O

ˆ

1
kLpfq`2

˙

,

où λpfq est une valeur ne dépendant que de f (et pas
de k).

Démonstration (idées) : Étant donné une fonction f ex-
pressible et qui dépend d’un nombre fixé de variables,
on cherche une famille d’expressions simples qui la cal-
culent. Puis nous montrons que, asymptotiquement, au
premier ordre, essentiellement toutes les expressions re-
présentant f appartiennent à cette famille. La famille
d’expressions simples pour f est construite à partir des
arbres minimaux de la fonction. Tout d’abord étant donné
un arbre minimal M (de taille Lpfq, indépendant de k et
n), nous pouvons remplacer arbitrairement l’un de ses
sous-arbres S par S̃ :“ T Ñ S où T est une tautologie.
On remarque que les tables de vérité associées aux sous-
arbre S et S̃ sont identiques. Par conséquent, le nouvel
arbre M̃ issu de la substitution de S par S̃ dansM calcule
la même fonction f . On dit qu’on a effectué une expan-
sion de type tautologie dans l’arbre minimal. Du fait que
la fraction limite des tautologies est de l’ordre de k´1,
on montre aisément que la fraction limite de cette famille
d’arbres calculant f se comporte en Θpk´Lpfq´1

q. Dans la
figure suivante, nous avons représenté l’arbre minimal de
la Figure 3.2 dans lequel nous avons effectué une expan-
sion avec une tautologie simple. Ce nouvel arbre calcule
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toujours la même fonction que l’arbre minimal originel.
Afin d’obtenir une famille d’expressions calculant f

dont l’équivalent asymptotique coïncide avec celui de f ,
au premier ordre, il nous suffit d’introduire deux autres
types d’expansions, les expansions de type but et de type
prémisse, à peine plus compliquées que l’expansion de
type tautologie. Ces expansions consistent à contraindre
le but ou l’une des prémisses de la sous-expression que
l’on ajoute en tant qu’expansion. Dans la partie droite
de la Figure 3.2, on a représenté deux sous-arbres, qui,
en remplaçant, dans l’arbre ci-contre, le sous-arbre (de
couleur bleue) qui est une tautologie simple, donneraient
une expansion de type but x3 pour l’une et de type pré-
misse x4 pour l’autre. Finalement, en se basant sur ces
trois types d’expansions dans les arbres minimaux de f ,
on obtient une borne inférieure de la famille des expres-
sions de f dont le premier ordre est suffisant. En effet,
pour conclure la preuve nous construisons une famille,
incluant toutes les expressions calculant f , et dont nous
sommes en mesure de calculer la fraction limite dont le
premier ordre coïncide avec celui de la borne inférieure.

On remarque que pour chacun des trois types d’expan-
sion, une seule étiquette de feuille est contrainte, et par
conséquent les familles d’arbres de telles expansions ont
pour une fraction limite égale à Θpk´1q. Par ailleurs, no-
tons que la valeur λpfq exhibée dans le Théorème 3.1.1
correspond au nombre d’expansions que l’on peut faire
dans l’ensemble des arbres minimaux.

Ñ

Ñ

Ñ

x3 Ñ

x4Ñ

Ñ

x7 Ñ

x7

x1

Ñ

x1 x2

Ñ

Ñ

Ñ

x3

Ñ

Ñ

x4 Ñ

Figure 3.2 – (à gauche) Une expansion, de type tautologie,
d’un arbre minimal de la fonction f “ x̄1 _ x2 _ x̄3 _ x4 ;
(à droite) Deux expansions de type but ou prémisse, qui
peuvent être substituées à l’expansion tautologie ci-contre

En parallèle de nos travaux dans le système logique de
l’implication, Kozik [Koz08] a démontré des résultats si-
milaires dans le système basé sur les connecteurs et et ou
et les littéraux positifs et négatifs. L’approche qu’il a uti-
lisée est analogue à la nôtre. En particulier, les deux mo-
dèles arborescents vérifient les mêmes caractéristiques et
il semble naturel désormais, avec le recul d’obtenir des ré-
sultats similaires. Néanmoins, il a formalisé son approche
dans un contexte relativement générique, sous le nom de

langage de motifs. Ce traitement permet de simplifier la
partie technique et calculatoire nécessaire à la justifica-
tion de l’équivalent asymptotique de la probabilité d’une
fonction fixée.

3.2 Commutativité ou l’associati-
vité

En se basant sur ces deux travaux, nous voulons ajouter
les règles de commutativité et d’associativité classiques
pour ces connecteurs logiques. Nous avons ainsi considéré,
dans l’article [5], la commutativité et l’associativité direc-
tement au sein des expressions booléennes. La première
règle transforme les arbres en version non plane et par
conséquent fait intervenir les résultats de Pólya [Pó37]
concernant la théorie des indices de cycle. De son côté,
la règle d’associativité ajoute des contraintes dans l’agen-
cement des connecteurs au sein des expressions. Il est à
noter que les résultats sont très similaires à ceux obte-
nus lors des premiers travaux. Remarquons toutefois que
la non-planarité ou les contraintes de composition entre
connecteurs ajoutent des difficultés techniques dans les
preuves. Le point central de l’ensemble de ces modèles est
le fait que la taille des expressions correspond toujours au
nombre de feuilles des expressions (même dans le modèle
associatif, où les expressions ne sont plus binaires et donc
pour lesquelles il n’y a plus de relation entre les nombres
de feuilles et de nœuds internes). La Figure 3.4 exhibe un
tel exemple.

Dans le modèle de l’implication (cf. l’article [4]), nous
pouvons, en quelque sorte, définir une règle proche de
la commutativité : nous remarquons en effet que deux
expressions, identiques, à permutation près des prémisses
(et récursivement dans les sous-expressions), calculent la
même expression. Par exemple,

A1 Ñ pA2 Ñ p¨ ¨ ¨ Ñ pAp Ñ xq . . . qq

” Aσp1q Ñ pAσp2q Ñ p¨ ¨ ¨ Ñ pAσppq Ñ xq . . . qq,

où σ est une permutation de 1, . . . , p et A ” A1 corres-
pond au fait que A et A1 calculent la même fonction boo-
léenne. Ainsi, en définissant les expressions booléennes à
permutation près des prémisses, nous pouvons construire
un modèle arborescent d’expressions isomorphe aux ex-
pressions suivantes : la racine de l’expression est étiquetée
avec le but de l’expression et est reliée à chacun des élé-
ments qui forment l’ensemble de prémisses. Par exemple,
l’arbre de la Figure 3.1 est réencodé dans ce modèle dans
la Figure 3.3, où les enfants de chaque nœud ne sont pas
ordonnés. Notons que dans cet exemple (Figure 3.3), les
nœuds internes sont tous binaires, puisque l’expression et
ses sous-expressions contiennent chacune deux prémisses
(ou aucune). Les nœuds peuvent néanmoins être d’arité
quelconque. Naturellement, la notion de taille pour ce
modèle est le nombre d’occurrence des variables, i.e. le
nombre de nœuds de l’arbre (ce qui correspond aussi au
nombre de feuilles dans la représentation originelle).
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x2

x1

x3 x4

x1

Figure 3.3 – Représentation des expressions à permutation
des prémisses près.

Dans le contexte d’un système logique et/ou, intro-
duire la règle d’associativité se traduit par des connec-
teurs d’arité quelconque et une alternance des connec-
teurs sur chaque chemin de la racine vers une feuille de
l’arbre. On dira que ces arbres sont stratifiés. Cette re-
présentation se reflète sur des expressions arborescentes
moins profondes que les expressions originelles (cf. par
exemple la Figure 3.4).
La règle d’associativité telle que nous l’utilisons consiste

à compresser autant que possible la structure interne des
expressions comme sur la Figure 3.4. Dans ce modèle, une
notion de taille naturelle correspond à la taille mémoire
de stockage nécessaire. Donc une première approximation
consiste à prendre le nombre de nœuds de l’arbre comme
notion de taille.
Par ailleurs, considérons le système logique des expres-

sions construites avec les connecteurs et et ou, les lit-
téraux positifs et négatifs et la règle d’associativité. Sur

_

_

^

x̄3 ^

x4^

x̄2 x8

x1

^

x̄1 x2
_

x1^

x̄3 x̄2 x8 x4

^

x̄1 x2

Figure 3.4 – (à gauche) Arbre et/ou classique ; (à droite)
L’arbre ci-contre avec la règle d’associativité

la Figure 3.4, nous remarquons que les suites de connec-
teurs identiques et consécutifs se rétractent en un seul
connecteur. Nous pouvons également ajouter la règle de
commutativité dans ce dernier modèle, ce qui entraîne
qu’un nœud possède un ensemble, plutôt qu’une suite, de
descendants.
Dans ces différents modèles avec ou sans associativité

et commutativité, dans lesquels nous conservons comme
notion de taille le nombre de feuilles, nous prouvons le
résultat suivant :
Théorème 3.2.1

Dans les systèmes composés soit de l’implication et
des k littéraux positifs tx1, . . . xku, soit des connecteurs
et/ou et des 2k littéraux positifs et négatifs, étant
donné une fonction f , de complexité Lpfq, sa proba-

bilité vaut
µkpfq „

kÑ8

λpfq

kLpfq`1 ,

où λpfq est une valeur ne dépendant que de f (et pas
de k).

Notons que si la fonction f est la fonction vrai ou faux,
alors, par définition, nous prenons sa complexité égale
à 0. Suivant le système logique, seules les constantes
multiplicatives des probabilités des fonctions sont modi-
fiées. De la preuve de ces résultats, nous en déduisons le
comportement informel suivant.

Etant donné une fonction f fixée, un grand arbre la
représentant est presque sûrement composé d’une tête, de
taille Lpfq, qui la calcule et dans laquelle est greffé un
grand sous-arbre qui ne modifie pas la fonction calculée
par la tête de l’arbre.

3.3 Associativité et nouvelle no-
tion de taille

Rappelons que pour les derniers modèles, munis de la
propriété d’associativité, nous avons conservé la notion
de taille classique du contexte des expressions booléennes,
c’est-à-dire le nombre d’occurrences des littéraux, ou de
façon équivalente le nombre de feuilles dans les expres-
sions arborescentes. Cette notion de taille est complète-
ment naturelle dans le contexte d’arbres binaires puisque
le nombre de nœuds dépend uniquement du nombre de
feuilles.

Nous considérons, dans cette section associée à l’ar-
ticle [9], le système de logique et/ou avec les 2k litté-
raux tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku et muni de la règle d’associati-
vité. Dans une telle expression les connecteurs sont stra-
tifiés. Les connecteurs sont choisis non commutatifs. No-
tons néanmoins, que les résultats et preuves pourraient
être adaptés au cas commutatif.

Étant donné une expression booléenne (arborescente),
la taille de l’expression correspond au nombre total
de nœuds dans l’arbre. L’arbre à droite de la Fi-
gure 3.4 est une expression dans ce modèle. Sa taille vaut
(dans ce nouveau contexte) 10, et il calcule la fonction
px1, . . . , xkq ÞÑ x1 _ x2 _ px̄3 ^ x4 ^ x8q. La complexité
de cette fonction vaut 7 (les connecteurs identiques sont
fusionnés dans l’expression arborescente), et les arbres mi-
nimaux ne contiennent que 5 feuilles.

On définit toujours la complexité des fonctions
constantes vrai, faux comme égale à 0.
Théorème 3.3.1

Dans ce système et/ou avec 2k littéraux, et la nou-
velle notion de taille, étant donné une fonction f de
complexité Lpfq ě 3, sa probabilité vaut

µkpfq „
kÑ8

λpfq

kLpfq
,

où λpfq est une valeur ne dépendant que de f (et pas
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de k). Par ailleurs, la probabilité des constantes vrai et
faux est une constante strictement positive, et si f est
une projection (i.e. il existe i tel que fpx1, . . . , xkq “
xi), alors µkpfq „ λpfq{k2.

Notons qu’il n’y pas de fonction de complexité valant 2.
Bien que ce résultat semble très similaire aux distri-

bution de probabilité décrites par les précédents modèles
pour lesquels la notion de taille était distincte, cette der-
nière distribution est encore davantage biaisée vers les
deux fonctions constantes vrai et faux. Par rapport au
modèle associatif dont la taille associée est les nombre
de feuilles, les expressions sont les mêmes, donc dans ce
nouveau modèle les complexités des fonctions sont aug-
mentées (puisque l’on compte également les connecteurs
dans la taille), donc l’ordre de grandeur des probabilités
des fonctions autres que les constantes (et les projections)
sont multipliées par un facteur inférieur 1{k. La probabi-
lité des constantes compense la diminution des probabili-
tés des autres fonctions.
En dehors de cette remarque purement calculatoire, il

est à noter que les expressions typiques de ce nouveau
modèle ont une forme bien différente de celle des autres
modèles, asymptotiquement pour n puis k tendant vers
l’infini. En effet, une des différences les plus importantes
est relative au nombre de feuilles attachées directement à
la racine d’un arbre de grande taille. Alors que ce nombre
était contant pour les premiers modèles, dans ce nouveau
modèle il y a 2

?
2n feuilles en moyenne au premier ni-

veau de l’arbre. Ce résultat se comprend intuitivement
bien. Pour le choix d’étiquetage des feuilles, nous avons
2k possibilités, alors que pour les nœuds internes, nous ne
disposons que de deux connecteurs. Ainsi, les structures
typiques d’arbres comporteront le plus petit nombre de
nœuds internes possible. Pour avoir une grande expres-
sion, il faut au moins un connecteur à la racine ; si nous
mettons beaucoup de feuilles au niveau 1, il y a de forte
chances d’obtenir une expression calculant soit vrai, soit
faux suivant le connecteur étiquetant la racine.
Une seconde particularité de ce modèle concerne les

fonctions de grande complexité. Soit f0 une fonction fixée
(i.e. sa complexité est indépendante de k). Définissons
Fěf0 l’ensemble des fonctions g (sur k variables) qui s’éva-
luent à vrai pour toutes les évaluations pour lesquelles
f0 s’évalue à vrai. En particulier, informellement, des
fonctions dont la complexité dépend de la plupart des va-
riables sont contenues dans Fěf0 . Mais la fonction vrai
appartient également à ce dernier ensemble et nous prou-
vons le résultat suivant

µk pFěf0q „
kÑ8

µk pvraiq .

En particulier, la probabilité des fonctions de grande com-
plexité de Fěf0 tend vers 0, lorsque n et k tendent succes-
sivement vers l’infini. Ce résultat n’est pas prouvé dans
les modèles précédents.

3.4 Modèle arborescent équilibré
Ainsi, nous avons remarqué qu’en utilisant des struc-

tures arborescentes variées (plane, non-plane, binaire,
non-binaire), en prenant différents systèmes logiques, les
résultats sont robustes dans le sens où ils sont très simi-
laires (même si les preuves sont différentes d’un point de
vue technique). De façon macroscopique, tous ces modèles
se comportent de la même manière.
En étudiant un article de Valiant [Val84], nous en dé-

duisons que nous pourrions peut-être perturber ces mo-
dèles très similaires en modifiant la structure arborescente
de façon drastique.

En considérant spécifiquement la forme des arbres, une
des plus régulières qui soit est l’arbre équilibré, que nous
définissons par l’arbre binaire ayant toutes ses feuilles au
même niveau, i.e. à la même profondeur. Nous notons im-
médiatement que, pour une taille donnée, le nombre de
tels arbres est très restreint par rapport à l’ensemble des
arbres. En effet, pour une taille n donnée, il y a exac-
tement une structure arborescente équilibrée (sans éti-
quette), lorsque n est une puissance de 2, contre Cn´1
arbres binaires au total (et aucun arbre équilibré si n n’est
pas une puissance de 2). Ainsi nous nous attendons à obte-
nir des résultats bien différents pour l’étude de la fraction
limite des arbres équilibrés par rapport à celle des arbres
sans forme particulière.

La classe d’arbres obtenue en ne conservant que les
arbres équilibrés a été étudiée en détails sous deux
noms distincts : amplification probabiliste et processus
de croissance. Valiant a initié ce champ de recherche en
1984 [Val84]. Son but a été de construire une expression de
petite taille calculant la fonction majorité sur k variables
Booléennes. Celle-ci vaut vrai pour une affectation a, si
et seulement si au moins la moitié des variables de a valent
vrai. Évidemment, le problème est intéressant lorsque le
nombre de variables k devient grand. Au fil des années la
méthode de Valiant a été élargie afin d’obtenir le même
genre de résultats pour d’autres fonctions. En particulier,
Boppana [Bop85] généralise la méthode de Valiant. Il ob-
tient des petites expressions pour chacune des fonctions
seuil : une généralisation de majorité.

Nous nous sommes intéressés, dans l’article [16] aux
arbres et/ou équilibrés. Afin de construire nos arbres,
dans un premier temps, nous étiquetons indépendamment
chaque feuille avec l’un des k littéraux positifs. Dans un
second temps, nous montrons que le modèle autorisant les
littéraux négatifs est une extension directe du premier mo-
dèle. De plus, les littéraux sont choisis d’après une distri-
bution de probabilité µ0 (non forcément uniforme). Nous
choisissons les connecteurs et ou ou avec une distribution
de Bernoulli de paramètre p (pour et). Enfin, étant donné
α “ pα1, . . . , αkq P Rk et θ P R, la fonction seuil linéaire
Tα,θ est la fonction Booléenne sur t0, 1uk définie par :

Tα,θpaq “ 1 ô α1.a1 ` . . .` αk.ak ě θ.

Théorème 3.4.1
Soient k ě 1, p P r0, 1s, et µ0 une distribution de proba-



Section 3.4. Modèle arborescent équilibré 15

bilité sur tx1, . . . xku telle que pour tout i, µ0pxiq ą 0.
La suite de distributions pπnq admet la distribution li-
mite suivante :
— Supposons p ą 1{2. Le support de la distribution

limite est restreint à la fonction x1 ^ . . . ^ xk.
De façon duale, si nous avons p ă 1{2, alors le
support de la distribution limite est restreint à la
fonction x1 _ . . ._ xk.

— Si ^ et _ ont la même probabilité (p “ 1{2), alors
la distribution limite de probabilité est concentrée
sur l’ensemble des fonctions seuil linéaire de la
forme tTµ0,θ | θ P Ru de la manière suivante :
Soient θ0 “ 0 ă θ1 ă . . . ă θs “ 1 les dif-
férents poids de tous les points de t0, 1uk, pour
i P t1, . . . , su, πpTµ0,θiq “ θi ´ θi´1.

Nous nous rendons compte rapidement pour ces mo-
dèles qu’une approche davantage probabiliste est plus effi-
cace que les approches plus combinatoires que nous avons
utilisées jusqu’à maintenant.
Corollaire 3.4.2

Pour p “ 1{2, et µ0 la distribution uniforme sur H0 “
tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku, la suite πn a une distribution limite
qui est uniforme sur les deux fonctions constantes vrai
et faux.

Ce premier pas dans le contexte des arbres équilibrés
présente une distribution sur les fonctions booléennes bien
différente des distributions engendrées par l’ensemble des
structures arborescentes : tout d’abord le support est res-
treint à un petit nombre de fonctions et la distribution
est uniforme dès que µ0 est uniforme.
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Chapitre 4

Effet Shannon relatifs aux expressions
arborescentes

Dans le système et/ou, dont la taille d’une expression
correspond à son nombre total de nœuds, nous avons été
en mesure de donner des informations sur la probabilité
des fonctions dont les expressions minimales dépendent
d’un grand nombre de variables. Nous n’avons présenté
aucun tel résultat dans les systèmes dont la taille est le
nombre de feuilles des expressions.
Peut-on quantifier la probabilité des fonctions de grande

complexité dans ces systèmes ?
Une autre direction relative aux fonctions de grande

complexité consiste à déterminer quel est, asymptotique-
ment, le support essentiel de la distribution de probabi-
lité. Les résultats que nous avons présentés, concernant
les probabilités des fonctions fixées (dont le nombre de
variables est fixe, indépendant de k) permettent d’affir-
mer, par exemple, que l’ensemble de ces fonctions a une
probabilité qui tend vers 0, lorsque k tend vers l’infini.
Est-on en mesure d’extraire une sous-famille de fonc-

tions, non triviale, qui contienne le support de la distri-
bution limite sur les fonctions booléennes ?

4.1 Effet Shannon
Avant de se plonger dans cette question, rappelons des

résultats concernant la distribution uniforme sur l’en-
semble des fonctions booléennes (à k variables). Les pre-
miers travaux dans ce contexte remontent aux années
1940, en particulier aux articles [RS42, Sha49] de Rior-
dan et Shannon.
En considérant la distribution uniforme sur les fonc-

tions booléennes à k variables, Lupanov [Lup62, Lup65]
a prouvé que, asymptotiquement, les fonctions, représen-
tées en des arbres binaires, ont une complexité presque
sûrement de l’ordre 2k{ log2 k. Originellement, Shannon
s’est intéressé aux fonctions représentées via des circuits,
et a prouvé le premier résultat dans ce sens. Par la suite,
nous utiliserons la notion suivante.
Définition 4.1.1

Une suite de distributions pνkqkě1, définies respective-
ment sur les ensembles de fonctions booléennes à k va-

riables, exhibe l’effet Shannon si, pour tout ε ą 0,

lim
kÑ8

νk

ˆ"

f such that Lpfq ě 2kp1´ εq
log2 k

*˙

“ 1.

Une preuve synthétique du résultat de Lupanov, basée
sur des arguments combinatoires, est présentée dans le
livre de Flajolet et Sedgewick [FS09, p. 77]. L’argument
central consiste à observer que le nombre d’expressions
constructibles avec les 2k littéraux de tailles inférieures
à 2k{ log2 k est négligeable devant le nombre de fonctions
à k variables, lorsque k tend vers l’infini. Par conséquent
essentiellement toutes les fonctions ont une complexité
supérieure à 2k{ log2 k.
Notons que Lupanov [Lup62] a par ailleurs prouvé que

la complexité maximale d’une fonction booléenne sur k
variables est inférieure ou égale à 2k

log2 k
p1 ` op1qq. Par

conséquent, lorsque k tend vers l’infini, la suite des distri-
butions uniformes pνnqně1 exhibe l’effet Shannon, mais
de plus, presque sûrement toutes les fonctions sont de
complexité presque maximale (i.e. maximale en première
approximation).

Afin de prouver qu’une suite de distributions pνnqně1
n’exhibe pas l’effet Shannon, il suffit de trouver une fonc-
tion sous-exponentielle (en k), que nous noterons gpkq et
une constante α ą 0 telles que, il existe un rang N , tel
que pour tout n ě N ,

νn ptf telle que Lpfq ď gpnquq ě α.

Une telle approche est bien différente de celles présen-
tées dans la Section 3.1 puisque l’on doit ici considérer un
ensemble de fonctions booléennes dont les complexités dé-
pendent de k. Toutefois, dans certains cas, le résultat est
direct. En effet, en considérant le système et/ou avec 2k
littéraux, et la notion de taille correspondant au nombre
total de nœuds des expressions, les fonctions constantes
vrai et faux ont toutes les deux, asymptotiquement, une
probabilité strictement positive, donc ce modèle particu-
lier n’exhibe pas l’effet Shannon.
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4.2 Distributions sur les fonctions
Pour la suite de ce chapitre, nous nous concentrons donc

à nouveau sur les différents systèmes logiques (évoqués
précédemment) tels que la taille d’une expression est égale
au nombre d’occurrences de variables (avec ou non les
règles d’associativité ou commutativité). Les résultats à
venir sont extraits de nos deux articles [17] et [20].
Proposition 4.2.1
Si K est une constante indépendante de k, alors, au-
cun ensemble de fonctions booléennes de complexités
au plus K n’a une probabilité suffisante pour réfuter
l’effet Shannon.

Cette proposition est en fait un corollaire des Théo-
rèmes 3.1.1 et 3.2.1.
Théorème 4.2.2

Les distributions de probabilité induites par les ex-
pressions arborescentes dans les systèmes logiques de
l’implication et et/ou n’exhibent pas l’effet Shannon.

Bien que les preuves dans chacun des deux modèles
soient basées sur des raisonnements similaires, la partie
technique est nettement plus délicate dans le contexte
des arbres et/ou que dans celui de l’implication. Par
conséquent, alors que dans ce dernier cas nous avons pu
définir une famille de fonctions et calculer explicitement
une borne inférieure de sa probabilité, dans le cas des
arbres et/ou, nous nous sommes contentés de réfuter l’ef-
fet Shannon, sans tenter d’obtenir une borne fine de la
probabilité de la famille de fonctions considérées : nous
avons simplement prouvé que cette probabilité est stric-
tement positive.
Démonstration (idées) : Fixons L une valeur dépendant

du nombre k de variables. En considérant l’ensemble E
des arbres de taille au plus L, nous savons que les fonc-
tions calculées par ces expressions ne peuvent pas être
de complexité supérieure à L. Dès lors, nous utilisons les
notions d’expansions introduites dans la Section 3.1. No-
tons que dans le cas des arbres et/ou, bien que les expan-
sions ne soient pas introduites, que ce soit dans l’article
de Kozik [Koz08] ou dans notre article [5], la notion de
langage de motifs qui y est utilisée est une autre manière
de les présenter : ce sont les mêmes idées qui guident
les deux approches (cf. l’article [20]). Afin de construire
une famille de grands arbres (i.e. de taille arbitrairement
grande), nous faisons des expansions dans les arbres de E .
Ainsi les fonctions calculées sont toujours les mêmes que
celles associées à E . Dans un arbre de taille ` ě L, nous
pouvons effectuer 2` ´ 1 expansions de type tautologie
(une en chaque nœud de l’arbre). Effectuer deux expan-
sions dans le même arbre n’apporte essentiellement pas
de nouvelles expressions. Par contre, le nombre d’expan-
sions de type but ou prémisse est un peu plus complexe à
calculer. En effet, en certain nœuds de l’arbre il est pos-
sible de réaliser plusieurs expansions de type but avec des
variables distinctes. Par exemple dans l’arbre de gauche
de la Figure 3.1, il est possible d’effectuer, dans le père de
la feuille étiquetée par x2, deux expansions de type but,
l’une avec la variable x1 et l’autre avec la variable x3.

Ainsi, nous prouvons que lorsque la taille ` des arbres
tend vers l’infini, en moyenne dans un arbre de taille `,
nous pouvons effectuer Θp`3{2

q expansions de type pré-
misse ou but. En particulier, le nombre d’expansions de
type tautologie devient négligeable.
Toutefois, la preuve n’est pas entièrement terminée. Rap-
pelons que nous considérons tous les arbres de taille in-
férieure à L, même ceux qui ne sont pas des arbres mini-
maux : par exemple, ils pourraient déjà contenir une ex-
pansion. Ainsi, si nous ne voulons pas compter plusieurs
fois le même arbre (après avoir effectué notre expansion),
il faut être en mesure de distinguer ce sous-arbre greffé.
Par conséquent, nous allons restreindre la structure des
expansions que nous greffons dans l’arbre originel. Une
manière efficace consiste à construire des expansions dont
les deux enfants de la racine sont suffisamment grands
(chacun de taille supérieur à L). En choisissant correc-
tement la valeur L, d’ordre Θpk2

q pour l’implication et
Θpk2`ε

q pour le modèle et/ou, nous prouvons que l’en-
semble de fonctions de E , de complexités inférieures à L,
a une probabilité strictement positive. Donc il n’y a pas
d’effet Shannon.

Ce théorème affirme qu’il existe une classe de fonctions
de petite complexité (quasi quadratique en le nombre de
variables) dont la fraction limite est une constante stric-
tement positive. Mais nous ne sommes pas en mesure ac-
tuellement de caractériser une famille (non-triviale) de
fonctions dont la probabilité vaut 1. En particulier, en
choisissant aléatoirement une fonction booléenne avec sa
probabilité induite par la distribution des structures ar-
borescentes, cette fonction a-t-elle presque sûrement une
complexité polynomiale en le nombre de variables ?



Chapitre 5

Contexte de la satisfaisabilité

Le but de ce chapitre est de répondre à la question sui-
vante. Prenons aléatoirement une expression booléenne de
taille n, construite dans un système logique dépendant de
kn variables. Quelle est la probabilité que cette expression
soit satisfaisable, c’est-à-dire qu’il existe une affectation
de ses variables qui la rende vraie, lorsque la taille n tend
vers l’infini ?
Dans les modèles présentés dans les Chapitres 3

et 4, nous nous sommes restreints à une suite pknqně1
constante égale à k. Ce chapitre présente une rupture fon-
damentale avec les précédents modèles, afin de généraliser
les résultats à des suites pknqně1 raisonnables.

Pour les modèles pour lesquels le nombre de variables
est fixé à k, il ne semble pas clair au premier abord que
l’on puisse laisser croître la valeur de k lorsque n grandit.
Dans les modèles précédents, nous faisions tendre la taille
n vers l’infini (à k fixé), puis dans un second temps nous
laissions k tendre vers l’infini. Bien entendu, l’interversion
des limites n’est pas justifiable mathématiquement.

Rappelons toutefois qu’un premier modèle, avec un
nombre infini de variables, a été présenté dans le contexte
des tautologies (cf. Chapitre 2). Afin de mener l’étude
quantitative, nous nous sommes intéressés aux expres-
sions équivalentes à renommage des variables près. L’ar-
ticle [21], étendu avec la version [7], consiste à adapter le
système classique et/ou pour cette relation d’équivalence.

5.1 Problème général de la satis-
faisabilité

Depuis plusieurs décennies, des informaticiens, des ma-
thématiciens mais aussi des physiciens s’intéressent au
contexte de la satisfaisabilité des fonctions booléennes
aléatoires. L’un des problèmes le plus étudié est dénommé
le modèle 3–sat. Il consiste à choisir uniformément une
expression construite sur la conjonction de n clauses, cha-
cune étant une disjonction de 3 littéraux positifs ou né-
gatifs parmi kn variables. Voici une expression 3–sat :

px1 _ x̄2 _ x4q ^ px2 _ x̄3 _ x̄4q ^ px1 _ x̄1 _ x̄4q .

Cette expression (de taille 3) est satisfaisable car il suffit
d’affecter x1, x2 et x4 à faux afin que l’expression s’évalue
à vrai. Par contre, il ne s’agit pas d’une tautologie : en

affectant x1 et x4 à faux et x2 à vrai, l’expression s’évalue
à faux.
Une des raisons de l’intérêt autour de ce problème ré-

sulte du fait qu’il est NP-complet, tel le problème général
sat (cf. par exemple [AB09]).

La question de déterminer si une grande expression est
satisfaisable est partiellement résolue. L’article [AM06]
prouve, par exemple, qu’il existe une transition de phase
suivant la valeur de la suite pknq : informellement, lorsque
le rapport kn{n est suffisamment petit, alors l’expression
est satisfaisable avec probabilité tendant vers 1 alors que
si le rapport est trop grand, cette probabilité tend vers 0.
La transition de phase fait l’étude de nombreux articles à
elle seule.

Par ailleurs, de nombreux autres problèmes autour de
la satisfaisabilité ont été abordés. Nous n’en citerons que
quelques-uns, choisis de par leur proximité à la combina-
toire analytique en particulier. Le problème 2-xorsat a
été étudié par Daudé et Ravelomanana [DR11], en parti-
culier dans le but d’exhiber et de décrire précisément sa
transition de phase. Il a aussi été revisité [dPGGK16] afin
d’en obtenir une étude fine de la distribution de probabi-
lité induite sur les fonctions booléennes.

5.2 Arbres booléens pour la satis-
faisabilité

Le but de cette section consiste à étendre les modèles
arborescents booléens, présentés dans les chapitres précé-
dents, afin de pouvoir s’intéresser à des questions natu-
relles dans le contexte de la satisfaisabilité tout en conti-
nuant à utiliser des outils de combinatoire analytique, et
éventuellement les premières approches que nous avons
mises en place pour la logique quantitative.

Dans l’article [7], nous nous sommes concentrés sur le
système logique et/ou (avec pour taille le nombre d’occur-
rences de littéraux dans les expressions). Toutefois, nous
sommes convaincus que l’approche présentée s’adapterait
naturellement au système de l’implication et donnerait
des résultats similaires.

Comme nous l’avons vu précédemment dans les mo-
dèles originels d’expressions arborescentes, afin d’obtenir
les résultats quantitatifs, nous avons procédé à deux pas-
sages successifs à la limite infinie. Dans un premier temps,
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la fraction limite correspond à la limite des ratios des car-
dinalités des d’ensembles d’expressions dont la taille tend
vers l’infini. Dans un second temps, pour obtenir une in-
formation quantitative, on laisse croître le nombre de va-
riables k vers l’infini.
Nous présentons ici deux modèles permettant d’éviter

la double limite, tout en obtenant des résultats quan-
titatifs (exploitables). Nous nous basons sur une suite
pknqně1 croissante d’entiers telle que kn tende vers l’infini
lorsque n tend vers l’infini.

Le premier modèle, noté pGq, est une généralisation du
système logique et/ou construit avec kn variables (plus
exactement 2kn littéraux). Nous définissions le modèle pGq
ainsi :
(i) considérons la distribution uniforme sur l’ensemble

des arbres binaires et/ou ayant n feuilles étiquetées
via l’ensemble tx1, x̄1, . . ., xkn , x̄knu ;

(ii) notons Pn la distribution induite sur l’ensemble des
fonctions booléennes.

Nous remarquons que la taille An de l’ensemble des
arbres et/ou à n feuilles vaut

ApGqn “ 2n´1p2knqn ¨ Catn´1,

avec Catn le n-ième nombre de Catalan. Remarquons que
pour chaque n fixé, toutes les quantités sont finies, donc il
n’y a pas de problème de définition de classe combinatoire.
On définit pour chaque fonction booléenne f sa suite de
probabilités via le rapport :

Pnpfq “
A
pGq
n pfq

A
pGq
n

.

Dans ce contexte, nous conservons la notion classique de
la taille d’une expression (son nombre de feuilles) et aussi
de la complexité Lpfq d’une fonction f . On prouve le théo-
rème suivant.
Théorème 5.2.1 (Modèle pGq)

Soit pknqně1 une suite croissante d’entiers tendant vers
l’infini lorsque n tend vers l’infini. Pour tout fonction
booléenne f , il existe une constante positive αG

f telle
que, asymptotiquement lorsque n tend vers l’infini,

Pnpfq „ α
pGq
f ¨

ˆ

1
kn

˙Lpfq`1
.

À partir de ce résultat nous obtenons le corollaire suivant
concernant le problème Catalan-sat (ce nom, que nous
avons choisi, résulte de la forme arborescente des expres-
sions considérées).
Corollaire 5.2.2 (Catalan-sat)

Soit pknqně1 une suite croissante d’entiers tendant vers
l’infini lorsque n tend vers l’infini. Soit une expression,
de taille n, choisie uniformément dont les feuilles sont

étiquetées avec tx1, x̄1, . . ., xkn , x̄knu. Cette expression
est satisfaisable avec probabilité tendant vers 1 lorsque
n tend vers l’infini.

Le second modèle pEq permettant d’éviter la double li-
mite consiste à considérer les expressions à renommage
(cohérent) près des variables. Nous avons mentionné un
tel modèle dans le contexte des tautologies (Chapitre 2).
Nous allons le formaliser davantage ici, afin de pouvoir
étudier la probabilité des classes d’équivalence de fonc-
tions. L’idée fondamentale est la suivante : les deux
fonctions pxiqiě1 ÞÑ x1 ^ x2 et pxiqiě1 ÞÑ x38 ^ x̄12
sont vues comme deux réalisations de la même fonc-
tion conjonction binaire. Informellement, deux arbres
et/ou sont équivalents si les feuilles du premier arbre
peuvent être réétiquetées sans collision afin d’obtenir le
second arbre. Voila la définition plus formelle : Soit A et
B deux arbres et/ou. Les arbres A et B sont équivalents
si
(i) leur structure arborescente est la même ;
(ii) deux feuilles sont étiquetées par la même variable

(littéral positif ou négatif) dans A si et seulement si
ces feuilles-là sont étiquetées par la même variable
dans B ;

(iii) deux feuilles sont étiquetées par le même littéral
dans A si et seulement si ces feuilles-là sont étique-
tées par le même littéral dans B.

Cette relation d’équivalence sur les expressions induit
naturellement une relation d’équivalence sur les fonctions
booléennes. Une variable x est dite essentielle pour une
fonction f , si les restrictions de la fonction lorsque x est
vrai et faux sont deux fonctions distinctes. Par exemple,
dans l’arbre à gauche de la Figure 3.2, les variables
x1, x2, x3 et x4 sont essentielles, mais x7 ne l’est pas. Re-
marquons que deux fonctions équivalentes dépendent du
même nombre de variables essentielles et ont la même
complexité.

Notons xfy la classe d’équivalence de la fonction f ,
Lxfy “ Lpfq est la complexité des fonctions de xfy
et Exfy “ Epfq est le nombre de variables essentielles
de xfy. Pour une classe xfy, nous définissons sa multipli-
cité comme l’entier Rxfy “ Lxfy ´ Exfy. Il correspond
au nombre de répétitions des variables dans les arbres mi-
nimaux de la classe xfy.

Rappelons que la suite pknqně1 est croissante et tend
vers l’infini avec n. Dans la suite nous ne considérons
que les classes d’équivalence contenant au moins un élé-
ment dont les feuilles sont étiquetées uniquement avec
l’ensemble tx1, x̄1, . . ., xkn , x̄knu.
De façon analogue au premier modèle nous avons

ApEqn “ Catn ¨
kn
ÿ

p“1

"

n

p

*

22n´1´p, et Pnxfy “
A
pEq
n pfq

A
pEq
n

,

avec
 

n
p

(

le nombre de Stirling de seconde espèce (cf. par
exemple [FS09, p. 735]).

Pour ce modèle, nous prouvons le résultat suivant :
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Théorème 5.2.3 (Modèle pEq)
Soit pknqně1 une suite croissante d’entiers tendant vers
l’infini lorsque n tend vers l’infini. Il existe une suite
pMnqně1 telle que Mn „nÑ8

n
lnn , lorsque n tend vers

l’infini. De plus, pour toute classe xfy, il existe une
constante positive αE

xfy vérifiant :
(i) si pour tout n suffisamment grand, kn ďMn alors,

asymptotiquement, lorsque n tend vers l’infini,

Pnxfy „ α
pEq
xfy ¨

ˆ

1
kn`1

˙Rxfy`1
;

(ii) si, pour tout n suffisamment grand, kn ě Mn,
alors, asymptotiquement, lorsque n tend vers l’in-
fini,

Pnxfy „ α
pEq
xfy ¨

ˆ

lnn
n

˙Rxfy`1
.

Concernant le problème de la satisfaisabilité, nous
obtenons le même corollaire que précédemment (cf.
Corollaire 5.2.2).

Ce phénomène de seuil est très intéressant et peut faci-
lement se formuler (informellement) : en ajoutant de plus
en plus de variables dans un système, on biaise la distri-
bution sur les classes de fonctions booléennes, jusqu’à un
certain point à partir duquel, le fait d’ajouter des variables
n’a plus d’impact global sur les probabilités.
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Deuxième partie

Concurrence quantitative :
Structures croissantes pour modéliser la

sémantique de la concurrence





Chapitre 6

Introduction et préliminaires

Dès les années 1960, les modèles fondamentaux de
la théorie de la concurrence font leur apparition. Men-
tionnons en particulier les réseaux de Petri [Pet62] et
les modèles CSP, pour Communicating Sequential Pro-
cesses, introduit par Hoare et largement détaillé dans son
livre [Hoa85], suivi de CCS, Calculus of Communicating
Systems, présenté par Milner [Mil80]. Ces deux derniers
modèles correspondent chacun à une algèbre de proces-
sus définissant les opérateurs et concepts fondamentaux
pour représenter des systèmes en interactions. Ils visent
à étudier le comportement de processus concurrents. Très
rapidement une propriété fondamentale de ces systèmes
s’impose : le nombre de comportements d’un processus
concurrent fait intervenir une explosion combinatoire.

Peu d’études se sont intéressées à l’analyse fine de l’ex-
plosion combinatoire. Néanmoins, les pires cas ont été
analysés, notamment dans le contexte du model checking,
cf. par exemple [BK08]) pour lequel une analyse exhaus-
tive de l’espace d’états est nécessaire. Une autre étude,
plus fine et dans le contexte de la combinatoire analy-
tique, a été proposée par Françon [Fra86], en 1986. Il s’est
intéressé à mesurer le degré de parallélisme d’un système
composé de processus se partageant un nombre limité de
ressources. Un modèle similaire, plus algébrique, a été éga-
lement étudié dans le contexte du monoïde de traces. Le
premier article dans cette direction a été présenté par Sa-
heb [Sah89] en 1989.
En dehors de ces deux directions de recherche, les ap-

proches quantitatives se sont pour l’essentiel, contentée
de cette très vague notion d’explosion combinatoire om-
niprésente en concurrence. Nous avons choisi de travailler
sur le modèle CCS de Milner afin de réaliser une étude fine
de la combinatoire résultant de la concurrence. Ce mo-
dèle étant un modèle opérationnel, son approche via la
combinatoire analytique en est naturelle.
Voilà un exemple simple explicitant la croissance ex-

plosive. La syntaxe du processus est la suivante : le pro-
cessus est composé de n actions en parallèle, toutes indé-
pendantes les unes des autres. L’espace d’états, qui cor-
respond à l’aspect sémantique du processus, contient l’en-
semble des comportements possibles du processus, c’est-à-
dire l’ensemble des ordres d’exécution des actions de taille
n!. Ce premier constat établi, de nombreuses approches
ont été présentées : comment analyser un système faisant
intervenir un tel espace d’états ?

Du point de vue quantitatif : le pire cas est-il réaliste,
dans le sens suivant : un processus en pratique a-t-il un
nombre d’exécutions proche du pire cas ? Si oui, est-il
réaliste de tenter d’extraire des informations d’un espace
d’états de taille exponentielle, voire factorielle ? Quelle
est l’explosion engendrée par un grand processus typique ?
Mais, un processus typique, de quoi s’agit-il ?

Un problème central de la concurrence réside dans le
fait de vérifier que certaines propriétés sont satisfaites
par chaque exécution. En effet, les processus concurrents
ont régulièrement des comportements inattendus et à
proscrire, par exemple des interblocages entre plusieurs
sous-processus, ou deadlocks. Le parcours exhaustif de
l’ensemble de l’espace d’états (i.e. de toutes les exécu-
tions) est une technique appelée model checking (cf. par
exemple [CGP99]). Néanmoins il semble évident que
cette approche ne passe pas à l’échelle lorsque la taille des
processus augmente. Ainsi, afin de vérifier un système,
plusieurs points algorithmiques semblent incontournables.

Du point de vue algorithmique : étant donné un proces-
sus, peut-on dimensionner le nombre de comportements
des processus ? Un processus peut-il être analysé, non pas
explicitement mais statistiquement ? Peut-on en analyser
seulement une partie des comportements, sans introduire
de biais dans le choix de ces comportements ?

C’est pour répondre à ce type de questions quantita-
tives et algorithmiques, que nous avons commencé par
quantifier de façon très fine et avec des méthodes élabo-
rées, l’explosion combinatoire de modèles de plus en plus
aboutis issus de la concurrence. Nous estimons cette pre-
mière étape quasiment incontournable, pour obtenir dans
un second temps des approches algorithmiques efficaces
sur des processus fixés : par exemple dimensionner son
espace d’états, ou effectuer de la génération aléatoire uni-
forme d’exécutions ou de leurs préfixes. Notre approche
se justifie a posteriori en remarquant que nos descriptions
efficaces d’algorithmes reposent sur la maîtrise que nous
nous sommes faites de la combinatoire associée aux pro-
cessus de plus en plus expressifs.
À travers nos études, nous avons aussi eu pour but

d’enrichir les outils de combinatoire analytique, en par-
ticulier les structures (arborescentes, ou de graphes) éti-
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quetées avec contraintes. Ainsi, pour pouvoir se concen-
trer sur certaines structures combinatoires, nous avons
accepté en conséquence d’introduire certaines restrictions
dans les modèles de concurrence. Néanmoins, l’un de nos
buts originels consiste à comprendre quels opérateurs fon-
damentaux engendrent l’explosion combinatoire classique
du modèle CCS. Trois concepts semblent incontournables :
il s’agit de la mise en parallèle de plusieurs processus, du
choix non-déterministe de plusieurs processus et de la syn-
chronisation de plusieurs processus. Les comprendre d’un
point de vue combinatoire permet, par exemple, d’envi-
sager des manières de contrer l’essor de l’espace d’états,
mais aussi de produire des algorithmes, ad hoc, efficaces
en moyenne (suivant des distributions adéquates). Notre
approche consiste à étudier les modèles de façon incré-
mentale, en ajoutant les opérateurs ou concepts les uns
après les autres afin de comprendre leurs interactions et
d’adapter nos outils permettant le comptage d’exécutions
(résultats quantitatifs) et la génération aléatoire d’exécu-
tions (notamment pour réaliser de la vérification statis-
tique).
Dans ce mémoire, nous nous concentrons davantage sur

les structures combinatoires, en exhibant leur signification
pour la concurrence, plutôt que l’inverse : nous proposons
ainsi une justification a posteriori de nos modèles. Nous
avons réalisé ce choix pour la raison suivante : bien que
nos études soient centrées sur des problèmes issus de la
concurrence, les méthodes proposées font intervenir des
structures combinatoires complexes, naturelles, et plutôt
mal connues (ou même inconnues) et nous souhaitons en
conséquence, ici, les mettre en avant, les étudier combi-
natoirement et ensuite les appliquer à la concurrence tout
en mettant en perspective d’autres domaines dans lesquels
elles pourraient être appliquées (par exemple, la théorie
des ordres partiels).
Deux structures sont omniprésentes dans toute cette

partie. Étant donné un processus, nous avons sa repré-
sentation syntaxique qui correspond à la manière dont il
est fondé. Cette représentation syntaxique est basée sur
une composition de règles permettant de construire des
processus dont la taille est de plus en plus grande. Dans
nos premiers travaux, l’objet syntaxique est construit à
partir d’une spécification, c’est un objet décomposable
(dans les termes de Flajolet et Sedgewick [FS09]). Ce
n’est plus tout à fait le cas lorsque nous nous intéressons
aux processus en toute généralité. La plupart du temps,
l’objet syntaxique a une structure d’arbre ou de graphe
acyclique dirigé (DAG). La seconde structure fondamen-
tale est la représentation sémantique associée à la syntaxe
d’un processus. Cette structure sémantique est un enco-
dage de l’ensemble des comportements valides du proces-
sus, c’est-à-dire l’ensemble de ses exécutions possibles (ou
ordres d’exécution des actions qui le composent). Dans
cette partie du mémoire, cette structure sémantique est
arborescente : les préfixes communs des exécutions sont
partagés. Dans la partie concernant les perspectives de
notre travail, Section 13.2, nous introduisons brièvement
la notion de DAG sémantiques qui sont obtenus via un

second partage : le partage des suffixes communs des exé-
cutions.

Au fil de cette partie dédiée à la concurrence d’un
point de vue quantitatif, nous allons étudier les modélisa-
tions combinatoires de la syntaxe et de la sémantique in-
duites par le parallélisme, dans un premier temps, le non-
déterminisme, dans un second temps, puis la synchroni-
sation dans un troisième temps. La complexité technique
de la combinatoire induite augmentant au fur et à me-
sure que les concepts de concurrence se mélangent, nous
ne serons pas en mesure d’étudier, quantitativement et
algorithmiquement, un grand processus quelconque, dans
le sens où il est construit sans aucune contrainte sur ces
trois piliers de la concurrence. Néanmoins, rappelons le
résultat de Brightwell et Winkler [BW91] qui, adapté au
contexte de la concurrence, affirme que le comptage des
exécutions d’un processus concurrent, en toute généra-
lité, est un problème #P-complet. Bien que ce résultat
ne donne pas d’information sur les études quantitatives
en moyenne, nous avons tout de même choisi des études
de sous-classes de processus aussi bien pour les aspects
quantitatifs qu’algorithmiques.

Remarquons que dans les études que nous avons me-
nées dans nos articles, et ce, pour l’ensemble des modèles,
notre but a été de travailler directement sur la structure
syntaxique en se privant de toute construction séman-
tique. Cette contrainte très forte, nous évite en particu-
lier toute explosion combinatoire : nos structures annexes,
techniques, sont de taille de l’ordre au plus en Opn2q pour
un processus de taille syntaxique n.

Néanmoins, à l’instar de nombreux travaux qui tra-
vaillent sur les structures sémantiques (de taille expo-
nentielle !), par exemple [God96, Val89] et d’autres cités
dans [Sen07], nous envisageons à court terme (cf. Sec-
tion 13.2) d’étudier quantitativement si des compressions
dans la représentation sémantique, par exemple en exploi-
tant des symétries au sein des exécutions, permettraient
de réduire de façon drastique la taille de l’espace d’états.

Enfin, à moyen terme, nous envisageons d’assembler nos
briques élémentaires afin de pouvoir présenter un outil de
vérification statistique, c’est-à-dire une approche permet-
tant d’explorer les comportements d’un processus, non
pas de façon exhaustive, mais de façon probabiliste en
ayant le contrôle de la distribution de probabilité sous-
jacente, et par conséquent en étant capables de calculer
des statistiques par exemple concernant la proportion de
l’espace d’état vérifiée : il s’agit de la notion classique de
couverture de vérification. Ce but est également visé dans
l’article de Denise et al. [DGG`12] mais leur approche se
base sur une représentation de la sémantique du système,
structure que nous souhaitons éviter de construire.

Finalement, les résultats présentés dans le contexte de
la concurrence peuvent être traduits dans la théorie des
ordres partiels. En effet, nous modélisons les processus
concurrents via des ensembles d’actions auxquels nous as-
socions un ensemble de règles de précédence. C’est ce lien
qui nous permet d’obtenir des informations exploitables
pour la théorie de la concurrence.
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Modèles arborescents

Quel est, en moyenne, le nombre d’exécutions d’un pro-
cessus de taille n ? On se directement rend compte que
le pire cas (l’explosion combinatoire la plus grande) cor-
respond à la mise en parallèle de n actions et donc, tous
les ordres d’exécution sont valides. Le cas, opposé, dans le
sens qui induit le moins d’exécutions valides, correspond
au processus en fil : il ne contient aucune action en paral-
lèle. Sa correspondance sémantique associée ne contient
qu’une seule exécution. Entre ces deux cas extrémaux,
en choisissant uniformément au hasard un processus, de
grande taille, peut-on avoir une idée du nombre d’exécu-
tions de ce processus ?
Une seconde mesure, plus fine, consiste en l’étude du

nombre de préfixes d’exécutions de longueur k dans un
processus de taille n (n ě k). Peut-on quantifier com-
ment se comporte l’explosion combinatoire lorsque k évo-
lue (entre 1 et n) ? Cette analyse nous donne des in-
formations de dimensionnement de la représentation sé-
mantique associée à un processus. En particulier, dans la
structure sémantique, nous partageons les préfixes d’exé-
cutions identiques. Cette mesure permet donc de quanti-
fier le taux de partage des exécutions au sein de la séman-
tique.

7.1 Arbres croissants et processus
parallèle

Nous considérons ici le fait que des processus puissent
être mis en parallèle, et exécutés au fur et à mesure dans
n’importe quel ordre tant que les contraintes de précé-
dence internes à chaque processus sont respectées. Par la
suite, l’opérateur de mise en parallèle sera noté ‖. Si un
processus est composé de deux suites d’actions en paral-
lèle (deux séquences d’atomes d’un point de vue combina-
toire), on se rend immédiatement compte qu’une exécu-
tion n’est rien d’autre que l’entrelacement des actions de
ces deux suites. Nous intégrons naturellement un aspect
récursif dans la composition des processus, et ainsi nous
nous intéressons en conséquence à l’entrelacement au sein
de structures arborescentes. Plus particulièrement, nous
voulons dans un premier temps avoir des mesures quan-
titatives typiques concernant les exécutions de processus
construits avec le parallélisme et la séquence. Naturelle-
ment, nous allons modéliser ces deux opérateurs, au sein

de structures syntaxiques arborescentes.

À travers les articles [18, 8] et [23], nous nous sommes
intéressés aux quatre modèles les plus simples dans ce
contexte. D’un point de vue structurel, nous avons consi-
déré les arbres généraux (dont les nœuds internes ont une
arité arbitraire) et les arbres unaires-binaires. D’un point
de vue spatial, nous avons étudié les configurations planes
et non planes. Le point de départ général de cette étude en
largeur consiste à comprendre si l’un des modèles semble
plus pertinent que les autres du point de vue des résultats
quantitatifs.

Du côté de la technique, la modélisation via des nœuds
d’arité arbitraire a un intérêt majeur : elle permet d’enco-
der structurellement les deux opérateurs (séquence et pa-
rallèle) et donc ne contient qu’un seul type de nœud avec
une information atomique. La structure binaire n’étant
pas suffisamment riche, deux types de nœuds sont néces-
saires pour représenter la syntaxe des processus concur-
rents. Cet encodage, incontournable, n’apporte cependant
pas davantage d’expressivité. De plus, on va s’apercevoir
qu’il est la source de problèmes techniques profonds dans
l’étude quantitative. Notons toutefois que les deux mo-
dèles ne sont pas complètement équivalents d’un point de
vue étude en moyenne. Utiliser une structure non binaire
correspond à l’utilisation une règle d’associativité entre
les sous-processus en parallèle. Ainsi, alors que les deux
processus pP ‖ Qq ‖ R et P ‖ pQ ‖ Rq sont a priori
considérés comme deux processus distincts, si l’on utilise
la règle d’associativité de l’opérateur parallèle, ce dernier
est considéré d’arité arbitraire (strictement plus grande
que 1) et les deux processus précédents sont encodés en
un unique processus P ‖ Q ‖ R, appelé forme normale de
ces processus.

Le modèle qui apparait comme étant le plus simple
d’un point de vue combinatoire est le modèle ar-
borescent plan et dont les nœuds sont d’arité arbi-
traire : de ces faits, il est nommé processus géné-
ral plan 1. Donnons sa syntaxe formelle puis des rai-
sons qui le rendent plus simples que d’autres modèles.

1. Un processus général n’est pas un processus quelconque. Sa
structure est bien plus contrainte.
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Figure 7.1 – Un processus général (à gauche) et l’arbre
syntaxique associé (à droite).

Définition 7.1.1 (Processus général plan)

— une action atomique, notée α, est un processus,
appelé processus atomique,

— un processus P , préfixé par une action α, noté
α.P , est un processus, appelé processus préfixé,

— la composition en parallèle P1 ‖ . . . ‖ Pn d’un
nombre fini de processus préfixés est un processus.

La taille d’un processus est le nombre d’actions qu’il
contient. Chaque action est identifiée à une étiquette
unique (une lettre alphabétique). Les étiquettes en elles-
mêmes n’ont pas de signification. Autrement dit, deux
processus sont équivalents si les étiquettes du premier
peuvent être renommées de façon bijective vers celles du
second. Notons également que la composition en paral-
lèle est vue comme une suite, c’est-à-dire que l’ordre des
sous-processus P1, P2, . . . , Pn est pris en compte.
Commençons par remarquer que cette grammaire défi-

nit l’opérateur parallèle comme étant un opérateur as-
sociatif (arité arbitraire) et que seules les formes nor-
males sont considérées : deux opérateurs parallèle ne
peuvent pas se succéder, dit autrement, dans la compo-
sition P1 ‖ . . . ‖ Pn, aucun des sous-processus Pi n’est
une composition en parallèle. De plus, pour les résultats
quantitatifs à venir, nous nous restreignons aux processus
préfixés de taille n et ne considérons pas les compositions
en parallèle de taille n, ces-dernières étant en bijection
avec les processus préfixés de taille n` 1.
Sur la Figure 7.1, on a, à gauche, le processus général

a.b.pc ‖ d.pe ‖ f ‖ gqq,

représenté sous forme arborescente. Du côté droit, on a
représenté le modèle combinatoire associé, appelé arbre
syntaxique : un arbre enraciné plan dont chaque nœud,
d’arité arbitraire, est décoré par une action. Le processus,
donné en exemple, a pour taille 7. Enfin, notons que ce
processus est équivalent au processus b.a.pr ‖ d.pe ‖ f ‖
gqq, dont seuls les noms d’actions sont distincts.

L’arbre syntaxique contient les actions, et les relations
de précédence. Celles-ci sont orientés dans le sens où un
nœud µ est dessiné au dessus d’un second nœud ν, et qu’il
partagent une arête, alors µ doit être exécuté avant ν.
Les arêtes de transitivité ne sont pas représentées. Enfin,
notons que pour ce premier modèle, l’arbre syntaxique
est plongé dans le plan, donc l’ordre gauche/droite des
enfants d’un nœud est important.

Ce premier modèle d’arbre syntaxique est un modèle
combinatoire arborescent très classique. Dans le contexte
de la combinatoire analytique, on le spécifie via l’équa-
tion récursive G “ Z ¨SeqG. Cette spécification, non am-
bigüe, décompose un arbre syntaxique (de la classe G) en
affirmant qu’un arbre possède une racine (représentée par
l’atome Z, dont la taille vaut 1) qui est suivie (éventuelle-
ment) par un nombre arbitraire de descendants, qui sont
eux-mêmes des arbres syntaxiques de la classe G. Ce mo-
dèle combinatoire facile à analyser, rendra les calculs de
mesures en moyenne moins techniques que lorsque l’on se
base sur une structure syntaxique plus complexe (cf. par
exemple les modèles non arborescents du Chapitre 8).

Introduisons désormais la modélisation sans la règle
d’associativité : les processus unaires-binaires plans et
présentons les principaux changements par rapport au
modèle général.
Définition 7.1.2 (Processus binaire plan)

— une action atomique, notée α, est un processus,
appelé processus atomique

— un processus P , préfixé par une action α, noté
α.P , est un processus, appelé processus préfixé,

— la composition en parallèle P1 ‖ P2 de deux pro-
cessus (quelconques) est un processus.

Comme dans le modèle général, chaque action ne peut
apparaître qu’une seule fois dans un processus. Dans ce
modèle, deux processus mis en parallèle ne sont pas forcé-
ment préfixés. Comme auparavant, la taille d’un processus
est le nombre d’actions qu’il contient.
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Figure 7.2 – Un processus binaire (à gauche) et l’arbre
syntaxique associé (à droite).

Sur la Figure 7.2, on a, à gauche, le processus binaire,

pa.bq ‖ rpc ‖ dq ‖ pe.pf ‖ gqqs,

représenté sous forme arborescente. Du côté droit de la
figure, on a représenté l’arbre syntaxique associé. Notons
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que dans celui-ci, l’opérateur ‖ ne peut pas être omis.
Une spécification de la classe des arbres syntaxiques
binaires est B “ Z `Z ˆB`BˆB, l’atome Z marquant
les actions. Les nœuds contenant l’opérateur ‖ ne sont
pas marqués, ne comptant pas dans la taille.

La mesure fondamentale pour un processus donné, est
le nombre de ses exécutions, en définissant une exécution
comme étant un ordonnancement de ses actions vérifiant
les contraintes de précédence. On a ainsi un premier ré-
sultat, à la base des analyses quantitatives des processus
concurrents.
Proposition 7.1.3

Soit P un processus (général ou binaire). Le nombre
d’exécutions de P est égal au nombre d’étiquetages
croissants des actions de son arbre syntaxique.

a, 1

b, 2

c, 5 d, 3

e, 4 f, 7 g, 6

‖

a, 1

b, 5

‖

‖

c, 2 d, 7

e, 3

‖

f, 4 g, 6

Figure 7.3 – Une exécution des deux processus (général et
binaire).

Notons qu’une structure combinatoire de taille n est dite
étiquetée croissante si chacun de ses atomes est associé
à un entier entre 1 et n, chaque entier apparaît dans la
structure, et les chemins de la racine aux feuilles de la
structure contiennent tous une suite d’entiers croissante.
Les deux exécutions des processus représentées sur la

Figure 7.3 correspondent aux exécutions xa, b, d, e, c, f, gy
et xa, c, e, f, b, g, dy des processus général et binaire
donnés en exemple (cf. Figures 7.1 et 7.2).

Dans un premier temps, concernant les résultats quan-
titatifs, nous remarquons que les deux modèles se com-
portent probablement différemment en moyenne. En effet,
il n’y a pas d’isomorphisme entre les processus binaires
et les processus généraux. Nous avons une surjection : à
chaque processus binaire on peut associer un processus
général, mais le nombre de de processus binaires associés
à chaque processus général est variable. Ainsi, du fait que
nous nous intéressons à des valeurs typiques, c’est-à-dire
en moyenne pour des processus de très grandes tailles, il
est probable que ces moyennes soient biaisées suivant le
modèle.

Pour un arbre syntaxique donné, il est classique (cf. l’ar-
ticle [CES86]) d’étudier sa correspondance sémantique.
L’arbre sémantique associé à un processus représente l’en-
semble de ses exécutions sous forme arborescente, avec
un partage des préfixes communs. Avant de définir for-
mellement l’arbre sémantique, rappelons quelques défini-
tions classiques dans le cadre de structures arborescentes.

Étant donné un arbre et ν l’un de ses nœuds. Les enfants
de ν sont les nœuds descendants directement reliés à ν.
L’ensemble des descendants de ν contient tous les enfants
de ν, et récursivement l’ensemble des descendants de cha-
cun de ses enfants. Le sous-arbre enraciné en ν est formé
de ν et de l’ensemble de ses descendants. Nous considé-
rons les arbres sémantiques comme des arbres enracinés,
plans et d’arité quelconque. Leurs nœuds sont décorés via
un nom d’action. Remarquons, dans la Figure 7.4 que le
même nom d’action apparaît dans différents nœuds.
Afin de comprendre la structure de l’arbre séman-

tique associé à un processus général (plan), explicitons
sa construction via les deux définitions suivantes.
Définition 7.1.4

Soit T un arbre syntaxique et v1, . . . , vr les enfants
de la racine. Pour i P t1, . . . , ru, la i-contraction
de T est l’arbre plan, enraciné en vi dont les descen-
dants, ordonnés de gauche à droite, sont les sous-arbres
T pv1q, . . . , T pvi´1q, T pvi1 q, . . . , T pvim q, T pvi`1q, . . . , T pvrq, tel
que T pνq correspond au sous-arbre de T enraciné en
ν et les sous-arbres T pvi1q, . . . , T pvimq sont les descen-
dants de T pviq. Notons T C i la i-contraction de T .

Si T est a

cb f

d e

alors T C 2 est c

d eb f

.

Nous remarquons, ici, que l’action a de la racine est rem-
placée par l’action de son second enfant c. Désormais, la
construction de l’arbre sémantique suit la récurrence sui-
vante.
Définition 7.1.5

Soit T un arbre syntaxique et ShufpT q l’arbre séman-
tique associé, définit récursivement par :

— si T est une feuille, alors ShufpT q “ T ,
— si T est enraciné en ν d’arité r ě 0, alors ShufpT q

est l’arbre plan enraciné en ν dont les sous-arbres
enracinés en ses enfants sont, de gauche à droite
ShufpT C 1 q, . . . ,ShufpT C r q.

Une exécution du processus T est la séquence d’actions
stockée dans une branche de ShufpT q (de la racine à
une feuille).

La construction de l’arbre sémantique associé à un pro-
cessus binaire, est similaire à celle du modèle général.
Cet arbre sémantique est (enraciné et plan) d’arité quel-
conque. En dehors de la racine, chaque nœud de l’arbre sé-
mantique est décoré par une action. Si le processus global
n’est pas un processus préfixé, comme dans notre exemple
de la Figure 7.2, alors la racine de l’arbre sémantique n’est
pas décorée : cf. la Figure 7.4.
Proposition 7.1.6
Pour le modèle de processus généraux, il y a un isomor-
phisme entre l’ensemble des arbres syntaxiques et l’en-
semble des arbres sémantiques. Pour le modèle de pro-
cessus binaires, de nombreux arbres syntaxiques sont
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Figure 7.4 – Les arbres sémantiques induit par le processus (général au dessus, les premiers niveaux du binaire en dessous).

associés au même arbre sémantique.

En intégrant la règle de commutativité de l’opérateur
parallèle, i.e. P ‖ Q “ Q ‖ P , on passe naturellement
des arbres syntaxiques plans aux arbres non plans. Ainsi,
un nœud interne, a désormais un ensemble d’enfants plu-
tôt qu’une séquence d’enfants. Cette adaptation, classique
d’un point de vue combinatoire, se réfère aux travaux
de Pólya [Pó37], et permet en particulier d’énumérer les
structures arborescentes à symétrie près (par rapport aux
enfants d’un nœud, et récursivement). Dans le livre de
Flajolet et Sedgewick, ces derniers résultats sont intégrés
au sein de la combinatoire analytique (par exemple [FS09,
p. 475–477] pour les arbres généraux non plans). Dès lors
que les arbres syntaxiques sont non-plans, il est naturel
qu’il en soit de même pour les arbres sémantiques. Néan-
moins, leurs caractéristiques qui nous intéressent ne sont
pas impactées par le fait qu’ils soient considérés comme
plans ou non.
Enfin, notons que dans le cas binaire, les nœuds internes

binaires ont un ensemble de deux enfants au lieu d’une
paire ordonnée. On se réfère aussi aux résultats établis
par Pólya pour ce cas-là.

Les études quantitatives qui nous intéressent sont basées
sur l’analyse de paramètres des arbres sémantiques. Il est
commun de dire qu’on a affaire à une explosion combina-
toire lors du passage de l’arbre syntaxique au sémantique.
Nous nous intéressons à quantifier cette explosion.

7.1.1 Nombre moyen d’exécutions
La mesure fondamentale du nombre d’exécutions des

processus est le fil conducteur de nos études quantita-
tives des modèles de plus en plus riches concernant les
processus concurrents. Dans plusieurs modèles, nous nous
sommes également intéressés au profil moyen des arbres
sémantiques. En effet, cette mesure nous permet de ca-
librer convenablement des algorithmes aléatoires permet-

tant d’explorer les arbres sémantiques jusqu’à une profon-
deur fixée, comme nous le verrons dans la Section 10.1.

Enfin rappelons que les résultats quantitatifs sont im-
pactés par la planarité ou non d’un modèle. D’un point
de vue technique, notons qu’en général, l’étude du modèle
plan permet d’obtenir des expressions exactes concernant
les résultats moyens. Mais dès que l’on s’intéresse aux
modèles non plans, la théorie de Pólya [Pó37] concernant
l’énumération des arbres permet d’obtenir des approxi-
mations sans pouvoir espérer de formules exactes.
Théorème 7.1.7

Soit Ēn le nombre moyen d’exécutions des processus
parallèle de taille n. Il existe des constantes 2α et β
telles que

Ēn „
nÑ8

α βn n!.

Le tableau de la Figure 7.5 présente les valeurs de α et
β suivant que le modèle soit général ou binaire, plan ou
non. Nous avons déjà noté que le nombre d’exécutions du

général plan général non-plan
α “ 2 «

?
n ¨ 2.2731 . . .

β “ 1{2 « 0.33832 . . .
binaire plan binaire non-plan

α « 1.1566 . . . « 1.2431 . . .
β « 0.79287 . . . « 0.64156 . . .

Figure 7.5 – Valeurs numériques correspondantes au
Théorème 7.1.7.

processus où toutes les actions sont en parallèle est de
l’ordre de n!. Nous remarquons toutefois que le nombre
moyen d’exécutions est en dessous de cette valeur maxi-
male, d’un facteur exponentiel. Mais même en moyenne,

2. Dans le Théorème 7.1.7, α et β sont des constantes, sauf dans
le modèle général non plan.
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le nombre de feuilles des arbres sémantiques explose par
rapport à la taille des arbres syntaxiques.
Démonstration (idées) : L’idée fondamentale consiste à

compter le nombre d’arbres syntaxiques croissants (avec
les contraintes structurelles associées au modèle d’arbres).
Intéressons-nous, par exemple, aux processus généraux
plans. La classe combinatoire 3 Grcs de ces arbres étiquetés
croissants vérifie la spécification suivante

Grcs “ Z˝
‹ Seq Grcs.

Le produit de Greene ˝
‹ a été introduit dans la

thèse [Gre83]. Il encode le fait que l’étiquette la plus pe-
tite de la structure est située dans la première composante
du produit (réduite à Z ici). Récursivement, la spécifica-
tion encode bien les arbres croissants (étiquetés de 1 à n).
La méthode symbolique ([FS09, p. 139]) traduit la spé-
cification en une équation intégrale vérifiée par la série
génératrice exponentielle Grcspzq associée à Grcs. Sa réso-
lution et l’extraction du n-ième coefficient sont classiques.

Nous remarquons, en prenant en considération des mo-
dèles non-plans, que le nombre moyen d’exécutions est
nettement inférieur. En effet, plus les actions sont en pa-
rallèle, plus les structures arborescentes sont symétriques
et alors plus le nombre d’exécutions est grand. Néan-
moins, bien que les quantités soient exponentiellement
éloignées, les formes des asymptotiques sont relativement
similaires, ce qui fait résonance à ce que Flajolet et Sed-
gewick ont écrit (cf. [FS09, p. 71–72]) :

“[. . .] (some) universal law governs the singula-
rities of simple tree generating functions, either
plane or non-plane [. . .]”.

On peut donc en conclure que les résultats sont plutôt
robustes aux modifications induites par ces quatre mo-
dèles combinatoires, et donc le choix d’un modèle dont
l’analyse est la plus simple, ne perturbe pas l’essence des
résultats obtenus. De plus, les valeurs typiques obtenues
par des moyennes arithmétique ou géométrique (nous sa-
vons que cette dernière est moins impactées par les cas
extrémaux, cf. l’article [8]), ne sont pas non plus fonda-
mentalement impactées par la combinatoire associée à la
structure encodant la syntaxe des processus concurrents.

7.1.2 Profil moyen de l’arbre sémantique
En pratique, il pourrait être intéressant de construire

entièrement l’arbre sémantique d’un processus donné.
Néanmoins, bien rapidement, lorsque la taille du proces-
sus croît, on se rend compte que ce n’est pas envisageable.
Est-il possible, efficacement, de calculer dans un premier
temps le nombre de nœuds de l’arbre sémantique, et éven-
tuellement sa répartition par niveau, i.e. son profil ?

La notion-clé lorsque l’on s’intéresse au profil des arbres
sémantiques repose sur une structure extraite de l’arbre
syntaxique. Cette structure particulière apparaît aussi

3. Lorsque A désigne une classe combinatoire de structures non
étiquetées, la classe Arcs désigne la classe des objets de A étiquetés
de façon croissante.

dans un contexte plus algébrique [CK98], sous le nom de
coupe admissible.
Définition 7.1.8

Soit T un arbre syntaxique de taille n. Une coupe
admissible de T , de taille ` P t1, . . . , nu est obtenue en
supprimant itérativement n´ ` feuilles 4de T .
Une coupe admissible est dite croissante si ses actions
sont étiquetées de façon croissante.

a

b

d

f g

‖

a

b

‖

c e

Figure 7.6 – Une coupe admissible de chacun des processus
des Figures 7.1 et 7.2.

Avant de s’intéresser précisément au profil, énonçons
un résultat concernant la taille globale de l’arbre séman-
tique. Commençons par les remarques suivantes : la racine
d’une arbre est au niveau 0 ; pour un arbre syntaxique T
(de taille n), le nombre de nœuds du niveau `´ 1 de son
sémantique correspond au cumul du nombre de coupes ad-
missibles croissantes de taille ` de T (avec ` P t1, . . . , nu).
Théorème 7.1.9

Soit Ēn le nombre moyen d’exécutions des processus
de taille n, soit k P t0, . . . , n ´ 1u une constante, et
V̄n´1´k
n le nombre moyen de nœuds au niveau n´1´k

des arbres sémantiques issus des processus de taille n.
Pour les modèles de processus généraux plans, binaires
plans ou non, on a

V̄n´1´k
n „

nÑ8

Ēn
k! .

Soit V̄n la taille moyenne des arbres sémantiques issus
des processus de taille n. Pour les modèles de processus
généraux plans et binaires, plans ou non, on a

V̄n „
nÑ8

e ¨ Ēn.

Dans un arbre sémantique, les deux derniers niveaux ont
le même nombre de nœuds (lorsque l’on a exécuté l’avant
dernière action, il n’en reste plus qu’une seule à exécuter).
Ainsi, en moyenne, les deux derniers niveaux des arbres
sémantiques contiennent 2 ¨ Ēn, c’est-à-dire une partie non
négligeable de la taille globale.
Démonstration (idées) : L’idée fondamentale consiste à

exhiber les coupes admissibles d’une taille fixée n ´ k
induites par les arbres syntaxiques de taille n (avec les
contraintes structurelles associées au modèle d’arbres).
Dès lors, il reste à les étiqueter de façon croissante afin

4. Dans les modèles binaires, si la suppression d’une feuille rend
un nœud ‖ sans aucun enfant ou avec un unique enfant, on élimine
également ce nœud ‖.



32 Chapitre 7. Modèles arborescents

d’obtenir le cumul du nombre de nœuds au niveau n ´
1 ´ k dans l’ensemble des arbres sémantiques issus des
syntaxiques de taille n.

Sur la Figure 7.7, nous avons généré uniformément deux
arbres de taille 40 (parmi tous les arbres généraux plans
de taille 40). Nous avons représenté dans la même cou-
leur que l’arbre syntaxique le profil de son sémantique
(en échelle logarithmique). Le profil en rouge correspond
au profil moyen sur l’ensemble des arbres de taille 40. On
remarque que l’arbre syntaxique en bleu possède davan-
tage d’actions en parallèle que celui en noir ; le profil en
bleu est très proche du profil moyen, mais il reste en-deçà
tout de même. La moyenne semble très fortement biaisée
par les arbres où la plupart des actions sont en parallèle.
Expérimentalement, le Théorème 7.1.9 est également

valide pour le modèle de processus généraux non-plans. La
preuve n’a pas encore été écrite, mais l’approche simplifiée
utilisée pour les processus binaires semblent être possible.

7.2 Parallélisme et choix non-
déterministe

Dans l’article [19], au parallélisme, nous ajoutons un
nouvel opérateur : le choix non-déterministe. Lorsque des
processus sont précédés par l’opérateur de choix, exac-
tement un seul d’entre eux sera exécuté. Complétons la
Définition 7.1.1 pour définir les processus généraux plans
non-déterministes.
Définition 7.2.1 (Processus non-déterministe)

— une action atomique, notée α, est un processus,
appelé processus atomique,

— un processus P , préfixé par une action α, noté
α.P , est un processus, appelé processus préfixé,

— la composition en parallèle P1 ‖ . . . ‖ Pn d’un
nombre fini de processus préfixés est un processus,

— le choix non-déterministe P1`P2`. . . d’au moins
deux processus préfixés ou atomiques est un pro-
cessus.

Nous avons effectué l’analyse des processus généraux
plans non-déterministes. De la même manière que pré-
cédemment, nous nous intéressons aux processus pré-
fixés et aux processus dont la racine est un choix non-
déterministe. Nous laissons de côté les processus dont la
racine est une composition en parallèle. Par ailleurs, nous
pourrions relâcher la contrainte de planarité et aussi s’in-
téresser à des opérateurs binaires. Mais, ce qui nous in-
téresse ici, c’est d’analyser l’évolution de l’explosion com-
binatoire lorsque nous ajoutons ce nouvel opérateur de
choix. Le modèle général plan nous permet d’alléger la
partie technique, tout en permettant la comparaison avec
le modèle sans choix non-déterministe.
Intéressons-nous au processus exemple suivant

a.prpb.pc ‖ dqq ` es ‖ rf.ppg ` ph.pi ‖ jqq ` kq ‖ lqsq.

Sur la Figure 7.8, nous avons représenté l’arbre syn-
taxique du processus avec choix non-déterministe, ainsi
que la tête de l’arbre sémantique associé.

Présentons une spécification nous permettant d’énumé-
rer les arbres syntaxiques.

$

&

%

C “ C‖ ` C`
C‖ “ Z ˆ Seq pCq
C` “ C‖ ˆ C‖ ˆ SeqpC‖q

La classe combinatoire C correspond à l’ensemble de tous
les arbres syntaxiques. Elle se décompose en deux sous-
classes : C‖ contient les processus atomiques ou préfixés
et C` contient les processus enracinés par un choix non-
déterministe. La méthode symbolique nous permet de tra-
duire directement le spécification précédente. En résolvant
le système sur les séries génératrices, nous prouvons

Cpzq “
1
2

´

1´ z ´
a

1´ 6z ` z2
¯

;

Cn „
nÑ8

d

3
?

2´ 4
4πn3

´

3´ 2
?

2
¯´n

.

Pour un processus P , un choix global de P contient
l’ensemble des actions de P tel que si un sous-processus
est un choix non-déterministe, seule une de ses branches
apparaît dans le choix global. De façon plus formelle :
Définition 7.2.2

Soit P un processus général plan avec choix non-
déterministe. Un choix global de P , est un processus
obtenu en ne conservant qu’un seul enfant des nœuds
` de choix non-déterministe.

La Figure 7.9 présente un choix global Q issu du proces-
sus exemple. Nous remarquons désormais que, puisque les
nœuds contenant l’opérateur ` ne comptent pas dans la
taille du processus Q, ces nœuds peuvent être éliminés et
on obtient dès lors un processus parallèle.
Définition 7.2.3

Soit P un processus général plan avec choix
non-déterministe. Une exécution du processus non-
déterministe P est une exécution de l’un de ses choix
globaux.

Ainsi, xa, b, f, l, d, c, gy et xa, b, f, l, d, g, cy sont deux exé-
cutions de l’exemple issu du même choix global. L’exécu-
tion xa, e, f, h, i, j, ly est issue d’un autre choix global.

De par le comportement du choix non-déterministe,
nous observons immédiatement que, dans les arbres sé-
mantiques, en particulier celui de la Figure 7.8, désor-
mais les chemins partant de la racine et allant jusqu’à
une feuille dans l’arbre sémantique ne contiennent plus
tous les mêmes actions (et ne sont pas forcément de la
même longueur). De façon immédiate, on comprend que
le nouvel opérateur de choix réduit l’explosion combina-
toire, puisque toute action du processus n’est pas forcé-
ment exécutée.

Finalement, une exécution d’un processus non-
déterministe est l’étiquetage croissant des actions de l’un
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Figure 7.7 – Deux processus généraux plans de taille 40 et les profils de leurs sémantiques.

a

`

b

c d

e

f

` l

h

i j

g k

a

e

f

b

dc f

f

geb h k l

Figure 7.8 – L’arbre syntaxique d’un processus non-
déterministe et les trois premiers niveaux de son arbre sé-
mantique.

de ses choix globaux. On appellera aussi cet étiquetage
d’un choix global, étiquetage partiel croissant du proces-
sus non-déterministe. Sur la Figure 7.10, on a représenté
une exécution du processus avec choix non-déterministe
sous la forme d’un étiquetage partiel croissant du proces-
sus de la Figure 7.8. On obtient donc l’analogue de la
Proposition 7.1.3.

Proposition 7.2.4
Soit P un processus général plan avec choix non-
déterministe. Le nombre d’exécutions de P est égal au
nombre d’étiquetages partiels croissants (des actions)
de son arbre syntaxique.

Afin d’énumérer la classe associées au cumul du nombre
d’exécutions des processus (de même taille), nous procé-
dons comme auparavant : nous introduisons une seconde
variable qui marque les contraintes de croissance de cer-

a

`

b

c d

f

` l

g

Figure 7.9 – Un choix global du processus de la Figure 7.8.

a, 1

`

b, 2

c, 6 d, 5

e

f, 3

` l, 4

h

i j

g, 7 k

Figure 7.10 – Exécution xa, b, f, l, d, c, gy.

taines actions.
$

’

’

&

’

’

%

Crcs “ Crcs‖ ` Crcs`
Crcs‖ “ U˝

‹ Z ˆ Seq Crcs

Crcs` “ Crcs‖ ˆ C‖ ˆ Seq C‖ ` C‖ ˆ Seq C‖ ˆ Crcs‖ ˆ Seq C‖.

La marque Z est dédiée à chaque action alors que U ne
marque que les actions étiquetées. Dans le contexte de
la série bivariée Crcspz, uq, la série est ordinaire en z et
exponentielle en u.
Théorème 7.2.5

Soit Ēn le nombre moyen d’exécutions des processus pa-
rallèle avec choix non-déterministe de taille n. Il existe
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des constantes α et β telles que

Ēn „
nÑ8

α βn n!,

avec α « 5.5183 . . . et β « 0.34314 . . . .

Ce résultat est à comparer avec son analogue dans le
modèle général plan, sans choix non-déterministe (cf.
le Théorème 7.1.7), où nous montrons que Ēn „

nÑ8

n!{2n´1. Dans les arbres typiques, l’opérateur de choix
non-déterministe a un effet de coupe non négligeable par
rapport à l’explosion combinatoire.



Chapitre 8

Parallélisme et Synchronisation

Au parallélisme, nous ajoutons un nouveau concept :
la synchronisation. D’un point de vue concurrence, voilà
une définition informelle de la synchronisation. Suppo-
sons que l’on ait trois processus P1, P2 et P3. Les deux
premiers sont en parallèle ; le troisième ne peut être exé-
cuté que lorsque les deux premiers ont été entièrement
exécutés. Afin de contraindre ce comportement, à la suite
des processus P1 et P2, on ajoute une action dite de syn-
chronisation. Celle-ci sera suivie du processus P3.

Il est à noter que nous avons choisi de définir les pro-
cessus parallèle avec synchronisation, tels qu’ils puissent
être représentés via un graphe dirigé acyclique (DAG).
Ainsi, nous supposons que les synchronisations d’un pro-
cessus peuvent être définies statiquement et non dynami-
quement. De plus, nous introduisons la notion d’action
muette, qui permet d’éviter la représentation des opéra-
teurs au sein des DAG, comme dans le modèle de proces-
sus généraux.

8.1 Une unique synchronisation
Commençons par présenter un modèle simplifié : dans

un processus parallèle, nous ajoutons exactement une syn-
chronisation. Ce modèle a été présenté dans l’article [10].
Présentons un premier exemple du processus parallèle
ayant une synchronisation. Il s’agit d’une extension des
processus généraux plans. Dans le processus représenté à
gauche sur la Figure 8.1, avant de pouvoir exécuter l’ac-
tion h (donc aussi avant l et m), il faut avoir exécuté
les actions f et j. Par contre l’ordre d’exécution de g et
h n’est pas contraint. Sur la droite, on a représenté une
exécution valide xa, b, k, d, j, e, f, g, h,m, i, l, cy.
D’un point de vue structurel, on peut voir ce modèle

comme un graphe acyclique dirigé avec une contrainte
forte : on a une unique source (que nous appelons la ra-
cine) ; un unique nœud avec un degré entrant 2, les autres
nœuds ayant un degré entrant 1. Dès lors, une exécution
du processus correspond à un étiquetage croissant de la
structure de graphe.

Cependant, en dupliquant le nœud h, pour séparer les
enfants de f et ceux de j et en choisissant par exemple de
définir les descendant de h comme des descendants de f ,
on obtient à nouveau une structure arborescente particu-
lière (cf. la partie gauche de la Figure 8.2). Ce type d’arbre

a

b

c kd

e i j

f

g h

l m

a, 1

b, 2

c, 13 k, 3d, 4

e, 6 i, 11 j, 5

f, 7

g, 8 h, 9

l, 12 m, 10

Figure 8.1 – Un processus général avec une synchronisa-
tion h.

a, 1

b, 2

c, 13 k, 3d, 4

e, 6 i, 11 j, 5

h, 9f, 7

g, 8 h, 9

l, 12 m, 10

‚

:

‚

‚ ‚

::

‚

Figure 8.2 – (à gauche) Un processus général avec une
synchronisation, représenté sous forme arborescente ; (à
droite) Le squelette d’un processus avec une synchronisa-
tion.
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étiqueté est très intéressant d’un point de vue combina-
toire. Il s’agit d’une sorte d’arbre croissant avec une répé-
tition. Dans l’article [10] nous avons considéré exactement
l’arbre général plan croissant avec une étiquette répétée.
Dans la Section 11.1, nous poursuivons ce type de pers-
pective naturelle d’arbres croissants avec des répétitions
d’étiquettes.
Toutefois, dans ce mémoire, pour satisfaire davantage

notre contexte de concurrence, nous ajoutons également
une contrainte sur le deuxième nœud contenant l’étiquette
répétée (dans le parcours préfixe) : il ne contient pas d’en-
fant. Cette contrainte a été laissée de côté dans l’article
originel [10]. Néanmoins, l’adaptation est directe et l’ana-
lyse est complètement analogue. À première vue, les résul-
tats ne devraient pas être très éloignés de ceux concernant
les processus parallèle. En effet, seule une action est un
peu particulière.
Afin de spécifier aisément le problème, nous considé-

rons le squelette représenté à droite sur la Figure 8.2. Le
squelette est constitué d’une suite (éventuellement vide)
de nœuds noirs suivie d’un nœud bleu. Ce dernier est
suivi de deux suites (éventuellement vides) de nœuds noirs
qui se synchronisent au niveau du nœud rouge. Afin de
construire un processus général avec une synchronisation,
il suffit de substituer chaque type de nœud :
‚ remplacé par un nœud racine de 3 suites d’arbres
généraux plans

‚ remplacé par un nœud racine de 3 suites d’arbres
généraux plans

‚ remplacé par un nœud racine d’1 suite d’arbres gé-
néraux plans.

Proposition 8.1.1
Soit S la classe des processus généraux plans ayant une
synchronisation. La série génératrice ordinaire Spzq as-
sociée est telle que

Spzq “
z

2

`

1´
?

1´ 4z
˘4

`

4z ´ 1`
?

1´ 4z
˘3

Sn „
nÑ8

c

n

π
2n´2.

Le passage aux structures croissantes, peut se faire, dans
ce cas simple avec l’opérateur de Greene, même si nous
avons présenté une méthode plus élaborée, et plus géné-
rale dans l’article [10]).
Théorème 8.1.2

Soit Ēn le nombre moyen d’exécutions des processus
parallèle avec une synchronisation. On a

Ēn „
nÑ8

4
3 2´n n!.

En dehors de la constante multiplicative, nous retrouvons
le même résultat que pour les processus parallèle, géné-
raux et plans, ce qui semble raisonnable par rapport à la

a, 1

b, 4 e, 2

f, 5 h, 3

g, 7

c, 6

d, 9 i, 8

j, 10

Figure 8.3 – Un diamant binaire croissant, de source a et
de puits j.

modification minime dans les modèles.

8.2 DAG diamants
Afin d’augmenter l’expressivité du modèle, nous souhai-

tons rendre possible un nombre quelconque de synchroni-
sations, sans toutefois tomber dans le cas d’un processus
quelconque.

Une première approche consiste à construire récursive-
ment des objets de façon plutôt simple. Cette direction
peut être suivie en se basant sur la structure de dia-
mant que nous caractérisons informellement de la ma-
nière suivante. Un diamant est construit à partir de deux
nœuds particuliers : une source et un puits, tous deux
liés à un certain nombre de sous-structures qui sont des
diamants. Nous avons introduits cette structure de DAG
croissants dans notre article [24] qui fait écho à un ar-
ticle classique de la littérature [BFS92] sur les familles
d’arbres croissants. Bien que les structures d’arbres crois-
sants soient fondamentalement distinctes, la manière de
les étudier quantitativement et d’analyser les propriétés
typiques sont très similaires. Ces familles de structures
croissantes sont aussi caractérisées par des équations dif-
férentielles non linéaires d’ordre deux, qui ont été étudiées
notamment dans l’articles [KP12].

Une famille de diamants est définie via la spécification
suivante

D “ Z ` Z ˆGpDq ˆ Z.

La fonction G est la fonction qui définit les degrés de la fa-
mille de diamants : binaires, ternaires, généraux, plan ou
non, par exemple. Notons que cette structure non étique-
tée peut être vue comme une famille d’arbres. Mais, lors
de l’étiquetage croissant, c’est-à-dire pour l’énumération
des exécutions des diamants, on obtient la spécification
suivante, bien éloignée de la structure d’arbre croissant.

Drcs “ Z ` Z ˝ ‹GpDrcsq ‹ Z ‚.

Les deux opérateurs ‹˝ et ‹‚ sont les désormais clas-
siques produits de Greene [Gre83], signifiant, dans cette
équation, respectivement que le premier atome contient
l’étiquette la plus petite et le second, l’étiquette la plus
grande. Ces opérateurs ont été adaptés à la combinatoire
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analytique et sont présentés de façon détaillée [FS09, Sec-
tion II.6.3.].
Si nous nous restreignons au cas binaire, par exemple

Gpxq “ 1 ` x ` x2, on se retrouve dans le contexte des
fonctions elliptiques de Weierstrass [AS12], pour lesquelles
nous avons même la possibilité d’exhiber une formule
exacte du nombre de diamants croissants de taille n. Nous
avons représenté un diamant croissant binaire sur la Fi-
gure 8.3.
Théorème 8.2.1

Soit Ēn le nombre moyen d’exécutions des processus
binaires plans. On a

Ēn „
nÑ8

α
?
n βn n!,

avec α « 0.56633 . . . et β « 0.67159 . . . .

En comparaison avec le modèle d’arbres parallèles
binaires, le fait d’avoir des synchronisations diminue
la partie exponentielle de croissance (mais la partie
factorielle reste inchangée).

Parmi les différentes familles de diamants que l’on peut
construire, le modèle des diamants généraux plans se com-
porte de façon non classique. En voilà les spécification (les
diamants et leurs exécutions) :

D “ Z ` Z ˆ SeqpDq ˆ Z,
Drcs “ Z ` Z ˝ ‹ SeqpDrcsq ‹ Z ‚.

En effet, comme prouvé dans l’article [24], l’équivalent
asymptotique du nombre de diamants croissants se com-
porte ainsi

n! ρ1´n

n2?2 logn

˜

ÿ

0ďkăK

Pkplog lognq
plognqk `O

ˆ

plog lognqK

plognqK

˙

¸

.

Par ailleurs, dans la version longue de l’article, en prépara-
tion, nous prouvons que l’arité moyenne de la racine et la
longueur de cheminement moyenne, lorsque les diamants
sont grands, se comportent de façon non conventionnelles.
Les diamants croissants typiques de ce modèle sont très
écrasés : leur hauteur est très faible. Ainsi, en dehors de
notre contexte de la concurrence, ce modèle de graphes
pourrait avoir des application pour modéliser des graphes
avec quelques nœuds de très forts degrés.

8.3 DAG série-parallèle
La sous-classe des diamants est trop contrainte, dans

le sens où les mises en parallèle et synchronisation asso-
ciées ne sont que possibles récursivement dans une sous-
structure.

Nous allons nous concentrer sur l’équivalent de la sous-
classe de posets série-parallèle dans le contexte des pro-
cessus. Cette classe est très intéressante pour plusieurs
raisons. Tout d’abord, d’un point de vue structurel, de

nombreux problèmes difficiles dans les graphes géné-
raux peuvent être résolus en temps raisonnable dans les
graphes série-parallèle. Un certain nombre de résultats
combinatoires sur les posets série-parallèle sont présen-
tés par Stanley dans son livre [Sta86, chapitre 3]. Nos
résultats dans le contexte des processus concurrents ont
un écho direct pour la combinatoire des ordres partiels.

Nous choisissons de restreindre légèrement les DAG
série-parallèle auxquels nous nous intéressons aux DAG
binaires, qui correspondent à un ensemble classique de
processus : les processus Fork/Join qui rappellent le fonc-
tionnement des processus concurrents au sein des sys-
tèmes Linux. Cette contrainte d’opérateurs binaires ne
modifie pas les difficultés techniques d’analyse (cf. notre
article [26] justifiant ce point) comme cela a été le cas
dans les processus purement parallèle. Par ailleurs, du
point de vue algorithmique, nous y prouvons aussi que
la restriction binaire peut être adaptée de façon directe
pour s’appliquer aux processus série-parallèle généraux.
Informellement, un processus FJ est structuré tel la spé-
cification représentée sur la Figure 8.4.

FJ “ • | FJ

•

•

•

| FJ

•

•

•

•

FJ

•

•

FJ

•

Figure 8.4 – Les processus FJ .

Chaque nœud qui est suivi par deux sous-processus en
parallèle est appelé nœud Fork (par exemple a, b et h sur
la Figure 8.5) et est associé à une synchronisation, appelée
nœud Join (respectivement les nœuds h, g et k).
Définition 8.3.1
La spécification des processus FJ est

FJ “ ‚ | ‚ ˆ FJ | ‚ ˆ pFJ ˆ FJ q ˆ FJ .

La spécification de la classe FJ laisse envisager un
isomorphisme avec une certaine classe arborescente, les
arbres dont les nœuds sont d’arité 0, 1 ou 3. La Figure 8.5
présente un isomorphisme possible. Il s’agit d’une famille
d’arbres simplement générés (cf. [FS09]). L’analyse quan-
titative de tels arbres (non étiquetés) est classique.
Proposition 8.3.2

Soit F pzq la série génératrice de la classe FJ . On a

F pzq “ ´2
c

1´ z
3z

sin

¨

˚

˝

π

6
`

2
3

arctan

¨

˚

˝

2
b

1´ 3z ` 3z2 ´ 31
4 z

3

p3zq3{2 ´ 2p1´ zq3{2

˛

‹

‚

˛

‹

‚

.

Le nombre de processus FJ de taille n est asymptoti-
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a

b c

d e
f

g

h

i j

k

l

cb

a

fed g

h

ji k

l

Figure 8.5 – Les processus FJ encodés par des arbres
ternaires.

quement,

Fn „
nÑ8

1
2

c

1
3 `

1
22{3

ρ´n
?
πn3

,

avec la singularité dominante ρ “ p1` 3 ¨ 2´2{3q´1.

Si nous souhaitons désormais nous intéresser aux exécu-
tions des processus FJ , c’est-à-dire aux structures de la
classe FJ , que nous étiquetons de façon croissante, nous
nous rendons rapidement compte que le produit de Greene
ne permet pas de gérer efficacement cet étiquetage, aussi
bien pour la mise en parallèle que la mise en série de plu-
sieurs sous-processus : cf. [10] mais également [26].

8.3.1 Produit ordonné
Dès la section précédente, relative aux processus avec

une synchronisation, nous nous sommes aperçus que le
produit contraint de Greene n’était pas le mieux adapté
à notre contexte. Nous pourrions bien entendu ré-encoder
nos problèmes de croissances avec le produit de Greene,
mais la spécification contiendrait probablement autant de
termes qu’il y a d’exécutions à compter. En effet, il fau-
drait en quelque sorte gérer l’entrelacement explicitement
dans la spécification, qui naturellement deviendrait de
taille exponentielle. Il est donc évident que cette approche
ne peut être envisagée.
Voilà l’approche que nous avons présentée dans l’ar-

ticle [26]. Il nous faut définir un produit qui permette d’en-
coder une contrainte plus forte et plus globale. En effet,
sur l’exemple de la Figure 8.5, toute exécution est telle que
les étiquettes des actions de a à g sont toutes plus petites
que les étiquettes des actions de h à l. Dans le contexte des
espèces combinatoires (cf. [BLL98]), le produit ordonné
a été introduit afin d’encoder une telle contrainte glo-
bale de croissance. Ce produit a aussi été utilisé dans un
contexte algorithmique dans l’article [DPRS12]. Nos be-
soins concernant ce produit sont de l’ordre quantitatifs,
et nous avons donc développé une analyse combinatoire
du produit avant de l’utiliser pour spécifier notre modèle.
Définition 8.3.3
Soit A et B deux classes combinatoires étiquetées, et α
et β deux structures respectivement dans A et B. La

classe de structures étiquetées induites par α et β est

α ‹ β “
 

pα, f|α|pβqq | f|α|p¨q translate les étiquettes
de l’argument de `|α|u.

On étend naturellement le produit ordonné aux classes
combinatoires

A ‹ B “
ď

αPA, βPB
α ‹ β.

En particulier, le produit ordonné A ‹ B contient les élé-
ments du produit A ‹ B tels que toutes les étiquettes de
la composante issue de A sont plus petites que toutes les
étiquettes de la composante issue de B.
Remarquons que dans le cas où l’une des deux classes

du produit ordonné est réduite à un seul atome Z, le
produit ordonné correspond à l’un des produits classiques
de Greene. Nous sommes désormais en mesure de spécifier
les processus FJ étiquetés de façon croissante.
Proposition 8.3.4

Soit FJ rcs la classe des processus FJ croissants.

FJ rcs
“ Z`Z ˝

‹FJ rcs
`Z ˝

‹

´´

FJ rcs
‹ FJ rcs

¯

‹ FJ rcs
¯

.

Nous avons les outils pour traduire de façon directe une
telle spécification basée sur le produit ordonné dans le
contexte des séries génératrices associées. Pour ce faire,
rappelons deux transformées classiques : la transformée
de Laplace combinatoire et la transformée de Borel com-
binatoire. Elles agissent ainsi sur les séries :

Lc

˜

ÿ

ně0

an
zn

n!

¸

“
ÿ

ně0

anz
n; Bc

˜

ÿ

ně0

anz
n

¸

“
ÿ

ně0

an
zn

n! .

De manière analogue aux transformées de Laplace tra-
ditionnelles, le produit de deux transformées peut être
écrit sous la forme d’un produit de convolution :

Lc f ¨ Lc g “ Lc

ˆ
ż z

0
fptqg1pz ´ tqdt` gp0qfpzq

˙

.

Notons la convolution combinatoire

f ˚ g pzq “

ż z

0
fptqg1pz ´ tqdt` gp0qfpzq.

Proposition 8.3.5
Soit A et B deux classes combinatoires étiquetées. La
fonctions génératrice exponentielle Cpzq, associée à la
classe C “ A ‹ B, satisfait les trois formes suivantes :

Cpzq “ Bc pLc Apzq ¨ Lc Bpzqq “
ÿ

ně0

řn
k“0 akbn´k

n! zn

“ Apzq ˚Bpzq.

De manière immédiate, on prouve que l’holonomie est
stable pour le produit ordonnée puisqu’elle est stable pour
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chacune des deux transformées combinatoires (et aussi
pour le produit).
La proposition précédente nous permet de traduire la

spécification des processus FJ croissants

F rcspzq “ z `

ż z

0
F rcsptq dt`

ż z

0

ż t

0
F rcs

2
puqF rcs

1
pt´ uq du dt.

L’étude de la série F rcspzq semble difficile. Afin de pouvoir
obtenir des résultats quantitatifs nous avons rajouté des
contraintes sur la classe FJ .

8.3.2 Sous-classes des processus
Fork/Join

La première sous-classe qui nous intéresse consiste à
contraindre le nombre d’opérateurs parallèle imbriqués.
Voilà la définition formelle (de la classe étiquetée crois-
sante) :
$

’

’

&

’

’

%

Wrcs
0 “ Setě1 Z,

Wrcs
`

“ Z ` Z ˝ ‹Wrcs
`

`Z ˝ ‹

´´

2 ¨Wrcs
`´1 ‹ Set Z ´Wrcs

0 ‹Wrcs
0

¯

‹ Wrcs
`

¯

.

Ces sous-classes de processus FJ représentent une sé-
quence croissante de sous-classes, dans le sensW0 ĂW1 Ă
W2 Ă . . . . Il y a deux restrictions majeures par rapport à
processus FJ , toutes deux associées aux nœuds Fork. La
première est telle que W` ne permet d’avoir que ` nœuds
Fork imbriqués. La seconde est telle que deux processus
ne peuvent être mis en parallèle que si l’un d’entre eux (au
moins) est contraint à être une séquence d’atomes (un fil).
Il s’agit du moyen le plus simple pour faire du parallélisme
en concurrence. Par ailleurs, d’un point de vue technique,
la série génératrice satisfait une propriété intéressante.
Proposition 8.3.6

Soit ` P N. La classe Wrcs
` est telle que la fonction

LcpW
rcs
` pzqq est une fonction rationnelle, i.e. W rcs

` pzq
satisfait une équation différentielle linéaire.

Afin de prouver cette dernière proposition, nous avons
introduit un nouveau produit, le produit coloré, qui est
en quelque sorte le dual du produit ordonné.
Remarquons que puisqueW rcs

` pzq satisfait une équation
différentielle linéaire, alors la série est holonome.
Proposition 8.3.7
Le nombre moyen d’exécutions des processus de W20
de taille n vérifie Θprnq, avec r « 5.4314 . . . .

Nous pouvons augmenter l’expressivité du modèle en
considérant la spécification suivante :
#

N rcs
0 “ Setě1 Z,

N rcs
` “ Z ` Z ˝

‹N rcs
` ` Z ˝

‹

´´

N rcs
`´1 ‹N rcs

`´1

¯

‹ N rcs
`

¯

.

La seule distinction entre la classe N` et FJ repose sur
le nombre de nœuds Fork imbriqués. Il est borné par `
pour la classe N` (i.e. au plus 2` processus peuvent être
mis en parallèle). De façon analogue à la classe W`, nous

prouvons que N rcs` vérifie une équation différentielle li-
néaire, mais dont l’ordre d` croit très rapidement quand
` augmente. Ainsi nous avons

d1 “ 3; d` “
pd`´1 ` 1qpd`´1 ` 2q

2 .

En conséquence, la classe N4 semble être la limite per-
mettant d’obtenir des résultat quantitatifs.

Alors que dans les premières sous-classes de processus
nous avons étudié une limitation sur la profondeur de pa-
rallélisme, pour la sous-classe suivante nous allons nous
intéresser à la profondeur de série.

Nous pouvons désormais construire des séquences de
diamants. L’opérateur Set ‹ correspond à une séquence
d’opérateurs ‹ , introduite dans l’article [26].
Théorème 8.3.8

Soit Srcs “ Set ‹ Drcs la classe des séquences de dia-
mants croissants. L’asymptotique du nombre de struc-
tures Srcsn est équivalent à l’asymptotique du nombre de
diamants croissants :

rznsSrcsn „
nÑ8

rznsDrcsn .

Le nombre moyen d’exécutions Ēn dans les séquences
de diamants de taille n satisfait

Ēn „
nÑ8

α βn`1 pn` 1q!

avec α « 15.704 . . . et β « 0.13690 . . . .

Concluons cette section en revenant sur la classe glo-
bale des processus FJ . Tout d’abord, nous remarquons
que la classe limite N` (quand ` tend vers l’infini) corres-
pond à la classe FJ . Néanmoins, il est probable que la
propriété d’holonomie soit perdue pour FJ . En étudiant
directement la suite pFJ rcsn q, nous sommes en mesure de
prouver le théorème suivant.
Théorème 8.3.9

Le nombre d’exécutions moyen des processus FJ de
taille n vérifie asymptotiquement, lorsque n tend vers
l’infini

α1 β
n
1 pn` 1q! À Ēn À α2 β

n
2 pn` 1q!,

avec pour la borne inférieure α1 « 2.4078 . . . et β1 «
0.11534 . . . et pour la borne supérieure α2 « 9.6315 . . .
et β2 « 0.23068 . . . .

Les croissances exponentielles des deux bornes sont dis-
tinctes. Pour obtenir ces bornes, une récurrence simple,
vraie à partir de n “ 3 montre que, asymptotiquement,
la croissance exponentielle de FJ rcsn {pn` 1q! est comprise
entre 1{3 et 2{3. Nous sommes en train de terminer la
preuve du résultat suivant.
Conjecture 8.3.10

Le nombre d’exécutions moyen des processus FJ de



40 Chapitre 8. Parallélisme et Synchronisation

taille n vérifie asymptotiquement,

Ēn „
nÑ8

12
?
π n3{2

η2
b

1
3 `

1
22{3

ˆ

ρ

η

˙n

pn` 1q!,

avec ρ
η
« 0.14967 . . ..

Au final, les structures sont simplement relâchées aux
fur et à mesure, pour s’approcher obtenir le modèle géné-
ral. Les analyses quantitatives sont de plus en plus tech-
niques à obtenir mais on aperçoit au final que les évolu-
tions des modèles transparaissent dans les résultats quan-
titatifs, sans en modifier de façon flagrante les valeurs.



Chapitre 9

Comptage des exécutions

Les problèmes quantitatifs qui nous ont intéressés au-
paravant concernaient des résultats en moyenne pour des
classes de processus. Dans les deux derniers chapitres,
nous nous intéressons à des algorithmes effectifs pour des
processus fixés. Le premier problème que nous souhaitons
aborder est le comptage des exécutions d’un processus.

En se concentrant sur le modèle de processus parallèle
avec multiples synchronisations, nous nous heurtons à la
limite théorique [BW91] prouvée par Brightwell et Wink-
ler. Ces-derniers ont démontré, dans le contexte équi-
valent des ordres partiels, que l’analogue du comptage
du nombre d’exécutions d’un processus est #P -complet.
Rappelons que ce problème n’est pas directement relié
aux comptages en moyenne que nous effectuons depuis
le début de la partie sur la concurrence. Néanmoins, nous
considérons que ces comptages en moyenne ne constituent
que les étapes initiales qui nous permettent dans certains
cas d’affiner la compréhension de la difficulté du comp-
tage exact. Plutôt que d’attaquer le problème général de
front, nous avons exhibé des classes naturelles d’un point
de vue concurrence, pour lesquelles nous avons présenté
des analyses quantitatives. Nous allons dans ce chapitre
introduire des algorithmes de comptage d’exécutions effi-
caces.
Dans le cadre des processus parallèle, une formule clas-

sique de comptage nous permet d’obtenir, pour un pro-
cessus donné, le nombre de ses exécutions. La formule des
équerres [Knu98, p. 67] associée à une structure arbores-
cente permet de compter le nombre d’étiquetages crois-
sants de cette structure. Rappelons la formule dans le cas
des arbres généraux, qui est complètement adaptée aux
processus avec pour unique opérateur le parallélisme
Fait 9.0.1

Soit P l’arbre syntaxique d’un processus général (plan
ou non). Le nombre `P d’exécutions du processus vaut

`P “
|P |!

ź

S sous-arbre de P
|P |

.

Il est immédiat qu’un algorithme de comptage peut être
écrit dont la complexité en nombre d’opérations arithmé-
tiques est linéaire en le nombre d’actions du processus. Il
opère en un seul parcours de l’arbre.

9.1 Processus Fork/Join

Nous avons établi une formule des équerres pour les
processus série-parallèle. Dans le cadre des posets série-
parallèle, cette formule est un corollaire immédiat de la
formule récursive de Möhring [Mö89] suivante (adaptée à
la concurrence).

Fait 9.1.1
Soit P un processus série-parallèle et `P le nombre de
ses exécutions.
Si P se décompose en série P “ P1.P2, alors `P “

`P1 ¨ `P2 .
Si P se décompose en parallèle P “ P1 ‖ P2, alors
`P “

`

n1`n2
n1

˘

¨ `P1 ¨ `P2 , où n1 (resp. n2) correspond à
la taille de P1 (resp. P2).

On en déduit directement le corollaire suivant, sur un pro-
cessus Fork/Join, Afin d’en simplifier l’expression, nous
utilisons la représentation en arbre ternaire des processus
FJ , cf. par exemple la Figure 8.5. Néanmoins l’adapta-
tion à tout processus série-parallèle est directe (voir notre
article [27]).

Étant donné un processus P P FJ , vu via sa représen-
tation en arbre ternaire. Pour chaque nœud ν de P , on
définit Pν comme le sous-arbre enraciné en ν (et contenant
tous les descendants de ν dans P ). Pour chaque nœud ter-
naire ν dont les enfants de gauche à droite sont notés ν1,
ν2 et ν3, nous avons trois sous-arbres Pν1 , Pν2 et Pν3 . Par
exemple, sur la Figure 8.5, pour le nœud h, le sous-arbre
Ph1 est réduit à i et le sous-arbre Pν3 contient k et l.
Théorème 9.1.2

Soit P un processus de FJ . Son nombre d’exécutions
`P vaut

`P “
ź

ν nœud ternaire

|Pν1 Y Pν2 |!
|Pν1 |! ¨ |Pν2 |!

.

Soit n la taille de P , en gardant en mémoire tous les va-
leurs des nombres factorielles de 1 à n, le nombre `P est
calculé, au pire cas, en Θpnq opérations arithmétiques
et en un seul parcours de P .

Via une application de la formule sur notre exemple de
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la Figure 8.5, nous obtenons

2! 6! 2!
1! 1! 4! 2! 1! 1! “ 60.

Il y a donc 60 exécutions pour ce processus-exemple. No-
tons que si l’arbre de P ne contient pas de nœud ternaire
alors le processus contient une seule exécution.
Cette formule peut s’adapter simplement dans le cas gé-

néral de processus série-parallèle. La première approche,
proposée dans l’article [27] consiste à faire correspondre
au processus série-parallèle un processus Fork/Join dans
lequel on autorise des actions (nœuds) silencieuses, c’est-
à-dire qu’elles n’interviennent pas dans la taille du pro-
cessus.
Une autre possibilité consiste à représenter un proces-

sus série-parallèle via un arbre (de la même manière que
pour FJ ) mais dont les nœuds sont d’arité quelconque,
et le dernier enfant encode le sous-processus commençant
après le Join. Dès lors il suffit de faire le produit sur l’en-
semble des nœuds non unaires, avec la particularité de
l’enfant le plus à droite qui est l’analogue de l’enfant ν3
dans le cas FJ .

9.2 Processus parallèle avec choix
non-déterministe

Revenons sur le cas des processus sans synchronisation,
mais avec choix non-déterministe (cf. l’article [19]). Rap-
pelons qu’un tel processus peut être décomposé selon ses
choix globaux (cf. Définition 7.2.2). Une idée naturelle
dès lors pour compter le nombre d’exécutions d’un tel
processus P consiste à sommer, sur l’ensemble des choix
globaux, la formule des équerres d’un processus parallèle :

`P “
ÿ

C choix global de P

|C|!
ź

S sous-arbre de C
|C|

.

L’efficacité de l’algorithme associé à cette expression est
directement reliée à la structure du processus : combien de
choix globaux sont induits par le processus. Et le résultat
quantitatif suivant est plutôt négatif dans ce sens.
Théorème 9.2.1

Le nombre moyen k de choix globaux d’un proces-
sus parallèle avec choix non-déterministe de taille n
(uniformément par rapport à l’ensemble des proces-
sus de taille n), vérifie, asymptotiquement, k „ α ¨ βn

avec les constantes qui valent, approximativement α «
1.4408 . . . et β « 1.1106 . . . . Par ailleurs, la taille
moyenne d’un choix global dans un processus de taille
n est équivalente à γ ¨ n où γ « 0.49636 . . . .

Ainsi, afin d’obtenir une formule dont l’évaluation est effi-
cace, il faut éviter l’expansion des choix globaux puisqu’ils
sont en noble exponentiel et de taille non négligeable. No-
tons, que pour deux choix globaux d’un processus fixé

partageant des sous-arbres communs, de nombreux cal-
culs sont dupliqués dans la formule précédente. En éco-
nomisant ces calculs dupliqués, via une autre approche,
nous allons réussir à obtenir une formule efficace.

Une approche qui porte ses fruits consiste à s’appuyer
sur la spécification du processus étiqueté croissant et à sa
traduction via la méthode symbolique. Nous allons sim-
plement illustrer la méthode avec notre exemple

a.prpb.pc ‖ dqq ` es ‖ rf.ppg ` ph.pi ‖ jqq ` kq ‖ lqsq.

représenté dans la Figure 7.8. Voila la spécification des
étiquetages croissants du processus (nous avons annoté
les atomes Z afin de gagner en lisibilité) :

Za˝
‹

´

rZb˝
‹ pZc ‹ Zdq ` Zes

‹ rZf ˝
‹ ppZg ` Zh˝

‹ pZi ‹ Zjq ` Zkq ‹ Zlqs
¯

.

Pour un processus fixé, sa spécification correspondante
est évidemment non récursive, et le nombre d’atomes Z
correspond à la taille du processus. Cette spécification se
traduit via la méthode symbolique en le polynôme P pzq
(série génératrice exponentielle) associé au processus P .

P pzq “

ż z

z1“0
r

ż z1

z2“0
z2

2dz2 ` z1s¨

r

ż z1

z2“0
pz2 `

ż z2

z3“0
z2

3dz3 ` z2qz2dz2sdz1

“
z9

405 `
13 z7

315 `
2 z5

15 .

Ce polynôme P pzq correspond à la série exponentielle énu-
mérant les choix globaux étiquetés croissants de P . Ainsi,
il y a 9!{405 “ 896 exécutions de l’unique choix global de
taille 9, 208 exécutions comptant 7 actions et 16 pour les
deux choix globaux de taille 5. La transformée de Laplace
combinatoire, suivie de l’évaluation z “ 1 de P pzq donne
ainsi 1120 exécutions distinctes pour le processus P .
Théorème 9.2.2
Soit P un processus parallèle avec choix non-
déterministe de taille n. Le calcul du nombre d’exécu-
tions est, au pire cas, réalisé en Θpn2q opérations arith-
métiques, via l’approche par la méthode symbolique.

Démonstration (idées) : Dans le pire des cas, il y a n in-
tégrations de polynômes de degré au plus n à effectuer.
Notons que même en développant les produits de poly-
nômes intermédiaires, la complexité reste identique. Par
ailleurs, le choix non-déterministe est directement inté-
gré en tant qu’addition dans le contexte des polynômes
et donc ne modifie pas la complexité (au pire) du calcul
si on l’effectue pour un processus purement parallèle.

Remarquons que la correction de l’algorithme repose sur
les opérations sur les polynômes. En effet, dans le contexte
des processus parallèle avec choix non-déterministes, la
mise en série n’est valide que pour un atome suivi d’un
sous-processus (et donc l’intégration du polynôme du
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sous-processus est l’opération correcte à effectuée). Le
nombre d’exécutions de deux sous-processus en paral-
lèle fait intervenir un coefficient binomial (cf Fait 9.1.1)
qui apparait naturellement dans le produit de deux
polynômes (séries exponentielles). Enfin, le choix non-
déterministe est géré par l’addition des coefficients des
monômes de degré identiques associés aux sous-processus.

9.3 Processus série-parallèle avec
choix non-déterministe

L’approche précédente, présentant une approche effi-
cace pour le comptage des exécutions dans un processus
parallèle avec choix non-déterministe est évidemment va-
lide pour un processus purement parallèle, bien qu’elle soit
moins efficace que celle basée sur la formule des équerres.
Mais cette approche peut aussi être adaptée aux proces-
sus série-parallèle avec choix non-déterministe. Commen-
çons par illustrer l’approche sur le processus Fork/Join
de la Figure 8.5. L’idée consiste à descendre le plus pro-
fondément dans les compositions en série et en parallèle,
plutôt que de descendre aux feuilles du processus. Puis,
on remonte en effectuant les intégrations classiques (à la
Greene) pour les deux opérateurs ˝‹ et ‹ ‚. Pour l’opé-
rateur ‹ , on utilise aussi la traduction via la méthode
symbolique et on associe le polynôme obtenu en faisant la
convolution combinatoire (cf. Proposition 8.3.5) des deux
polynômes associés aux sous-processus.

Rappelons la spécification des étiquetages croissants du
processus exemple :

`

Za˝
‹ r

`

Zb˝
‹ pZd ‹ Zeq ‹ Zg‚

˘

‹
`

Zc˝
‹ Zf

˘

s
˘

‹
`

Zh˝
‹ rZi ‹ Zjs

˘

‹
`

Zk‚
‹ Zl

˘

.

On obtient dès lors le calcul suivant.

P pzq “

ˆ
ż z

z1“0
p

ż z1

z2“0

ż z2

z3“0
z2

3dz3dz2dz1q ¨ p

ż z1

z2“0
z2dz2q

˙

˚

ˆ
ż z

z1“0
z2

1dz1

˙

˚

ˆ
ż z

z1“0
z1dz1

˙

“
z7

168 ˚
z3

3 ˚
z2

2 “
60 z12

12! .

La correction de cette approche du comptage des exé-
cutions résulte de sa correction pour les processus paral-
lèle, pour lesquels on ajoute la correction du calcul des
opérations sur les séries exponentielles pour les produits
‹ ‚ et ‹ . Il est désormais clair que l’ajout du choix non-
déterministe est direct concernant aussi bien la correction
que l’efficacité de l’algorithme. Ainsi nous avons directe-
ment l’adaptation suivante.
Théorème 9.3.1
Soit P un processus série-parallèle avec choix non-
déterministe de taille n. Le calcul du nombre d’exécu-
tions de P est réalisé en Θpn2q opérations arithmétiques
dans le pire des cas, via l’approche par la méthode sym-
bolique.

Sur la Figure 9.1, on présente un exemple simple. Les
trois sous-processus pour lesquels il y a un choix non-
déterministes sont précédés par le nœud ` et suivis par
`. Par apport au processus présenté sur la Figure 8.5,

a

b `

c0 c1 c2d e

f0 f2

`

g

h

i j

k

l

Figure 9.1 – Un processus Fork/Join avec choix non-
déterministe.

on se rend facilement compte que ce nouveau processus
avec choix non-déterministe contient deux fois plus d’exé-
cutions contenant 12 atomes, et qu’il y a également des
exécutions contenant 11 atomes. En calculant le polynôme
associé, on trouve

P pzq “
120 z12

12! `
20 z11

11! .
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Chapitre 10

Génération aléatoire d’exécutions

Lorsque l’on appréhende des systèmes concurrents, on
se rend aisément compte qu’en raison de l’explosion com-
binatoire, effectuer de la vérification exhaustive sur tout
l’espace d’états (i.e. toutes les exécutions possibles) n’est
pas envisageable (cf. l’article de Sen [Sen07] et en parti-
culier son introduction). Une possibilité pour contourner
le problème consiste à réduire l’espace d’états, en exhi-
bant, par exemple des suffixes d’exécutions identiques, et
donc en donnant une relation d’équivalence sur des parties
d’exécutions. Nous reviendrons sur cette approche dans
les perspectives de nos travaux : cf. Section 13.2.

Une possibilité classique pour contourner le problème
est basée sur du test aléatoire, la plupart du temps sans
une véritable maîtrise de l’aléa de la génération sous-
jacente pour construire les exécutions à vérifier. Cette
technique passe à l’échelle sur les processus de grande
taille. Néanmoins elle a un inconvénient fondamental : ne
maîtrisant pas la distribution de probabilité à la base de
la génération aléatoire, nous ne sommes pas en mesure de
donner une mesure de couverture du test. En particulier,
il a de grande chance que nous ne testions au final qu’un
sous-ensemble très biaisé de l’espace d’états. L’article de
Denise et al. [DGG`12] explicite ce problème en détail.

Nous voulons proposer une approche afin de générer
des exécutions en maîtrisant la distribution de probabi-
lité de génération. La manière la plus naturelle consiste
à être en mesure d’effectuer de la génération uniforme,
c’est-à-dire que chaque exécution a la même probabilité
d’être sélectionnée (que les autres exécutions). Grâce à
la distribution uniforme, l’usage d’outils statistiques nous
permet de calculer en particulier l’espérance de la taille
de l’espace couvert après un certain nombre de tirages
aléatoires. Bien entendu, même si on n’est pas en mesure
de générer uniformément, la connaissance de la distribu-
tion biaisée permet toujours d’obtenir des statistiques sur
l’espérance de la couverture après un certain nombres de
tirages aléatoires.

Notons toutefois, que la distribution uniforme a
une propriété fort intéressante, révélée via le principe
du collectionneur de coupons (cf. par exemple l’ar-
ticle [FGT92]). Lorsque l’on génère des objets via la dis-
tribution uniforme dans un ensemble de ` objets, alors le
nombre de tirages nécessaires, en moyenne, afin de cou-
vrir l’ensemble des objets (i.e. les avoir tous tirés une fois
au moins) vaut ` ln `. Et de plus, c’est la génération via

la distribution uniforme qui minimise l’espérance de la
couverture.

10.1 Génération ad hoc
Afin de générer uniformément une exécution d’un pro-

cessus donné, nous allons associer à chaque nœud de la
structure un poids. Ce poids est fondamentalement lié aux
formules des équerres. Puis un parcours du processus, en
choisissant au fur et à mesure le prochain nœud à visiter
en fonction de son poids, engendre une exécution aléa-
toire. Techniquement, le parcours est basé sur un tirage
aléatoire dans un multi-ensemble. La preuve de validité
(la génération est uniforme) est complètement reliée au
choix du poids des nœuds. Une première version de cette
approche a été présentée dans le contexte des processus
parallèle dans les articles [19] et [8]. Nous présentons dans
ce mémoire comment adapter l’approche aux processus
FJ .
Définition 10.1.1

Soit P un processus parallèle, et T son arbre syn-
taxique. Soit ν un nœud de T . L’action associée ν est
accessible si toutes ses actions ancêtres dans T ont été
exécutées mais elle n’a pas été exécutée.

Définition 10.1.2
Soit P un processus parallèle, et T son arbre syn-
taxique. Soit ν un nœud de T . Le poids de ν est la
taille du sous-arbre enraciné en ν.

Algorithme 10.1.3
Soit P un processus parallèle. Supposons p le préfixe
(d’exécutions) déjà parcouru. SoitM le multi-ensemble
des actions accessibles de P (sachant les actions de
p déjà exécutées), chacune associée à son poids. Pour
choisir l’action suivante de l’exécution, on tire un élé-
ment de M suivant la distribution des poids (des élé-
ments deM).

Remarques :
— Au départ, le préfixe est vide et seule la racine du

processus est accessible.
— L’algorithme s’arrête lorsque toutes les actions ont

été exécutées.
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— À chaque étape le multi-ensembleM est mis à jour,
en enlevant l’action qui a été exécutée et en ajoutant
les actions qui sont désormais accessibles.

Théorème 10.1.4
Soit P un processus parallèle de taille n. L’exécution
construite par l’algorithme de génération est choisie
uniformément parmi l’ensemble des toutes les exécu-
tions du processus.

En implémentant l’évolution du multi-ensemble via
un arbre équilibré dynamique, la complexité de généra-
tion est, au pire cas, en Θ pn lnnq opérations sur l’arbre
équilibré dynamique.

Notons qu’en modifiant la valeur des poids de chaque ac-
tion du processus, on est en mesure de modifier la distri-
bution de probabilités du tirage des exécutions. En parti-
culier, en associant un poids 1 à chaque action, on définit
une sorte d’uniformité locale : à chaque instant, on choisit
la prochaine action à exécuter de manière uniforme (parmi
les actions accessibles). Cette approche est appelée iso-
trope dans l’article [DGG`12]. Il est évident que le tirage
global est biaisé : cette génération consiste à descendre
dans l’arbre sémantique en choisissant uniformément une
branche, sans tenir compte du sous-arbre enraciné à l’ex-
trémité de cette branche.
Une caractéristique de l’Algorithme 10.1.3 est qu’il

peut s’adapter à des familles de processus plus riches.
Intéressons-nous désormais à la familles des processus
Fork/Join. On prouve que pour adapter l’algorithme de
génération uniforme à cette famille de processus, il est né-
cessaire d’utiliser une fonction de poids qui évolue après
chaque exécution d’une action (pour les actions non choi-
sies, donc restant accessibles).
Définition 10.1.5
Soit P un processus FJ , et T son DAG syntaxique.
Une action de P est dite accessible si tous ses ancêtres
dans T ont été exécutés mais elle n’a pas été exécutée.

Soit P un processus FJ , et T son DAG syntaxique. Soit
p le préfixe d’une exécution et T̃ le DAG construit à partir
de T en élaguant chaque action de p. On remarque que les
nœuds source dans T̃ sont les (seules) actions accessibles.
Soit ν un nœud accessible de T̃ . On note Dν le DAG com-
posé de ν et de ses descendants.
Soit µ un nœud accessible de T̃ , différent de ν (s’il existe).
On note jµν , la racine du sous-DAG DνXDµ. Nous remar-
quons que le nœud jµν est, dans le DAG T , le nœud Join
associé au nœud Fork qui met en parallèle les deux sous-
processus, l’un contenant ν et l’autre contenant µ.
On note Jν l’ensemble des nœuds jµν , lorsque µ décrit
l’ensemble des nœuds accessibles de T̃ (distincts de ν).
Les nœuds ancêtres d’un nœud j P Jν , dans T̃ sont parti-
tionnés en deux composantes connexes : on note Aµν celle
contenant ν et Aµν̄ l’autre composante.
Définition 10.1.6

Soit T un DAG, p le préfixe d’une exécution et T̃ le

DAG issu de T en élaguant les actions de p. Soit ν un
nœud accessible de T̃ . Le poids de ν est

pdspνq “
ź

µPJν

|Aµν |
|Aµν | ` |Aµν̄ |

.

Remarques :
— La distribution des poids des nœuds accessibles est

une distribution de probabilités.
— Le poids du même nœud accessible peut évoluer

lorsque le préfixe de l’exécution croît.

Théorème 10.1.7
L’Algorithme 10.1.3 s’applique aux processus FJ avec
la notion de poids définie en Définition 10.1.6.
La complexité temporelle est en Opn2q opérations arith-
métiques.

Démonstration (idées) : La correction de l’algorithme
réside dans le fait que la définition de poids des nœuds
accessibles est une distribution de probabilités, directe-
ment reliée à la formule des équerres (cf. Théorème 9.1.2).
La complexité de l’algorithme est due à la mise à jour à
chaque étape de la distribution des poids des actions ac-
cessibles.

Nous remarquons que les deux algorithmes présentés dans
notre article [27] afin de générer des exécutions sont dis-
tincts de l’algorithme précédent. Leur complexité au pire
est du même ordre de grandeur, mais la mesure de coût
moins onéreuse que le coût d’une opération arithmétique
(le coût unitaire correspond à une écriture mémoire). En
effet, ces autres versions, pour l’une basée sur le décompo-
sition suivante récursive (bottom-up) d’un processus. Voilà
sa description :

— si le processus est une séquence d’atome, il n’y a
qu’une exécution possible

— si la racine du processus est un nœud Fork, on
appelle récursivement l’algorithme sur chacun des
deux sous-processus en parallèle ; puis on entrelace
les deux exécutions obtenue ; enfin le résultat de
l’entrelacement est précédé par le nœud Fork et suivi
par une exécutions du sous-processus final (du des-
sous).

Le second algorithme est le dual du précédent, dans le
sens qu’il s’agit de l’approche top-down correspondante
à la version bottom-up. En implantant ces diverses ver-
sions pour la génération aléatoire uniforme d’exécutions,
nous nous rendons compte que l’algorithme du Théo-
rème 10.1.7 est moins efficace. Le calcul des poids est
la tâche prépondérante dans la construction de l’exécu-
tion aléatoire. Dans le contexte des processus parallèle, le
poids des nœuds accessibles n’évoluent pas au fil de l’exé-
cution de l’algorithme. En réalité, la somme des poids du
multi-ensemble est décrémenté de 1 à chaque étape (car
les processus sont simplement parallèle). Dans le cadre
des processus Fork/Join, même si on remplaçait les poids
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(qui sont des fractions) par leur numérateur multiplié par
le plus petit multiple commun de l’ensemble des dénomi-
nateurs des fractions, à chaque étape le poids d’un nœud
évoluerait tout de même, et nous n’arriverions donc pas à
une aussi bonne efficacité que celle exhibée dans le cadre
des processus parallèle.
Enfin remarquons que l’approche présentée dans le cas

des processus FJ pourrait aussi être adaptés aux proces-
sus avec choix non-déterministe. Néanmoins, afin de cal-
culer à chaque étape la distribution de probabilités, des
calculs de polynômes (similaires à ceux présentés dans la
Section 9.2) semblent nécessaires et par conséquent, la
complexité temporelle est encore davantage impactée.

10.2 Génération récursive
Nous avons remarqué dans la Section 9.2 que la

construction de la série génératrice exponentielle associée
à un processus nous permet de compter efficacement le
nombre d’exécutions de ce dernier. Dans cette partie, nous
allons expliquer comment, en ajoutant un peu d’informa-
tion à cette série (qui est en réalité un polynôme), nous
sommes en mesure d’utiliser les contextes de la génération
récursive, historiquement présentée dans le livre [NW75]
et, en particulier, adaptée au contexte de la méthode sym-
bolique dans l’article de Flajolet et al. [FZC94]. Dans son
manuscrit de thèse, Molinero [Mol05] adapte la méthode
récursive pour les étiquetages croissants et la génération
exhaustive. Néanmoins, son approche n’est pas tout à
fait suffisante pour notre contexte. Nous ne voulons pas
construire une structure croissante. Nous avons une struc-
ture non étiquetée fixée, et nous souhaitons l’étiqueter de
façon croissante.

La démarche que nous présentons a été développée dans
l’article [19] Nous allons à nouveau illustrer notre propos
à l’aide de l’exemple suivant :

a.prpb.pc ‖ dqq ` es ‖ rf.ppg ` ph.pi ‖ jqq ` kq ‖ lqsq.

La spécification croissante associée est la suivante (après
avoir retiré les annotations des atomes Z).

Z˝ ‹

´

rZ˝ ‹ pZ ‹ Zq ` Zs

‹ rZ˝ ‹ ppZ ` Z˝ ‹ pZ ‹ Zq ` Zq ‹ Zqs
¯

.

Le premier obstacle à surmonter afin de pouvoir géné-
rer une exécution consiste à être capable d’identifier le
choix global associé. Nous allons donc utiliser une nou-
velle marque Y que nous annotons afin de distinguer les
différents sous-processus d’un choix non-déterministe. On
obtient donc

Z˝‹

´

rYb ¨ Z˝ ‹ pZ ‹ Zq ` Ye ¨ Zs

‹ rZ˝ ‹ ppYg ¨ Z ` Yh ¨ Z˝ ‹ pZ ‹ Zq ` Yk ¨ Zq ‹ Zqs
¯

.

Lors du calcul de la série génératrice, il faut la voir
comme un polynôme en z, et ne pas développer les ex-
pressions contenant les variables y (ce qui impliquerait

un nombre exponentiel de monômes, en moyenne – cf.
Théorème 9.2.1).

P pzq “

ż z

z1“0
ryb

ż z1

z2“0
z2

2dz2 ` yez1s¨

r

ż z1

z2“0
pygz2 ` yh

ż z2

z3“0
z2

3dz3 ` ykz2qz2dz2sdz1

“

ż z

z1“0
r
ybz

3
1

3 ` yez1s ¨ r
pyg ` ykqz

3
1

3 `
yhz

5
1

15 sdz1

“
ybyhz

9

405 `

ˆ

ybpyg ` ykq

9 `
yeyh
15

˙

z7

7 `
yepyg ` ykqz

5

15 .

Plusieurs possibilités s’offrent désormais. Soit on sou-
haite générer un choix global de taille quelconque, se-
lon la distribution uniforme sur les exécutions (de toute
taille). On effectue alors de la génération récursive sur le
polynôme en z ce qui exhibera pour chacun des choix
non-déterministe, une variable y annotée avec le sous-
processus choisi. Une fois le choix global obtenu, on peut
utiliser le générateur uniforme d’exécutions dans le pro-
cessus parallèle basé sur ce choix.

Si l’on préfère effectuer une génération seulement parmi
les choix globaux d’une taille donnée, il suffit d’isoler le
monôme adéquat (en z) puis d’effectuer l’approche précé-
dente uniquement sur ce monôme.
Théorème 10.2.1

Soit un processus parallèle avec choix non-déterministe
de taille n. L’algorithme de génération aléatoire uni-
forme d’exécutions se comporte en Opn2q opérations
arithmétiques et en Opn2q pour la complexité spatiale.

Démonstration (idées) : La complexité de l’algorithme
réside dans la construction de la série génératrice (le po-
lynôme) puis dans la génération récursive afin d’isoler un
choix global. Son étiquetage est plus efficace que ces deux
premières étapes.

10.3 Génération de préfixes d’exé-
cutions

Dans un programme contenant au minimum quelques
dizaines d’actions, il ne semble pas raisonnable de vi-
ser une couverture de l’ensemble de toutes les exécutions
(même une couverture partielle, non négligeable face à
l’espace total d’états). Par conséquent, une possibilité
consiste à couvrir intégralement des préfixes d’exécutions,
d’une certaine longueur, et d’effectuer du test sur ces pré-
fixes.
Une fois la longueur t des préfixes choisie, l’on souhaite
générer les préfixes (de longueur t) des exécutions de ma-
nière uniforme, parmi l’ensemble des préfixes possibles.
En effet, c’est toujours cette distribution pour laquelle les
statistiques pour la couverture des préfixes de longueur
t sont les meilleures. Cette distribution uniforme sur les
préfixes n’est pas obtenue en utilisant la distribution uni-
forme sur les exécutions (complètes) puis en s’arrêtant
une fois un préfixe de longueur t généré.
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Voilà l’approche que nous allons utiliser. Nous l’avons
introduite dans l’article [23] pour deux applications. La
première consiste, comme dans le contexte des formules
des équerres, au comptage du nombre de préfixes d’exé-
cutions de longueur fixée pour un processus donné. La
deuxième application consiste en la génération aléatoire
uniforme de préfixes de longueur donnée. L’idée est la
suivante : chaque préfixe d’une exécution doit pouvoir
être considéré comme une nouvelle exécution complète.
Autrement dit, il faut être en mesure d’encoder le fait
de pouvoir définir tout étiquetage croissant d’une partie
des actions comme étant une exécution. Pour ce faire,
on va introduire une nouvelle action ε muette, associée
à chaque action du processus initial : en quelque sorte,
elle élague les descendants de son action associée ; elle ne
doit pas être étiquetée ; et enfin son poids doit être nul.
Dans le contexte de la combinatoire analytique [FS09],
c’est l’objet neutre noté ε. Ainsi, pour chaque action α
suivie par un sous-processus (notée α.Q), on complète
en le processus α.pQ ` εq. De plus pour les processus du
type, une action α suivie par la mise en parallèle de plu-
sieurs sous-processus : α.pQ1 ‖ ¨ ¨ ¨ ‖ Qrq est modifié en
α.ppQ1 ` εq ‖ ¨ ¨ ¨ ‖ pQr ` εqq. Notons qu’on pourrait avoir
dans le processus final deux nœuds` consécutifs (qui d’un
point de vue combinatoire analytique et analyse quanti-
tative n’est pas un problème).
Nous appliquons la démarche précédente sur l’exemple

de processus de la Figure 7.8. Sur la Figure 10.1, nous
avons complété (en rouge) le processus avec les atomes
muets ε. La spécification s’adapte aisément.

a

`

ε`

b e

`

εc

`

d ε

`

εf

`

l ε

`

ε`

h

`

i ε

`

j ε

g k

Figure 10.1 – Processus complété pour obtenir une dis-
tribution uniforme sur les préfixes d’exécutions de même
longueur
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En oubliant les annotations des actions, nous obtenons
le polynôme suivant.

P pzq “
z9

405`
z8

45`
41 z7

315 `
41 z6

90 `
16 z5

15 `
5 z4

3 `
5 z3

3 `
3 z2

2 `z.

En extrayant le monôme de degré t de ce polynôme et
en multipliant le coefficient par t!, on obtient le nombre
de préfixes d’exécutions du processus de longueur t. Par
exemple, il y a 16

5 ¨ 5! “ 384 préfixes de longueur 5.
En ajoutant les annotations pour toutes les actions, via

les variables formelles Y, on est désormais capable, via la
génération récursive d’extraire uniformément t actions qui
composent le préfixe, puis on peut générer un étiquetage
croissant, par exemple via notre algorithme 10.1.3.
Théorème 10.3.1

Soit un processus parallèle avec choix non-déterministe
de taille n. Un pré-calcul de complexité en Opn2q opéra-
tions arithmétiques permet par la suite, de générer uni-
formément des préfixes d’exécutions (de même taille)
en Opn2q opérations arithmétiques.

Nous terminons ce chapitre avec un tableau comparatif
de performances en utilisant deux types de distribution
pour la génération de préfixes d’exécutions. Comme nous
l’avons expliqué, la génération uniforme est la plus efficace
si l’on a un souci de couverture. Néanmoins, en utilisant
une autre distribution, cette efficacité est-elle réellement
impactée ?
Afin d’effectuer une comparaison, nous avons

choisi la distribution que nous qualifions d’iso-
trope. Après avoir généré un préfixe de lon-
gueur r, nous choisirons l’action suivante unifor-
mément parmi l’ensemble des actions accessibles.

Lg. des préfixes 1 2 3 4 5
Nb. de préfixes 4 14 43 115 265

Espérance du tps.
de couverture

Isotrope 8 47 223 972 4343
Unif. globale 8 45 187 612 1646

Gain 0% 4.5% 19% 59% 164%

Lg. des préfixes 6 7 8
Nb. de préfixes 564 1201 2877

Espérance du tps.
de couverture

Isotrope 24087 137174 914313
Unif. globale 3891 8993 21719

Gain 519% 1425% 4110%
Les abréviations correspondent à : Lg. : Longueur ; Nb. :
Nombre ; tps. : temps ; Unif. : Uniformité.

Les calculs ont été effectués sur un processus parallèle
contenant 125 actions. On lit le tableau ainsi : parmi les
564 préfixes d’exécutions de taille 6, l’espérance du temps
de couverture de l’ensemble des préfixes de taille 6 néces-
site de générer aléatoirement 24087 préfixes en utilisant
la distribution isotrope, alors que 3891 préfixes générés
suffisent via la distribution uniforme globale.
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Troisième partie

Détours combinatoires, perspectives et
conclusion générale





Chapitre 11

Processus d’évolution

Les arbres croissants peuvent être construits et analy-
sés grâce à un processus dynamique d’évolution. Les mo-
dèles classiques dans ce contexte sur usuellement appelés
arbres récursifs. De nombreux articles se sont penchés sur
les problèmes découlant de cette approche. Les premiers
articles ont été écrits par Meir et Moon [Moo74, MM74]
and [MM78]. On y trouve de nombreuses applications
pour ces modèles.

L’aspect dynamique du processus repose sur le fait que
des nœuds sont ajoutés au fur et à mesure à la structure
en construction. À chaque fois qu’un nœud est greffé, son
étiquette correspond au numéro d’arrivée du nœud. Dans
l’article [22], nous avons étudié le paramètre longueur de
coupe de différentes familles d’arbres croissants.
Dans la section suivante, nous définissons un nouveau

modèle d’évolution, dans lequel plusieurs nœuds peuvent
apparaître simultanément, et par conséquent portent la
même étiquette.

11.1 Arbres croissants avec répé-
titions d’étiquettes

Nous allons définir un modèle combinatoire d’arbres
croissants dans lesquels les étiquettes peuvent se répéter.

Définition 11.1.1
Un arbre binaire croissant avec répétitions est com-
posé d’une structure classique d’arbre binaire (enra-
cinée, plane) associée à un étiquetage des nœuds in-
ternes tel que plusieurs nœuds peuvent avoir la même
étiquette, et tout chemin de la racine vers une feuille
contient une suite strictement croissante d’étiquettes.

Dans notre contexte, nous supposons que tous les en-
tiers de 1 jusqu’à l’étiquette la plus grande apparaissent
au moins une fois dans l’arbre. Cette contrainte pour-
rait être relâchée dans un contexte combinatoire différent.
Nous pourrions aussi, par exemple, relâcher la contrainte
de croissance stricte sur un chemin de la racine vers les
feuilles en une croissance non-stricte. D’un point de vue
concurrence, ce relâchement n’a guère de signification.
Nous définissons la taille d’un arbre binaire croissant

avec répétitions comme étant son nombre de feuilles (non
étiquetées).

1

2
3

‚ ‚

‚

2
‚ ‚

Figure 11.1 – Arbre binaire croissant avec répétition (taille
5 ; nombre d’étiquettes distinctes 3)

Nous remarquons spécifiquement sur la Figure 11.1 que,
si nous souhaitons faire croître l’arbre, il faut placer au
moins une étiquette 4 dans l’une des feuilles.
Approche récursive : Soit Br,n le nombre d’arbres
binaires croissants avec répétitions contenant n feuilles
(donc n ´ 1 nœuds internes) et r étiquettes distinctes.
Nous obtenons

$

’

’

’

&

’

’

’

%

B1,2 “ 1
B1,n “ 0 si n ‰ 2

Br,n “
n´r
ÿ

`“1

ˆ

n´ `

`

˙

Br´1,n´`.

En effet, pour construire un arbre à r étiquettes de taille n,
à partir d’un arbre A à r´ 1 étiquettes et de taille n´ `,
il faut remplacer ` feuilles par ` nœuds (chacun parent de
deux feuilles).

En regroupant les arbres par taille, nous obtenons l’énu-
mération Bn “

ř

r Br,n. Nous remarquons que cette suite
est enregistrée dans OEIS, sous la référence A171792, mais
sans explication combinatoire. Les premiers coefficients,
pour n ě 2 sont

1, 2, 7, 34, 214, 1652, 15121, 160110, 1925442, 25924260, . . .

La suite de l’analyse peut être faite directement sur la
suite récursive, ou alors nous pouvons tenter de transfor-
mer la récurrence en une équation fonctionnelle vérifiée
par la série génératrice associée. Nous nous apercevons
aussi que l’approche constructive directe via les séries gé-
nératrices est possible, mais dans le contexte des séries
ordinaires mais pour des objets étiquetés. La spécification
via des séries exponentielles ne nous semble pas naturelle
car nos objets ne semblent pas décomposables.
Approche via les séries génératrices : Soit Brpzq
la série génératrice ordinaire, dont la variable z marque
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les feuilles et telle que le coefficient rznsBrpzq représente
le nombre d’arbres de taille n avec r étiquettes. Pour
construire la série Br`1pzq, à partir de Brpzq, chaque
feuille des structures énumérées par Brpzq, peut être ou
non remplacée par une nouvelle paire de feuilles (implici-
tement, nous remplaçons une feuille par un nœud interne
non compté par z et une paire de feuille z2). Nous obte-
nons donc

Br`1pzq “ Brpz ` z
2q ´Brpzq B1pzq “ z2.

Il faut faire attention au cas extrême : au moins une feuille
doit être remplacée, donc nous retirons le cas où rien ne se
passe : Brpzq. En définissant la série Bpzq “

ř8

r“1Brpzq,
par téléscopage nous obtenons

Bpzq “
1
2
`

z2 `Bpz ` z2q
˘

.

Finalement, le nombre d’arbres binaires croissants avec
répétitions de taille n est rznsBpzq, puisqu’il s’agit d’une
série ordinaire.
Théorème 11.1.2
Soit Bn le nombre d’arbres binaires croissants avec
répétitions et n feuilles. Asymptotiquement lorsque n
tend vers l’infini, nous avons

Bn “ Θ
´

n
´1
ln 2 lnp2q´n pn´ 1q!

¯

.

Démonstration (méthode) : L’idée consiste a étudié di-
rectement la suite via des minorations et majorations.

La même approche peut être appliquée à de nombreux
modèles arborescents. Ces modèles croissants avec répé-
titions sont d’un point de vue combinatoire suffisamment
riches pour apporter une nouvelle vision concernant des
modèles de DAG. Par ailleurs, sur cet exemple particu-
lier, nous obtenons un comportement asymptotique de la
suite énumérative non classique.
D’un point de vue combinatoire, de nombreuses ques-

tions sont soulevées par ce modèle. Dans un grand arbre,
en moyenne combien y-a-t-il d’apparitions de chaque va-
leur d’étiquette ? Typiquement, y-a-t-il beaucoup de nœuds
internes ? Dans un grand arbre général croissant avec ré-
pétitions, lorsque la taille tend vers l’infini, à quoi res-
semble la distribution du nombres d’arbres avec k nœuds
internes (lorsque k varie) ?

11.2 Arbres binaires compressés
Dans un contexte, qui semble à première vue éloigné,

Flajolet et al. [FSS90] se sont intéressés à la compressions
des arbres simplement générés. Plus précisément, d’un
point de vue quantitatif, ils ont calculé le gain de taille de
la compression de ces familles d’arbres. L’idée originelle
est la suivante : étant donné un arbre, on ne souhaite re-
présenter les sous-arbres identiques qu’une seule fois. Pour

ce faire, un parcours de l’arbre est fixé, par exemple le par-
cours préfixe et à chaque fois qu’un un sous-arbre déjà ren-
contré réapparaît, plutôt que il est remplacé par un poin-
teur vers la première occurrence du sous-arbre. À la fin
du processus de compression, on se retrouve avec un DAG
(encodant l’arbre originel). Par exemple, la Figure 13.1
présente la forme compressée de l’arbre sémantique intro-
duit dans la Figure 7.4. Flajolet et al. ont prouvé que,
asymptotiquement, la taille du DAG est négligeable par
rapport à la taille de l’arbre initial. Plus précisément, si la
taille de l’arbre originel est n, alors, en moyenne, la taille
du DAG (en nombre de nœuds) vaut Θpn{

?
lnnq.

Dans l’article [29], en cours de soumission, nous nous
intéressons à la classe de DAG induite par la compression
d’arbres binaires. Nous étudions ainsi, la structure pour
elle-même, sans l’aspect algorithmique de la compression.
En effet, l’approche de Flajolet et al. ne permet notam-
ment pas de compter ces structures particulières de DAG.

Notons en particulier que via le parcours préfixe du
DAG, nous obtenons un étiquetage décroissant cano-
nique des nœuds de la structure. L’énumération directe
ne semble pas accessible pour le moment. Notons que ce
ne sont pas des objets décomposables. Néanmoins, nous
sommes en mesure de les construire en étudiant un proces-
sus de (dé)croissance contraint, et en particulier nous pou-
vons représenter ces DAG via des arbres décroissants bi-
naires avec répétitions d’étiquettes et quelques contraintes
structurelles supplémentaires. En particulier, l’étiquette `
doit apparaître avant l’étiquette ` ` 1 (pour le parcours
préfixe). Formellement, les DAG sont représentés via des
arbres binaires étiquetés. Les répétitions d’une étiquette
représentent les pointeurs vers la première occurrence de
l’étiquette (dans le parcours préfixe). Ainsi le DAG peut
être représenté par un arbre étiqueté :

— l’arbre a une structure binaire telle que chaque
nœud interne possède deux descendants

— les contraintes d’étiquetage sont :
— de la racine vers les feuilles, la suite d’étiquettes

est strictement décroissante
— il est possible d’avoir des étiquettes répétées

dans le DAG
— l’étiquette ``1 apparaît après l’étiquette ` dans

le parcours préfixe du DAG
— si l’étiquette ` est répétée, seule la première oc-

currence (dans le parcours préfixe) peut éven-
tuellement avoir des descendants

— deux nœuds distincts étiquetés par i et par j ne
peuvent pas avoir la même paire de descendants
étiquetée pk, `q.

La dernière condition sur l’unicité de la paire des des-
cendants assure que, dans la structure, deux sous-arbres
identiques ne seront représentés qu’une seule fois. Sur la
Figure 11.2, nous représentons un DAG (issu de la com-
pression d’un arbre binaire) et notre représentation en
arbre décroissant (avec contraintes). La notion de taille
qui nous importe dans ce contexte est le nombre de nœuds
du DAG, qui correspond donc au nombre d’étiquettes dis-
tinctes dans la représentation en arbre. Dès lors, la suite
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Figure 11.2 – Un DAG et sa représentation sous forme
d’arbre décroissant avec contraintes

énumérative du nombre de structures commence ainsi

0, 1, 1, 3, 15, 111, 1119, 14487, 230943, 4395855, 97608831, . . .

Via une structure combinatoire annexe, nous obtenons la
récurrence suivante. Soit n, p P N,

$

&

%

γn`1,p “
řn
i“0 γi,p γn´i,p`i, for n ě 1,

γ0,p “ p` 1,
γ1,p “ p2 ` p` 1.

Notons que la suite pγn,0qnPN énumère le nombre de DAG
suivant leurs nombres d’étiquettes différentes (qui est la
notion de taille adéquate au problème). L’étude du com-
portement asymptotique de cette suite semble très déli-
cate. Pour le moment nous avons ajouté une contrainte
afin d’être en mesure d’exhiber le comportement asymp-
totique d’une structure proche. Ainsi, nous fixons la pro-
fondeur droite des nœuds : la valeur maximale d’arêtes
droites que nous traversons de la racine jusqu’à chaque
nœud est fixée. En notant γkn le nombre de DAG de taille
n avec les profondeurs droites valant au plus k (indépen-
dant de n), nous obtenons

γkn “ Θ
˜

n!
ˆ

4 cos2
ˆ

π

k ` 3

˙˙n

¨ n´
k
2´

1
k`3´p

1
4´

1
k`3 q cosp π

k`3 q
´2
¸

.

Ces processus de croissance constituent un point de dé-
part pour l’énumération de nombreux problèmes combi-
natoires dans le contexte de DAG.
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Chapitre 12

Perspectives pour la logique quantitative

Dans l’ensemble des modèles présentés dans la partie
dédiée à la logique quantitative, deux questions restent
en suspens. La première est relative à l’effet Shannon.
Nous avons été en mesure de prouver qu’une partie des
probabilités est concentrée sur les fonctions de petite
complexité. Néanmoins, pouvons-nous améliorer l’ap-
proche proposée afin de prouver que, presque sûrement,
toutes les fonctions sont de petite complexité ? Bien
que ce soit ce que nous conjecturons, nous n’avons pas
d’idée actuellement pour réussir à prouver ce résultat :
il semblerait que l’approche par approximations des
expansions d’arbres minimaux ne soit pas suffisamment
riche pour prouver le résultat global.

Par ailleurs, la question de la complexité moyenne d’une
fonction, déjà soulevée par Gardy dans son article de syn-
thèse [Gar06] de 2006 reste toujours sans réponse : étant
donné la distribution induite par les expressions arbores-
centes sur les fonctions booléennes, en choisissant aléatoi-
rement une fonction, quelle est la complexité typique de
cette moyenne ?
En plus de ces questions ouvertes, d’autres modèles

d’expressions booléennes pertinents aussi bien pour les
questions résolues dans les chapitres précédents que pour
ces deux dernières ouvertures nous intéressent fortement.

12.1 Arbres équilibrés
Rappelons que la distribution sur les fonctions boo-

léennes induites par les arbres équilibrés s’est distinguée
des autre car elle est concentrée sur un petit nombre de
fonctions. Nos collègues [CGM15] et [BM15] ont démontré
des résultats similaires sur d’autres modèles et ont donné
une généralisation du résultat dans le cas des arbres dont
toutes les feuilles sont, intuitivement, éloignées de la ra-
cine. Nous nous intéressons désormais à laisser tendre le
nombre de variables considérées vers l’infini, en parallèle
de la taille de l’arbre qui tend également vers l’infini.

Une autre question intéressante consiste à contraindre
l’étiquetage des nœuds internes des arbres. En effet, nous
pouvons représenter une formule formule 3-Sat sous une
forme arborescente : tous les nœuds internes sont étique-
tés avec le connecteur et, sauf ceux du dernier niveau qui
sont étiquetés par des connecteurs ou ternaires. Une étape

intermédiaire consiste à relâcher un peu cette contrainte
sur l’étiquetage des nœuds internes, tout en conservant
une contrainte relative à la profondeur des nœuds. Ces dif-
férentes distributions ne sont pas uniforme sur les expres-
sions 3-Sat (qui ne sont pas toutes représentables), mais
leur compréhension combinatoire et probabiliste permet-
trait d’apporter de nouveaux éclairages dans le contexte
de la satisfaisabilité.

12.2 DAG booléens
Dans le contexte des fonctions booléennes calculées

par des circuits booléens, (cf. par exemple [GGL95, Cha-
pitre 40]), les sous-expressions communes sont partagées
et par conséquent représentées une seule fois. La notion
de taille utilisée usuellement correspond au nombre de
sous-expressions (non réduites à une variable) distinctes.
Ces expressions sont représentées naturellement par des
graphes acycliques dirigés et, ainsi, cette notion de taille
correspond au nombre de connecteurs dans le circuit.
Nous sommes, a peu près, en mesure d’énumérer les

DAG de taille n issus de la compression d’arbres binaires.
Plus précisément, nous avons une récurrence qui nous
permet de les compter. Forts de ce résultat, nous pou-
vons nous intéresser à de telles structures décorées via des
connecteurs ou variables de logique. nous pouvons donc
étudier les structures classiquement appelées circuits boo-
léens (ou DAG booléens) pour lesquels quelques résultats
quantitatifs ont été exhibées, notamment par Shannon dès
les années 1940 (cf. en particulier [RS42, Sha49]). Cepen-
dant, le type de questions qui nous ont intéressé dans
la partie concernant la logique propositionnelle ne sont
pour la grande majorité d’entre elles non résolues dans le
contexte des circuits booléens.
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Chapitre 13

Perspectives pour la concurrence
quantitative

Nous l’avons observé dans le Chapitre 8 : certaines
classes d’arbres croissants avec répétitions d’étiquettes
sont susceptibles de représenter les exécutions de classes
de processus concurrents. Comme nous l’avons explicité
auparavant, un arbre croissant avec une seule répétition
encode un processus parallèle avec une seule synchroni-
sation. Que se passe-t-il si nous nous intéressons à un
modèle de croissance avec de nombreuses répétitions ?
Cette piste, naturelle pour la concurrence, présente des

modèles combinatoires qui n’ont, a priori, pas encore été
explorés. Probablement, l’une des raisons principales, du
point de vue de la combinatoire analytique en particulier,
repose sur le fait que ces objets ne sont pas décomposables
(récursivement) via les constructions classiques. Cepen-
dant, l’approche via le contexte des processus d’évolutions
permet de construire, itérativement, des objets avec une
croissance particulière (cf. en particulier les Sections 11.1
et 11.2).

Cette approche, très prometteuse, associe naturelle-
ment et de façon immédiate, la récurrence d’énumération
des structures en parallèle de leur construction.

13.1 Arbres croissants avec répé-
titions contraints

D’un point de vue concurrence, les nœuds ayant la
même étiquette peuvent être en correspondance avec
une synchronisation. En s’autorisant des synchronisations
sans (trop de) contraintes structurelles, nous construisons
une nouvelle classe de DAG qui contient des structures qui
ne sont plus série-parallèle.

La perspective à moyen terme consiste à comprendre
l’ensemble des processus que nous pouvons exprimer, en
contraignant plus ou moins le processus d’évolution. D’un
point de vue concurrence, pour les modèles ayant du sens,
il nous faudra comprendre la série bivariée marquant le
nombre de nœuds et le nombre d’étiquettes distinctes, ce
dernier paramètre ayant davantage de signification pour
la concurrence.

Lorsque nous regardons un processus parallèle avec syn-
chronisation via le modèle des arbres croissants avec ré-

pétitions, le problème fondamental repose sur le fait que
tous les nœuds ayant la même étiquette peuvent avoir
des descendants. Il s’agit par exemple du modèle simplifié
étudié dans l’article [10] contenant une seule synchronisa-
tion. Dans ce mémoire (cf. Section 8.1), pour ce modèle
très simplifié, nous avons d’ailleurs modifié, un peu les
structures afin de n’autoriser qu’un seul des nœuds (avec
la même étiquette) à avoir des descendants. Cela n’a pas
entraîné davantage de difficultés techniques.

Dans le cadre des perspectives pour la concurrence, le
premier but consiste à exhiber des contraintes supplémen-
taires au cœur des processus d’évolution afin de se rap-
procher davantage de modèles significatifs pour la concur-
rence.

13.2 Compression d’arbres
Du fait de l’explosion en taille des arbres sémantiques,

lorsque la taille des processus croît, plusieurs d’études
se sont intéressées à diverses manières de représenter
ces arbres de manière plus compacte. Par définition des
arbres sémantiques, les préfixes communs des exécutions
sont partagés. En particulier, dans son article [vG90], van
Glabbeek définit la notion de classe d’équivalence de com-
portements. D’un point de vue combinatoire, une pre-
mière manière de quantifier des équivalences de comporte-
ment consiste à partager les suffixes des exécutions. Nous
remarquons directement ce partage consiste exactement
en la compression de Flajolet et al. [FSS90] pour les arbres
sémantiques des processus.

Sur la Figure 7.4, nous nous rendons compte, déjà sur ce
petit exemple, que la compression pourrait être efficace.
Sur les 30 exécutions, il n’y a que 12 suffixes de longueur
2 différents.

En considérant l’arbre sémantique, tel que nous le re-
présentons (avec les étiquettes des actions en décoration),
nous remarquons que la compression classique transforme
l’arbre sémantique en un DAG sémantique avec partage
de préfixes et de suffixes. Sur la Figure 13.1, nous avons
remplacé les sous-arbres répétés par un pointeur vers leur
première occurrence.
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Figure 13.1 – Le DAG sémantique issu de la compression de l’arbre sémantique de la Figure 7.4.

Les arbres sémantiques ayant une structure très spé-
ciale, en particulier n’étant pas des arbres simplement gé-
nérés, l’approche proposée par Flajolet et al. ne permet
pas d’analyser quantitativement, de façon directe, notre
modèle.
Voilà le résultat clé nous permettant de calculer la taille

moyenne des DAG sémantiques issus des processus géné-
raux plans.
Proposition 13.2.1
Soit P un processus général parallèle et T son arbre
syntaxique. L’ensemble des ensemble des feuilles des
coupes admissibles de T est isomorphe à l’ensemble des
nœuds du DAG sémantique de P .

Démonstration (idées) : L’idée fondamentale est la sui-
vante. Soit P un processus de taille n. Soit deux préfixes
d’exécutions distincts et de même longueurm, notés p1 et
p2. Soit S1 et S2 les deux ensembles de suffixes, respec-
tivement ts1,1, s1,2, . . . , s1,ru et ts2,1, s2,2, . . . , s2,r1u tels
que pour tout i P t1, . . . , ru, xp1, s1,iy est une exécution
et pour tout i P t1, . . . , r1u, xp2, s2,iy est une exécution.

Si les deux préfixes p1 et p2 contiennent le même en-
semble d’actions (mais dans un ordre différent), alors les
deux ensembles de suffixes S1 et S2 sont égaux.

Dans ces notions clé, nous nous apercevons que les coupes
admissibles (cf. Définition 7.1.8) non étiquetées jouent un
rôle central dans l’analyse des DAG sémantiques.
Théorème 13.2.2
Dans le contexte des processus parallèles généraux
plans, la taille moyenne des DAG sémantiques issus des
processus de taille n vaut

D̄n „
nÑ8

2
?

15
25 n

ˆ

5
4

˙2n
.

Bien que la taille moyenne des DAG sémantiques
croisse de manière exponentielle (avec pour facteur
ˆ

5
4

˙2
« 1.5625 . . .), cette taille moyenne est à mettre en

relation avec la taille moyenne des arbres sémantiques
dont la croissance est factorielle !
Concluons ces perspectives avec une résultat similaire

pour les processus Fork/Join.

Théorème 13.2.3
Dans le contexte des processus FJ , la taille moyenne
des DAG sémantiques issus des processus de taille n
vaut

D̄n “
nÑ8

Θ pn βnq ,

avec β « 1.1634 . . . .

La croissance reste exponentielle, mais son facteur est re-
lativement faible.
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Conclusion

À travers ce mémoire, nous nous sommes intéressés à
deux domaines de l’informatique, que sont la logique pro-
positionnelle et la théorie de la concurrence. Notre but a
consisté à relier la syntaxe des objets à leur sémantique
via des études quantitatives et algorithmiques, en utili-
sant des outils de la combinatoire analytique mais aussi
en en développant de nouveaux. Nous avons pu montrer
qu’une compréhension fine de la combinatoire d’un mo-
dèle permet une compréhension globale de phénomènes
complexes, en particulier dans le comportement des ob-
jets typiques. L’effet Shannon dans le cas des expressions
logiques en est un exemple frappant, et c’est aussi la cas
pour les formules des équerres concernant les structures
croissantes en concurrence ou encore à la compression des
arbres sémantiques qui chacun donne des algorithmes bien
plus efficaces que les approches naïves. Ainsi, la compré-
hension en détail des structures permet d’optimiser les
approches algorithmiques travaillant sur des structures
complexes, en concentrant essentiellement les temps de
calcul soit dans des pré-calculs, si possible, soit en élimi-
nant dès que possible la complexité de calcul pour finale-
ment retrouver un autre objet pour lequel la complexité de
résolution du problème est nettement plus efficace. Nous
pensons par exemple, à l’extraction préliminaire des choix
non-déterministes qui permet par la suite d’utiliser les
outils algorithmiques très efficaces pour les processus ne
contenant que l’opérateur parallèle.

Pour la logique quantitative, mes perspectives à court
terme se concentrent sur des études quantitatives fondées
sur les modèles de DAG booléens (i.e. circuits booléens).
Dans ce contexte, la complexité des fonctions diminue de
façon naturelle car on ne compte qu’une seule fois les oc-
currences multiples dans leur syntaxe. Par conséquent,
intuitivement, on a de bonnes raisons de penser que la
distribution de probabilité sur les fonctions va beaucoup
évoluer. Une fois que les questions autour de l’effet Shan-
non seront élucidées, les problématiques autour de la satis-
faisabilité dans les circuits pourra devenir prépondérante.

Pour la concurrence quantitative, des problèmes impor-
tants se cristallisent autour du résultat de #P -complétude
du comptage des exécutions d’un processus quelconque.
Je souhaite exhiber des sous-familles de processus, au-delà
de la classe de processus série-parallèle pour lesquelles une
approche de comptage des exécutions efficace est possible.
Ces familles ne seront probablement pas décomposable au

sens de la combinatoire analytique, et par conséquent, la
génération aléatoire d’exécutions ne sera pas une applica-
tion directe de la génération récursive. Il sera important
dès lors de développer de nouveaux outils algorithmiques
pour cette question fondamentale, aussi bien d’un point
de vue théorique, que pour l’application des résultats à la
concurrence ou à d’autres domaines.
A plus long terme, les briques algorithmiques que nous

avons construites devront être assemblées au sein d’un
logiciel permettant de faire de la vérification statistique
de processus.
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